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ЭЛЕМЕНТАРНОЕ. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОДНОЙ ТЕОРЕМЫ ТЕОРИИ 
ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ 


Работа содержит элементарное доказательство равномерности рас- 
пределения простых чисел по модулю 4. 


Обозначения. Буквою М обозначаем число с условием М> М,, 
где № — достаточно большое постоянное, превосходящее 2. 

4 — целое число с условием 1<9< №; а- взаимно простое с 4. 

г — произвольно малое положительное постоянное. 

9 — число с условием —1<0<1. А<В равносильно А=О(В). 

Символ {2} обозначает дробную часть вещественного числа д. 

‹ — число с условием О<с<\1; %(2) — периодическая функция 6 
периодом 1, определяемая равенствами 


ф (2) =1— 0, если 0 < 
$ (2) = — о, если < <{8}< 1. 


по (2) — число простых чисел, не превосходящих М, наименьшие 
неотрицательные вычеты которых по модулю д меньше о4; следовательно, 
п, (2) равно числу т (№) всех простых чисел, не превосходящих М. 

В настоящей работе дано новое полностью элементарное доказатель- 
ство равномерности распределения простых чисел по модулю 4, состоя- 
щей в том, что п. (№) асимптотически (предполагается, что с возраста- 
нием М№ числа 4 и №4! также растут и притом не слишком медленно) 
равно от (№); в прежних моих работах [см., например, (')] эта равно- 
мерность устанавливалась путем применения метода тригонометрических 
сумм. Новый метод основан на элементарной лемме 4, которая выводится 
способом, уже применявшимся в одной из моих прежних работ (2). Эта 


а 
лемма позволяет решать вопрос, оценивая сумму И (1) путем непо- 
Р<М 


средственного применения моего метода оценки сумм с простыми чис- 


лами 1937 г. 
Ради краткости я ограничиваюсь выводом остаточного члена порядка 


МИ чм, ее, 


однако не очень сложное видоизменение метода позволяет заменить 8 и 
числом 0,2. Установленная равномерность имеет место в случае, когда 4 
и Ма"! растут не медленнее, чем № (в, >> 2е); но элементарные доказа- 
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тельства можно дать и в случае, когда 4 и №" растут не медленнее 
(ш №):2, а также в случае, когда рост числа 4 ограничен условиями 


(п №) << №). 


Подобным элементарным путем может быть установлена равномер- 
ность распределения по модулю 4 и для простых чисел, принадлежащих 
заданной арифметической прогрессии, для произведений заданного числа 
простых чисел, для чисел п с заданным значением функций (р, (п), а 
также для многих других числовых последовательностей. 

ЛЕММА 1. Пусть <> 1. Тогда всякое вещественное число х можно 
представить в форме 


и НОЕ (А, 0) =4, 0<0<*. 


Доказательство. Эта лемма есть видоизменение леммы 7, гл. 
моей монографии (1). 
ЛЕММА 2. Пусть вещественное число х представлено в форме, ука- 
занной в лемме 1, В — вещественное, с — целое. Тогда имеем 
с+9—1 


| У 2+8 <2. 


Доказательство. При О <2 лемма тривиальна; поэтому пред- 
положим, что О`>2. Имеем 


пе АА, вое. 


Наименьшее значение }(52) мы представим в форме п--х, где п — целое 
и 0 <х< 1. Тогда 


7 (<) =в-х-^А(?), 
где 0 <) (1) < 1. Находим: 


ве В) ТРИ, 


_ где г — наименьший неотрицательный вычет Ах п по модулю ди 
р (г) =^ (2). Неравенство 


0< (+В < 


может выполняться лишь при г = О — 1,0,1,..., [0], где при целом 0 
последнее значение исключается; следовательно, указанное неравенство 
может выполняться лишь при <«о0--2 значениях г. Оно наверно 
выполняется при г = 0,1,..., [30] —2, т.е. при > 0 —2 значениях г. 
Пбэтому, представляя число выполнений в форме с0О -- Е, будем иметь 
|Е|<2, причем рассматриваемая в лемме сумма равна 


И) 60+ —з(0—0-ВЮ Е. 


ЛЕММА 3. Пусть й — целое, х пробегает Х, последовательных чисел 
ряда 1,2,...,4, а у пробегает У, различных чисел того же ряда, вза- 
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имно простых с 4. Тогда имеем: 
ХХ < 49 (ша. 
ин 9 


Доказательство. При 4 < 70 лемма тривиальна. Поэтому пред- 
положим, что 4 >70. При заданном у представим о в форме 


8 57, 
ом, (4% 0) =, 0<0<Х, 


Пусть Х, — остаток от деления Х, на 0.,. Если Х, >0, то предста- 


Вим а в форме 


А, 0, 
ое, (40) =1, 0<0,<Х, 


и т. д., пока не придем к некоторому Х„., =0. Применяя лемму 2, 
убедимся, что часть рассматриваемой в лемме двойной суммы, отвечаю- 
щая заданному у, численно будет 


— к [ое +902 


А вся двойная сумма численно будет 


т Ыя 5: +. ‚+ о. ое 


где числа Ох, Х,, 01,..., Хи, Оп (разумеется, также и число п) зависят 
от выбора у. Найденное выражение есть сумма слагаемых вида ее “> причем 
каждому такому слагаемому отвечает система условий: 

у А 0 

о —_, (4.0) =4. 0 Х 

А ь, (4,0) <9< 
равносильная системе условий: 

0 —ла=ь (4,0=1 0<0<х, < у. (1) 


2х 
Четвертое из условий (1) дает Х г? поэтому слагаемое —— может 


(9 


2 
быть заменено слагаемым т Третье и четвертое из условий (1) мы 


заменим более грубыми условиями: 
0509 < 


При (0, 9) =8 первое из условий (1) выполняется лишь при |{| = 18 


(1, — целое). В этом случае числа О и |{| определят 28 пар значений у 
Ч 
91:1 


т А, причем сумма соответствующих слагаемых будет 


Ч и Ч 
2-8 =4-. 
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Поэтому рассматриваемая в лемме двойная сумма численно 


<“ Ух = 


0<9<а о<<% 
9 


что при 9 >70, как нетрудно убедиться, будет < 49 (ша). 
ЛЕММА 4. Пусть х пробегает Х различных чисел ряда 1,2,..., 4» 
а у пробегает У различных чисел того же ряда, взаимно простых с 4. 


Тогда для суммы 
= м 
Е >> ы й 


имеем неравенство 
15|<2ИХУ99. 


Доказательство. Имеем (у, пробегает те же значения, что и У): 
РЗ <хё Ее 
= (8) - (ий 


У, и=о 


где 9 — наименьший неотрицательный вычет числа у, У* по модулю 4 
и, следовательно (когда у, пробегает все свои У значений), пробегает У 
различных чисел ряда 1,2,..., 4, взаимно простых с 4. Разбивая сумму 5’, 
на две суммы, в первую из которых включаем слагаемые си о4, а во 
вторую — слагаемые с и>.с4, и применяя к каждой сумме в отдель- 
ности лемму 3, получим: 


|бу| < 44 (19)? (1 — с) - 49 (14)? ‹ = 49 (т 9)?, 
192 <4Х79 (14), |5|<2 УХУ‘. 


ЛЕММА 5. Пусть 1 пробегает ряд различных чисел, содержащихся 
среди Х последовательных целых чисел, а у пробегает ряд различных 
чисел, содержащихся среди У последовательных целых чисел и взаимно 
простых г 4. Тогда для суммы 


5=2%%(=") 
хуи 7 
имеем оценку: 
О т И 
«хук, г=У- +++ №9. 
Доказательство. Подразделяя в случае Х›> 4 интервал значе- 
ний 1 на <- интервалов, а в случае У`>4 интервал значений у 


на < тя интервалов, придем к суммам, рассмотренным в лемме 4. 
Поэтому 
при Х<4, У< 4 получим 


5 УХ шч= ХУЙ 1 во ХУ 
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при Х <а4, У 4 получим 
У Е 
5< Ухиша-х"И Ти ХУ: 
при Ха, У<а4 получим 
5<ХУташчхУ | ва хуЕ; 
`а 4 Ч Ч. У Ч ) 
при Ха, У0 получим 
57 Уаша=хуу шаху. 
ЧУ 4 


ЛЕММА 6. Пусть 
1 м, 15А50, О-АХ 


< 
аху 

5=35%4 (=*), 

5+ 9 
где х и у пробегают целые числа, принадлежащие двум возрастающим 
последовательностям, причем значения У вза- 
имно просты с 4 и суммирование распро- 
страняется на область 


И<а<0+А пу <у 
Тогда имеем 
о 
г =Из+ т а о в 


Доказательство. Пусть РЁ. 5ЁЕ,, 
где Ё, — достаточно малое положительное 
постоянное «1 (в противном случае лемма 
тривиальна). Пусть г, — наибольшее целое 
число с условием 2” <". Из области (2) 
выделим «первую», «вторые», «третьи», ..., 
«Т-е» области, согласно схеме, указанной 
на чертеже. Здесь 7-я область представится прямоугольником с осно- 
ванием длиною 


27 


и высотой длиною, имеющей точный порядок 


МА 
[227 


{левая и нижняя стороны прямоугольника к области не причисляются). 
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Число г-х областей равно 2”". Согласно лемме 5, часть суммы 5, 
отвечающая одной из г-х областей, будет 


Е; (ш9)" 


—— МА ВЕ Е 
А Е |9 
72" и А а МА: т 


Часть суммы 5, отвечающая невыделенным областям, будет 


ЗК’ «ль Г 
Поэтому 
мА? [чл 27-1 МА р 
еее ре 


Следствие. Пусть 


1 И-М, ОАО. бЕА-\ 
Е ату\ 
55-29 ( 4 ) 


где х и у пробегают целые чигла, принадлежащие двум возрастающим 
последовательностям, причем значения У взаимно просты с 4 и могут 
повторяться каждое не более К раз. Пусть суммирование распростра- 
няется на область 


ОА 
Тогда имеем: 


5 < МКР,, в —— те" д (9). 


Доказательство. Очевидно, достаточно рассматривать лишь слу- 
чай К =1иА>1. Тогда часть 5 суммы 5,, рассмотренная в лемме 6, 


будет < М№Р,. А оставшаяся часть суммы 5%, т. е. сумма, распространен- 
ная на область 


П<=<И+А, 0<у< 


согласно лемме 5, будет 


АИ ТО - ву МЕ, 


ЛЕММА 7. Пусть х, у, т а взаимно простыг с 9 поло- 


жительные числа, принадлежащие трем возрастающим последователь- 
ностям. Пусть, далее, 


Ом ди 
о. 


хут 


где суммирование распространяется на область 


И<х<0, жтЗМ, (у=\. 
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Гогда имеем: 


= Л 
ем", в-Утчучтну. 


Доказательство. Пусть ГР. < Ру, где Ё, — достаточно малое поло- 
жительное постоянное <\1 (в противном случае лемма тривиальна). 
Имеем 


5 = Ув (4) 54, 
а 


где 4 пробегает целые положительные числа, одновременно делящие 
числа хотя бы одной из возможных пар х,у. При этом 


аа?’ у’т 
$ ЗУ"). 
х’ ут 
где х,У пробегают частные от деления на 4 чисел х и у, кратных а, 
причем суммирование распространяется на область 
[1 0’ М 
а, ут». 


Но при №, < М число пар У, т с условием ут = М, будет <М№. 
Поэтому при 4 < Ру' будет (лемма 6, следствие) 


МЕ =” а (а? И 42 Ме" 
бМа-И + би + т ви 


При 4>> Рь* имеем: 


Ме” МЕ’ 
РЕ, 


Отсюда уже легко убедимся в справедливости леммы 7. 
ЛЕММА 8. Пусть у — произвольное постоянное с условием 0<у<0,1, 
1 


Р — произведение простых чисел, не превосходящих М3, 4 пробегает не 
превосходящие М№ делители числа Р, 


шшм. 
р = (ш №) 9%. 


Тогда все значения 4 могут быть распределены среди < классов. 
Часть этих классов включает только значения 4 с условием 


у 

а< М 
Для каждого из остальных классов существуют целое положительное Н 
и две возрастающие последовательности (т) и (У) целых положительных 
чисел с условием 


2 
РА» 
ря 


в 
№ <2< М 


такие, что все числа класса, взятые каждое Н раз, и только эти.числа, 
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получим, если из всеф произведений ту выберем лишь удовлетворяющие 
условиям 
< М, (2, у) = +. 


Доказательство. Эта лемма есть частный случай леммы 6, гл. 1Х 
моей монографии (1). 
ТЕОРЕМА. Пусть р пробегает простые числа 


бе “2. 
№ $ ( Ил. 
р<М 
Тогда имеем: 


МЕ, ВУ ачм". 
й а М 


Доказательство. Пусть у— произвольно малое положительное 
постоянное < 0,1, Р — произведение всех не делящих 4 простых чисел 


1 
с условием р < №, О — произведение всех не делящих 4 простых чисел 
1 


с условием №з «р< М. Находим (р: и р» пробегают простые числа): 


2 
1 а а 
5х У (*Р*) + 5+0 = ХХ 9“). © 
р, \ 9 22\9 А\Р (т, а)—1 
Р:0.< М о<ат<мМ 


Двойная сумма, стоящая в левой части равенства (3), согласно следствию 
1 2 


леммы 6 (все значения 5 = р, лежат в интервале Мз <х< №, кото- 
рый можно разбить на < ш М интервалов вида, указанного в следствии 


леммы 6), будет 


1-е Й ' 1 Ч 1-2 
<м пт, ыы В. 


Все значения 4, входящие в правую часть равенства (3), разобъем на- 
классы, как указано в_.лемме 8. Получим < м“ классов; для чисел 
одного и того же класса (р (4) сохраняет одно и то же значение. 

Сначала рассмотрим класс, для которого, согласно лемме 8, можно 
указать целое положительное Н и две возрастающие последовательно- 
сти (5) и (у) целых положительных чисел с условием 


5 


м" + 
м 


© | 2 


таких, что все числа класса, взятые каждое НЯ раз, и только эти числа, 
получим, если из всех произведений ху выберем лишь удовлетворяющие 
условиям 


< ИА (т, 9) == 4. 


Часть суммы, стоящей в правой части равенства (3), отвечающая вы- 
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бранному классу, будучи умножена на одно из чисел Н, —Н, примет вид: 


ян, 


х ут 


где суммирование распространяется на область 


2 


та вых 
Мама” хут< М, (1,9) =. 


Последняя же сумма, согласно лемме 7 (интервал, в котором лежат зна- 
чения 1, можно разбить на < ш М интервалов вида, указанного в лем- 
ме 7), будет 


заме 1% у ые ы ыы т«м+" и 


Далее, рассмотрим указанные в лемме классы, содержащие только 


1 
значения 4 с условием < №8“, При этом ограничимся лишь классами, 
содержащими значения 4 с условием |» (4) =1 (классы, содержащие зна- 
чения 4 с условием (р (4) = —1, рассматриваются аналогично). Часть 
суммы, стоящей в правой части равенства (3), отвечающая всем таким 
классам, может быть предоставлена в форме: 


а ыы № 1"), 


> "< т 
р. 
а <] “г т ЗА г) 


Очевидно, сумма 5’ может быть отличной от нуля только в случае, 
когда 


1 
у 
> 


Ч 


1 
м + 
в этом случае 5”, согласно следствию леммы 6 (интервал = <4<Мз 


в котором лежат значения д = 4, можно разбить на < ш М интервалов 


вида, указанного в следствии леммы 6), будет 


з 
«м МНЕ, 


Часть суммы 5”, отвечающую заданному 4, можно представить в виде 


произведения [3] на сумму 


98 *—1 ; 
Ра () у ра ы й р } (ан | 
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которая, согласно лемме 2, будет << (9) < М№`. Поэтому 
те 


Значения 4, входящие в 5”, распределятся среди интервалов 


м № М 
1<4<,, о т ры 


где 5, — наибольшее целое число, не превосходящее и = Часть суммы 

$5””, отвечающая первому интервалу, очевидно, будет 
<-, = га < М у 

Часть 5 (5) суммы 5”, отвечающая какому-либо другому интервалу 


М М 
—<а< $ —а , 


очевидно, равна 
\ ат 
Я 
М 
<а «ых —0а (5—11<т< 


М 
вместо А и -6 вместо 0), 


и, следовательно, согласно лемме 6 (= в—1 


будет 
НН Г о ЗеЗНЕ С 
пут + «МУ +4 д 
При этом 
х 1+ 1 9 
Узы мУ у. 


Собирая все доказанное, мы и убеждаемся в справедливости теоремы 


Следствие. Имеем: 
пе (№) = вк (№) + О(М"*Р.). 


Доказательство. Находим (полагаем а = 1) 
= (1 — в) ке (№) —ч (= (№) — пе (М)) = к. (М) — (М. 
Поступило 

12. ХТ. 1952 
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А. Д. МЫШКИС 


ОБ ОДНОМ ЭКСТРЕМАЛЬНОМ СВОЙСТВЕ РЕШЕНИЯ ПЕРВОЙ 
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ В ТЕОРИЙ ПОТЕНЦИАЛА 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе доказано экстремальное свойство решения первой краевой 
задачи теории потенциала для некоторого нового функционала — 
именно, «нагрузки» функции. Этот функционал тесно связан с реше- 
нием так называемой видоизмененной (или «свободной») первой крае- 
вой задачи. Проводится также сравнение «нагрузки» с интегралом 
Дирихле. 


$ 1. Введение 


Пусть в и-мерном евклидовом пространстве Е„(п>.2) дана ограни- 
ченная область С с границей Г. Под «поверхностью» мы будем ‘в этой 
работе понимать гладкую замкнутую (п— 1)-мерную поверхность, т. е. 
непрерывно дифференцируемое конечное (п— 1)-мерное многообразие, 
ориентированное и целиком лежащее в @=С - Г; такие поверх- 
ности мы будем обозначать буквой 5, иногда с индексами. Ориента- 
ция 5 определяет наружную и внутреннюю части Ё„ — © по отношению 
к 9; их мы будем обозначать соответственно через © (5) и 1 (5). В том 
случае, когда 5с Г, мы будем считать 5 ориентированной так, что 
а=2®). 

Пусть функция и(71, ..., 2.) задана и непрерывно дифференцируе- 
ма на С и пусть дана поверхность 9 с С. Тогда мы будем обозначать 
через П (и, 5) поток градиента и внутрь 6, т. е. 


ди 
П (и, 5) = Ф этадь и - 45 = ф —— @а5, 


где —/ означает дифференцирование по внутренней нормали. 
Под нагрузкой функции и мы будем понимать функционал 
Г: 
Н (и) = Нс (ий =зир У |П(и, 5)| (0<Н(и<о), (1) 
+1 
где зар берется по произвольным конечным системам поверхностей 
51, ..., 94 (С С), внутренности которых попарно не пересекаются. 
(Этот функционал введен в работе (1), стр. 133.) 
Далее, введем обозначение для интеграла Дирихле: 
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В случае двух аргументов функцию и можно рассматривать как опи- 
сывающую форму равновесия мембраны, мало отклоненной от горизон- 
тального положения. Тогда, как известно, первая краевая задача теории 
потенциала может быть истолкована как задача отыскания формы равно- 
весия ненагруженной мембраны, натянутой на жесткий контур (не 
обязательно связный). При таком истолковании становится ясным мини- 
мальное свойство интеграла Дирихле для этого решения, так как инте- 
грал Дирихле пропорционален потёнциальной энергии мембраны, на- 
копленной ею за счет отклонения от горизонтального положения; 
остественно, что эта энергия у натянутой мембраны минимальна, когда 
вся нагрузка с площади мембраны: снята. 

Однако нетрудно проверить, что при таком же истолковании «нагруз- 
ка» функции и пропорциональна арифметической сумме сил, приложен- 
ных к площади мембраны и к кускам ее контура для поддержания 
равновесия (так как поток П(и, 9) пропорционален силе, с которой 
внутренняя по отношению к 5 часть мембраны действует на внешнюю). 
Это является причиной минимального по отношению к нагрузке свойства 
гармонической функции в‘сравнении со всеми другими, принимающими 
на Г данные значения: нагрузка мембраны минимальна, когда силы на 
ее площадь не действуют. Решая первую краевую задачу теории потен- 
циала, мы снимаем все силы, действующие на площадь мембраны; при 
этом нагрузка решения может остаться отличной от нуля только за счет 
сил, приложенных к отдельным кускам контура (если он не связный). 
Отметим, что когда мы снимем и эти силы, то получим решение так 
называемой видоизмененной (или «свободной») первой краевой задачи; 
этому решению будет посвящена одна из ближайших работ. 

Мы проведем сравнение нагрузки функции с ее интегралом Дирихле. 
Интеграл Дирихле обладает, в сравнении с нагрузкой, преимуществами 
квадратичного функционала. Однако он легче «принудительно» обра- 
щается в бесконечность при «плохих» граничных условиях. Известно (®), 
что можно построить пример граничных условий на окружности, которым 
не может удовлетворять никакая гладкая функция с конечным интегра- 
лом Дирихле; в этом случае вариационный метод в обычном своем 
виде отказывает. Для нагрузки же такого примера не может быть, если 
только граница области регулярна и состоит из конечного числа компо- 
нент связности (правда, для более сложных областей это уже не так). 

В$2, Зи 5 мы докажем несколько лемм. Некоторые из них имеют 
самостоятельный интерес и поэтому приведены в более сильном виде, 
чем это необходимо для доказательства основных теорем. 


$ 2. Об обобщенном операторе Лапласа 


Мы воспроизведем здесь некоторые известные свойства обобщен- 
ного оператора Лапласа (по И. И. Привалову), а также докажем нуж- 
ные для дальнсйшего леммы. Подробные сведения 0б этом операторе 
можно найти в книге (3). 

Пусть в области С дана непрерывная функция /(5:, ..., 1). Тогда 
значением ее обобщенного оператора Лапласа в точке АЕС называется 
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А* А) = 11 АОИ те . А 
70а) = Ви [кают \ 7 4Шы— #44) ча} 
Ш(А, В) 
(где Ш(А, №) —шар радиуса # с центром А, а |Ш(А, №) | — объем этого 
шара), если он существует. 

Если } обладает непрерывными производными второго поряда, то 


ДА*/==А}. 
Если в области © Д*/==0, то функция } гармонична (в обычном смысле) 


Если же Д*/>> 0, то функция } субгармонична в С. 
Объемный потенциал 


= (В) 
В = 46в (>23), 
о (А) = 6 (4) ш 1 4бв (п=2) 
а 


с непрерывной и абсолютно интегрируемой в С плотностью р всегда нс- 
прерывен и обладает в ( обобщенным оператором Лапласа 


4*® (А) =--п(п— 2)|Ш(А, 1)[р(А) (п>3), 
До А) =— 2*р(А) (п=2). 


Отсюда сраз) следует, что если функция }(А) обладает в С непрерыв- 
ным и абсолю” о интегрируемым Д”/, то она равна линейной комбина- 
ции потенциала с плотностью Д*} и гармонической функции; в частности , 
7 имеет непрерывные первые производные в С. 

ЛЕММА 1. Пусть и(А) непрерывна в С и обладает непрерывным 
Д*и. Пусть, далее, с С, 1(5) с С. Тогда 


П(и, 5)=— \ Ат. 46. (2) 
1(5) 


Доказательство. Возьмем 5, < С так, чтобы 


1(5$) с 1 ($1). 
Тогда, в силу сказанного выше, и в [(5,:) можно представить в вид? 
суммы объемного потенциала и! с непрерывной в 1 (51) плотностью и гар- 
монической функции и›. Для и», обе части равенства (2) равны нулю в 


и 
силу извостной формулы Грина. Если теперь вычислить т при го- 


мощи дифференцирования под знаком интеграла и переменить после этого 
порядок интегрирования в выражении для П(и;, 5) (законность обеих 
этих операций доказывается обычным путем), то мы докажем, что и и 
удовлетворяет неравенству (2). Отсюда и следует лемма 1. 
Следствие. Пусть и в С непрерывна и имеет непрерывный Д”и. 
Тогда: 
а) если \[А*= |4 = оо, то Н (и) = со; 


а 
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6) если Г связно (или, что то же, если Ё,—С связно) и 
\14*и | 46 < со, то 


б 
Н (и) = \ Аи] 46 + |\^ваб |; 
б С 
в) если Г состоит из компонент связности 9., ..., 9, а первые про- 
изводные от и равномерно непрерывны в С, то 
* 
Н (а) = У |П(и, 5) |+ [48| аб. (3) 
=1 С 


Замечание 1. Аналогично легко получить, что если и гармонична 
вС, а Е, — С состоит из конечного числа компонент связности #., ..., Ах, то 


К 
Н (в) => П(, 5) |<, 


$=1 
где 5; СС выбраны так, что 
Кс. Е О-о. 


Замечание 2. Если Г связно, то по известной теореме Бохера- 
Кёбе [см., например, (“), стр. 317], равенство Н (и) =0 равносильно 
гармоничности и. 

Замечание 3. Определение нагрузки естественно переносится на 
случай п =1, т. е. для функции и = и(5), непрерывно дифференцируе- 
мой на интервале а х<6. В этом случае легко проверить, что если 
полное изменение У (и) функции и’(52) на (а, 6) бесконечно, то и 
Н (и) == со; если же У (и) <<, то 

Н (и) =У (№) + | (5) —и (а) |. 

ЛЕММА 2. Пусть функция и в области С непрерывна, субгармонич- 
на и отрииательна. Пусть для некоторого АЕГ найдется открытый 
шар Ш (О, |ОА|) с С. Тогда найдутся числа «>0, В < 0 такие; что на 
радиусе ОА из | АВ|<а(ВЕОА) следует: 

(В) «В|АВ|. 


Доказательство. Пусть 
1 
с, =Ш (©, 104) — 11 (0, ОА | 


и пусть ® — гармоническая в С, функция, равная нулю на внешней 
поверхности С, и равная достаточно малой по абсолютной величине отри- 
цательной константе — на внутренней. Тогда, очевидно, о 0 вА. Но 
разность и —® субгармонична в С. и все предельные ее значения на Г, 
не положительны. Поэтому и<о в С,. Отсюда и следует справедли- 
вость леммы 2. 

Замечание. Отметим, что из этой леммы, в частности, сразу сле- 
дует единственность решения задачи Неймана в классе непрерывных в 
С функций, если множество Г гладкое и до каждой его точки можно 
коснуться изнутри С шаром. 
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ЛЕММА 3. Пусть Г состоит из компонент связности 5.,..., бь 
причем вблизи любого АЕ 5; (&=1, ..., Ё) одна из координат точек 51 
представима в виде функции прочих, первые производные которой удовле- 
творяют условию Гёльдера. Пусть на С задана тя У ЕЕ 2 
причем и=0 на Г и и можно распространить в С д0 функщиь 
непрерывной в окрестности С и имеющей там же непрерывный Д*.Тогда 


зу 


1=1$ 


45< \| А*и |6, 4) 
с 


где знак равенства имеет место тогда и только тогда, когда А* в С 
не меняет знака. 

Доказательство. Пусть сначала А*”и на С не меняет знака, на- 
пример, Д*и >.0. Тогда и субгармонична в С и потому и<0. Отсюда 
следует, что „< О на Г и лемма 1 дает: 

ди 


у \ |5 ры, 59=\ 4'# аб = ( |А*в| аб, 


+13; +1 а ё 


что и требовалось доказать. 

Предположим теперь, что А*”и в С меняет знак. Тогда построим не- 
прерывную, ограниченную в С, 26 функцию й, обладающую непрерыв- 
ным Д’й и совпадающую с и на С. Обозначим 


р: (А) = шах {Д"& (А), 0}, р» (А) = — ши {А’® (А), 0} (АЕС,) 


и построим в (С, объемные потенциалы и; и и, с плотностями соответ- 
ственно р; и р.. Пусть, далее, 9: и ©, — гармонические в С функции, 
совпадающие соответственно с и, и и, на Г. Первые производные от 
функций и! и и, как от объемных потенциалов, по известной теореме 
Дини [см. (5); при п= 3 доказательство имеется в книге Н. М. Гюнте- 
ра ($), стр. 82], удовлетворяют условию Гёльдера с любым показателем 
а«<1. Поэтому по общей теореме Жиро [см. (7)] первые частные произ- 
водные от <; и ®, будут равномерно непрерывны в С. Следовательно, 
применяя формулу Грина для 9; и лемму 1 для и;, получим 

ы е 

Уи(щ— о 5) =—\А'ваб =—\96 (=1, 2). 

=1 |: 

Однако, в силу единственности решения задачи Дирихле для гармо- 

нических функций, и== (и, —9:) — (и, —9,) в С. Поэтому лемма 2 и по- 
следнее равенство дадут: 


р 
) 
[#4 


Ё 
=: ) ты 5 == 3 52) 45 25 | —_ 91) 


$=1 8: 


в 15] = 


& 


= [Уши о, $) +, —,, 59] = 9,40 + 


+=1 


2. 4@ = ) |4 и| аС, 
С 
что и требовалось доказать. (5) 


2 Известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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Замечание. Из одной теоремы Витнея [см. (8), стр. 65] следует, 
что для продолжимости функции и, о которой говорится в лемме 3, до- 
статочно, чтобы все 5; были дважды непрерывно дифференцируемыми 
многообразиями, а все вторые частные производные от и были равномер- 
но непрерывны в С. 


8 3. О емкости и обобщенном решении 


С каждой непрерывной функцией }, заданной на границе Г области С, 
как известно, ассоциируется гармоническгя в @ функция — обобщенное 
решение задачи Дирихле, — достигающая заданных граничных значений 
во всех регулярных точках Г. При этом множество всех нерегулярных 
точек Г имеет нулевую емкость и обобщенное решение не зависит от 
значений ] в этих точках. (Все эти понятия подробно освещены в работе 
М. В. Келдыша (?).) 

Напомним для дальнейшего, что граница компактного множества ЕР 
имеет ту же емкость, что и Р, а также тот факт, легко доказываемый 
при помощи одной теоремы Василеско [см. (?), стр. 183], что при по- 
строении обобщенного решения граничные изолированные множества 
нулевой емкости являются устранимыми особенностями. Точнее говоря, 
пусть компактное Р < @ имеет нулевую емкость и на Г -- Е задана не- 
прерывная функция }. Тогда обобщенное решение задачи Дирихле в 
С —РГ при этих краевых условиях совпадает в @ — Р с обобщенным ре- 
шением © задачи Дирихле для @, когда краевые значения на Г задают- 
ся функцией ]. 

Нам понадобится теорема Келлога [см. (10)] о том, что если в Сб 
дана аналитическая функция и и Рс@ компактно, то совокупность 
значений и на множестве Р Г Е (отад и = 0} конечна. Отсюда следует, 
что совокупность значений и на Е {отад и = 0} не более чем счетная. 

Отметим, что при п=2 для гармонических функций 9 легко дока- 
зать более сильное утверждение: если Е {стад о =0} имеет предельную 
точку АЕС, то 9 ==с018 в С. 

Действительно, это сразу следует из возможности построения вблизи 
А гармонической, сопряженной к ©, функции. 

ЛЕММА 4. Пусть Г= Е, + Ё,, где Е\ и Е, замкнуты и не пересека- 
ются. Пусть 

се: Чо) бе) 


и на Г задана непрерывная функция }, причем Р>0 на Е, }<0 на 
Е», а ® есть обобщенное решение задачи Дирихле в @ при таких крае- 
вых условиях. Тогда 

П (®, 5) >00. 


Для П (о, 5) >0 необходимо и достаточно, чтобы Е; и Е, имели поло- 
жительную емкость и чтобы } +0 по крайней мере в одной регулярной 
точке Г. 

Доказательство. Необходимость обоих условий следует из первых 
двух абзацев этого параграфа. Покажем их достаточность. 

Пусть оба условия выполнены и для определенности }< 0 хотя бы 
в одной регулярной точке Р,. Положим д =0 на Р,, | =] на Е, и 
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пусть 9: — обобщенное решение задачи Дирихле в @' при краевых усло- 
виях ]:. Тогда 


И (9, 5) =П (9, 5) + П(о—9ь, 5) 


и поэтому, в силу равноправия Р; и Р,, при доказательстве леммы до- 
статочно ограничиться случаем, когда }==0 на РЁ, и }< 0 хотя бы в 
одной регулярной точке Р,. При этих предположениях не может быть 
9 =0 и поэтому 9< 0 в С. Возьмем 5, с @ так, чтобы 


5с1(5!:), Вс®(5!), 


и ограничимся рассмотрением / (51) | @. Таким образом, без ограничения 
общности мы будем считать, что Ё, =5; и /<0 всюду на ЁР.. 
Аппроксимируем теперь область С последовательностью областей 


сс, с..., граница каждой из которых Г; состоит из конечного 
числа гладких поверхностей и содержит Е», т. е. 
=, + М:. 


Пусть 9; — решение задачи Дирихле в (С; при краевых условиях 
9: =0 на Мь 9: =} на Ё.. Тогда из упомянутой выше теоремы Келлога 
‘следует, что для некоторого числа а< 0 будет 


шах < а, Е {стадо =0} ПЕ {© =а} =А, 


Е [отад о = ПЕ бу =а] = А @=1,2,...). 


Множества ЕЁ {9; =а} состоят каждое из конечного числа попарно не 
5 Х 
пересекающихся аналитических поверхностей 5},..., 5 (без особых эле- 


9%; 
ментов), которые мы ориентируем так, чтобы на них было п `>0. Тогда 
легко проверить, что 


П( (9,5 ее (<, 5) Са). 


1=1 


В силу того, что емкость Ё, положительна, зир < = 0, и потому Е {9 =а} 
не пусто. Это множество состоит из конечного или счетного числа 
м-1)-мерных попарно не пересекающихся аналитических многообразий 
без особых элементов Т1, Т.,... (быть может, некоторые из них бесконечны). 
При этом любое компактное РЁ с. С пересекается ин с конечным 
числом Т;. Ориентируем все Т; так, чтобы на них было >> 0. 

Пусть Сс Е {9 =а} компактно. Так как ота4 о =: 0 на Е (9 =а} ив 
‹илу равномерной сходимости 91, 9.,... к ® в некоторой окрестности 
С, для любого з>>0 найдется такое & = (С, в), что при > будет 


№ 


П (<, о (6) 
1=1 
Однако 
П (9+, 5) И (©, 5). 


о* 
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Отсюда и из (6) сразу следует, что 


П (<, 5>5(5> 45; 


ы 


но подинтегральная функция в правой части этого неравенства всюду 
положительна. Стало быть, лемма 4 доказана. 


$ 4. Экстремальное свойство нагрузки 


ТЕОРЕМА 14. Пусть на С дана непрерывная Функция и, имеющая 
в С непрерывный А*’и. Пусть х — обобщенное решение задачи Дирихлев С 
при краевых значениях и. Тогда 


Н (°) <Н (и). (7 
Если ® = и Г состоит из конечного числа компонент связности, то 
Н (9) <Н\(. (8) 


Доказательство. Аппроксимируем С последовательностью областеи 
биосе ее!. 


с достаточно гладкими границами 
и 
1 
Г =», 51. 
= 2 


Пусть 9; гармонична в С+, причем <; =и на Г:. р последователъ- 
ность достаточно гладких в С;+1 ий Я. и},... таких, что равно- 


мерно в С; при /-> о 


ди] ди 


2:2. @=1,...,п), Ащ- А"; (9 


и, 

это можно сделать, например, разлагая и на гармоническую функцию и 

потенциал в С:+1 и строя потенциалы с гладкими плотностями, равнс- 
мерно АЕ А*&. 

Пусть 9} гармонична в С, причем 9 = на Г;. Тогда по теореме 

Жиро [см. (1)], функция %1 дважды равномерно непрерывно дифференпи- 

руема”в С+. Учитывая лемму 3, замечание к ней и формулу (3), получим 


Не) =Хт вв ЗНАЧ ав < Ут (и, 53) ++ т — < 


6; 


< Ут, 591 \ 140—196 — 


64 


—- Хип (4$, 59 [+ ГА 46 = Не, (). (10) 
С 


Но, в силу (3) и (9), 
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Поэтому, переходя в неравенстве (10) к пределу при /-> со, находим: 
Нс; (9) < Нс; (и). 
Переходя теперь к пределу при #-> со, получим неравенство (7). 
Для доказательства неравенства (8), достаточно убедиться в суще- 


ствовании такого числа а >0, при котором для каждого достаточно боль- 
шого # найдется такое /, = /, (Й, что при />>/ будем иметь: 


Но (94) < Но, (8) —а (11) 
(напомним, что, в силу замечания 1 к лемме 1, Нс (9) < оо). 


Мы рассмотрим два случая. 
А. А*’и в С меняет знак. Выберем сферы С, и С, такие, что 


бе. 6ФеС, рай < 0,1 Ш Д*и >> 6. 
(С,) © (0+) 


Пусть С — сфера, концентрическая с Ст, причем 
6(С1е6(С») (т=\,2), 


ас С таково, что 


Ист еС, 


Мы будем считать & настолько большим, что 1 (5) < С а при фикси- 
рованном { считать ] настолько большим, что 


ир Ди 5, Ш Аи > 5 : 
@ (С,) © (С,) 


Обратимся к т леммы 3 и положим в нем @ ии рав- 
ными нашим С; и 31 — и1. Тогда функция 


т = Ип— т (т=1, 2) 
субгармонична в С; и равна 0 на Г;. Далее, всюду в @ (С») 
Ат (= рт) = (—4)" 1 А (941 — 8) = (—1)" 42 (т=А,2). 
Поэтому всюду в @ (См) 
т (Р) < —-— = (Вт — [ОР 3), 


где Ош и Ви — центр и радиус сферы Си. Отсюда следует, что в © (С) 


2 


< — чи ("В <—С<0 т=1,2) 
тде В„— радиус сферы Си. 

Функция %., как субгармоническая и равная 0 на Г;, меньше гар- 
монической в”! (5) ПГ (С.) функции 9, равной 0 наб и -—С на С.. 
Отсюда 

зир ка 9=—а< 0. 
© (С,') $ (С,') 


Обратимся к неравенству (5) и заметим, что при а<0, 6<0 


|@— 51 =1а| + [61 — 2 {2 |6}. 
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Следовательно, в нашем случае при выводе неравенства (5) можно на- 
писать: 


0% 0% 


> бп. дп 45 = 
-21 5 29) 


т.е. неравенство (4) можно уточнить. Это дает, взамен (10): 


Ног < Но, —2 У] \ п |5 | |5: [4$ ]. (2) 
8 


Пусть функция 9, гармонична в С: 0/1 (С), равна 0.на Гги— 4 (>— 0) 
на С1. Тогда, в силу субгармоничности и: и %., в ©: ПТ (С!) будет 


< 9, <, 


откуда следует, что на всех 5! (1=4,..., 0) 
оао, |. |205 | | 2% | | 2% 
И С ВЕ 08 |= 0 


Таким образом, неравенство (12) дает: 


На, (9) < Не, @) — 25 \ |5 45 = На, (1) —2 \ 2%. (43 
1 81 6 


Пусть, далее, сфера С концонтрична с С! и такова, что СС 1 (С), а 
функция 9, гармонична в 1 (С ПГ(С!) и равна 0 наС и—@ на Су. Тогда 
4% <‘ всюду в С: ПГ (С!), откуда следует, что на С' будет 


9% < 9% 909% 
‘дп дп ` 


Таким образом, из (12) получаем: 
Не; (9) < <На; (и1) — 21 (ь, С). 


за Ц . + 

Отсюда и вытекает неравенство (11), так как Фо и С, не зависят отёи ]. 

Б. А’и в С не меняет знака, например, А*и >.0. Мы докажем, что 
при старых значениях а, &, ] [ср. (11)] будет 


Ч 
Уп (9, 54 |< Уп (8, 5) |+ хп — 9, 5) |—@, (14) 
1—1 1 
откуда при помощи (10) получится (11). = 

Пусть К\,..., КР — компоненты связности Г. Выберем 5<б 
(=1,...,р) так, чтобы 


Кс 6 (5): КИ) НЕА. р). 
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Тогда 
р 


УИ, 5) =0. 


1=1 


Отсюда следует, что среди К' можно найти компоненту, имеющую поло- 
жительную емкость, для которой П (9, 5) <0. Обозначим ее через К“. 
Будем считать, что при каждом # число &1 равно р, и покажем, что 


П (<! —щ, 5) >а (15) 


{а, ги ] имеют прежний смысл; 51 — та из 5}, для которой се ($1). 
Приняв это, положим { настолько большим, что 

< С; и П(аь, 5) «+. 
Тогда найдется ]о (1) такое, что при 7 >> 7о 


П (91, 53) =П (91, 5) <5. 


Это соотношение и неравенство (15) показывают, что 


0,59) <—5. 
Отсюда 
|1 (©, 53) [< |0 (1, 59) |+ Ш <} — %, 5) | —а, 


откуда вытекает неравенство (14). 
Нам осталось доказать неравенство (15). Так как ФЗ и, то А“и = 0, 
и, значит, найдутся концентрические сферы С и С’ такие, "что 


© (С) <6(©, ©((Ссб, у о > 
) 
Без ограничения общности можно считать, что ДА (91 — и) <0 всюду 


7 2 
в С (этого можно добиться добавлением к и}; функции су, 2, пе-е 0. 
$=1 
достаточно мало). Мы будем считать & настолько большим, что 
С+5 ь с бь 


а при фиксированном { будем считать ] настолько большим, что 
А (4 —щ<—5 
$ $ 2 


на @ (С). Тогда аналогично п. А получим, что супергармоническая функ- 
ция 91 — и] на @ (С’) превосходит некоторую постоянную 4>>0, не за- 
висящую от фи ]. 

Пусть теперь 31 гармонична в @:ПГ(С’), причем 


91 = 1 — Ш 
на Г; + С’. Тогда всюду в @:ПГ(С’) будет 


рт 1 1 
©: < 9 — Ш, 
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откуда , 
П (<1 — щ, 5) > П (@, 53. (16) 


Пусть, далее, < гармонична в С:01(С’), причем 94 =0 на Ги ч; =4 
на С’. Тогда 91 >. 9: всюду в С: ПГ (С’). Отсюда 


П (<}, $) >П (в, 5) =П (@ь 5"), (17) 


Пусть, наконец, © — обобщенное решение задачи Дирихле при крае- 
вых условиях 9 =0 на Г, ч =4 на С’. Тогда 


Па П (9, 51) = П(, 5%). (18) 
4-—> © 


Однако из леммы 4 следует, что П (, 5*) > 0. Отсюда и из неравенств 
(16) —"(18) следует (15). Теорема 1 доказана. 

Замечание. Естественно ожидать, что утверждение теоремы оста- 
нется справедливым и при менее ограничительных предположениях 
относительно и и С. Именно, от и надо потребовать только непрерывную 
дифференцируемость, ог области С — только ограниченность (а для не- 
равенства (8) условие В (5) < со). Приведенное доказательство показывает, 
во всяком случае, что ограничения, наложенные на область, 


несуще- 
ственны, если А*”и в С меняет знак. 


$ 5. Дальнейшие леммы 


ЛЕММА 5. Пусть на С дана непрерывная функция и, непрерывно 
дифференцируемая в С. Пусть х — обобщенное решение задачи Дирихле 
С при краевом условии 9 = и на Г. Тогда 


р (9) +Р(и—э <) (и. (19) 
Доказательство. Аналогично $ 4 построим последовательности 


областей С; и функций 9, щ и 31, но вместо условия (9) будем требовать 
лишь, чтобы 


жи, 


(функции и} можно построить хотя бы при помощи осреднения и). Тогда 
по теореме Жиро, цитированной в $ 2, функции 91 равномерно непре- 
рывно дифференцируемы в С;. Отсюда, по формуле Грина, получим: 


Ра, (4) =С (1+ (4—з1)) =2 (<) +В (4—1) + 
а д1 д (и} — 91) 


№ д, в, 44 = Ц, (91) + Ре Щ- 1). 
11 


Переходя к пределу при /-> со, получим, что 
с; (и) > Об; (91) — Пс (и = 9). 


Переходя к пределу при #"> со, получим (19). 


Следствие. Пусть на Г задана непрерывно дифференцируемая функ- 


ция /а(т. е. на Г существуют п непрерывных функций {.,`..., [в таких, 
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что при АЕГ, ВЕГ будет 


АЕ 1, (А) (#.в — 2,4) ®(А, В)| АВ], 
=1 


где =(А, В) >0 равномерно вместе с | АВ|). Пусть © — обобщенное ре- 
шение задачи Дирихле в С при таком краевом условии. Тогда 0(9)<оо. 
Действительно, согласно цитированной в $ 2 теореме Витнея, в Е» 
существует непрерывно дифференцируемая функция и, совпадающая с ] 
на Г. Но тогда Ос (и) < со, и лемма 5 дает требуемое. 
ЛЕММА 6. Пусть х гармонична в @, ГЕ Е, + Е, и в йаждой точ- 
ке Е, существует Нто = 0. Тогда при а(Е,) < а (@) и РЕВ 
4 (Е. 2 
[о («вар (а) п>3; 
ы (20) 
ша(4) — шг(Р, Е,) т 
|о (Р)| < зар |< | ава) (П=2), 
где 4 — диаметр, а г — расстояние от _точки до множества. 
Доказательство. Выберем ОЕ Е, так, чтобы РО =г(Р, Е.), и 
образуем гармоническую функцию 


и 4 (Е,)\"-—2 
(М) — зар |1 (10) "=> 3), 


ш 4 (6) —ш10М! 


п и п 


Тогда в каждой точке Г будет Пш|©|<.9. В силу принципа макси- 
мума отсюда следует, что всюду в.@ |9|<9, откуда и вытекает (20). 
8$ 6. Сравнение нагрузки функции с интегралом Дирихле 


ТЕОРЕМА 2. Пусть на С задана непрерывно дифференцируемая 
функция и. Обозначим Ес (и) = Е {и =с} ГП Е {этади -Ё 0}. Тогда 


= | 45, (21) 


где п означает нормаль к Ес (и). При этом внутренний интеграл в пра- 
вой части является измеримой функцией с (более точно, не выше тре- 
тьего класса по Бэру). 

Доказательство. Пусть множество @ — Е {отад и = 0} распадается 
на компоненты связности С,, @,, .... Тогда, очевидно, 


\ 45 =У \ 5549 


Ес (и) $ Ес(м) П С; 


ди 
д 


с (и) а Ув, (и), 
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Отсюда следует, что при доказательстве (24) без ограничения общности 
можно считать, что отади + 0 всюду в С. Таким образом, 


Ви) = Вес). 


Аналогично, аппроксимируя С областями изнутри, мы получим, что 
без ограничения общности можно считать @ обладающей достаточно глад- 
кой границей, а и — непрерывно дифференцируемой в окрестности С. 
Приняв все это, рассмотрим разбиение @ на элементы объема, каждый 
из которых ограничен сверху и снизу кусками непрерывно дифференци- 
руемых поверхностей и =си и=с-- 4с площади 45, а с боков—цилинд- 
рической поверхностью высоты 4й, нормальной !к В {и=с}. Тогда при 
равномерном уменьшении 4 и всех размеров 45 получим, с точностью 
до бесконечно малых равномерно высшего порядка в сравнении с а, 
что 


Пс (п) = - | стад и? . 44 = — | ста и | ай - | стад в | 45 = т Е 45. 


1 _ди. 
2 дп 


Суммирование обеих частей этого равенства по всем элементам объема 
и дает (21) (нетрудно проверить, что часть суммы, распространенная по 
тем из элементарных объемов, которые пересекаются с Г, стремится к 0 
при равномерном уменьшении 4 и всех размеров 45). Из приведенного 
рассуждения легко следует также утверждение теоремы о классе под- 
интегральной функции. 

Замечание. Каждая из компонент связности (Е. (и)) множества 
Ес (и) является (п — 1)-мерным непрерывно дифференцируемым ориенти- 
руемым многообразием (быть может, бесконечным). После произвольной 
ориентации (Е. (и))+ на нем и сохраняет знак. Таким образом, 


$ 11 => 


Ес (и) * (Ес ы 


ди 
дп 


=. 4$ |. 


Следствие 1. Пусть функция и непрерывна в @ и непрерывно диф- 
ференцируема в С, причем множество 


Т =и (Г) и (Е {стад и = 0}) 


имеет меру 0. Тогда 
зир 


ей = \ 


Йа 


> П (м, 5; (©) |4, (22) 


% 
где № |П (и, 5+ (с))| означает (конечную) сумму, взятую по всем компо- 
4 


нентам связности 5+ (с) множества ЕЁ {и =с}. При этом подинтегральная 
функция определена всюду, кроме замкнутого множества Т. На каждом 
ограниченном смежном интервале к Т эта функция непрерывна. 

В частности, эти утверждения справедливы для функций и, непре- 
рывных на С и аналитических в С, если и(Г) имеет меру 0. Нако- 
нец, если и, кроме того, гармонична в @, то нетрудно проверить, что 


подинтегральная функция в (22) постоянна на каждом ограниченном 
смежном интервале к Т. 
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Следствие 2. В условиях предыдущего следствия 


с (и) < Не (и) Коли; 
с 


в частности, из Нс (и) < со следует, что Ос (и) < ©. 

Действительно, легко видеть, что подинтегральная функция в (22) 
при сЕТ ограничена сверху числом Нс (и). 

Однако в условиях следствия 1 возможно, что 


Ос (9) «оо = Но(и). 


Это мы покажем, построив пример области @ и непрерывной на @ 
функции 9, гармонической в @, для которой множество < (Г) счетно, а 


в (5) < с =Нс(9). 


Пример. Будем считать, что п=2, и отправляться от последова- 
тельности соприкасающихся колец (4; (1=1, 2, ...) (см. рис. 1) с цент- 
рами А;, наружными ра- 
диусами Г? и внутрен: 


—_› У 
ними Г *е и -— 2 
в качестве С; надо брать 
полые шары с радиу- 


сом внутренней сферы 
1 


п НУ) Зюжое 
тальном конструкция не 
отличается от случая 
п =2). Пусть®; — гармо- 
ническая функция в (;, Рис. 1 
равная О на внешней 


и У!!: на внутренней окружностях. Тогда, очевидно, 


ь2 | 2 


<: (Р) = —#Г1Шш(?|Рд;|) (РЕ@), П(®ь 5) =21, Об, (9) =м 
Я А 


Превратим открытое множество У, С; в область @, проделав гладкие 
+1 
отверстия Н:. Пусть ® гармонична в С, причем © =0 на внешнем кон- 
туре @ из=УЙ! на внутреннем контуре @; (& =1, 2, ...). Тогда 


2) <У Ба а) = Ум * <. (23) 


Действительно, пусть функция и” определена по закону: и” = < на С, 
2" =О`на БЫ; (=Т а, ...). Тогда 


р (и) = ХС, (®). 
$ 


: * 
Изменив и’, мы можем построить функцию и, совпадающую с и" на Ги 
непрерывно дифференцируемую в С, так, чтобы ДР (и) отличалось от 
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р (и") произвольно мало. Но по лемме 5, ДР (9) < 2 (и). Отсюда и сле- 
дует (23). 
Докажем, что если Н:; достаточно малы, то 


П (о, 5)> 5 П(а, 5) @=62...), (24) 
откуда 
< 1х 12 
Н (9) > Уп (©, 54) > т (оз, 5) =5 = =о. 
$=1 $=1 


Для доказательства (24) заметим, что на каждом Г+ (= @; — @!) 
Я — ®; = 0 
всюду, кроме частей границ Н; : и Н;, где, во всяком случае, 


О<о—ч:<1. 
Функцию 9—9; можно представить в виде суммы гармонических в а: 
функций ©: и 9, первая из которых равна нулю всюду на Гу, кроме 


части границы Н:—1, а вторая — всюду, кроме части границы Н:, при- 
чем в С; 


оо ос 


Применяя к функциям 9; и 94 лемму 6, мы видим, что при доста- 
точно малых Н; и Нь, вне зависимости от размеров прочих Н, обе 
эти функции, а потому и их первые частные производные, будут произ- 
вольно малы вблизи 9. Поэтому 


— 


|П (о —чь 59.) |< 51 (9+, 5). 


Отсюда получаем (24). Пример построен. 

Приводимая ниже теорема 3 дает класс гармонических функций, 
имеющих заведомо конечную нагрузку и конечный интеграл Дирихле 
(последнее вытекает из следствия к лемме 5). 

ТЕОРЕМА 3. Пусть Г = Е, {| Ё,, где Е, и Е, замкнуты и не пересе- 
каются. Пусть 5 с таково, что Е, с 1(5), Е, с © (5). Пусть ®— 


обобщенное решение задачи Дирихле в @ при краевом условии ® = С. на Е\, 
< =С,. <С, на Е.. Тогда 


Н (9) = 21 (о, 5) <<. (25) 
Доказательство. Аппроксимируем @ последовательностью областей 
аабобебил 


с достаточно гладкими границами, причем граница Г; области С; состоит 
|4 п 
из частей Г; и Г, расположенных соответственно вблизи Р, и Е,: 


т; а; 5} 4 
ео т УЗ. 
1=1 1=1 1=1 1=1 


Пусть 93 гармонична в С; из; =С, на всех 5} 9; =С, на всех 81. 
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Тогда по формуле Грина 


р+ а; 
У П(оь 5) + ХН(ь 9) =0. 
1=1 1=1 


Отсюда, в силу следствия в) из леммы 1 и очевидных неравенств 
(ср. лемму 4), 


О, о По ое а. 


получаем, что при достаточно больших 1 


На; (©) =2 у П (<, $1) = 21 (<, 5). 


1=1 
Переходя к пределу при #{—> со, получим: 
Нс (9) <21 (9, 5). (26) 


Возьмем в определении нагрузки (1) в качестве 5; одно и то же 9, 
ориентированное двумя возможными способами. Тогда сразу получим 


Нв (9) >21 (о, 5). 


Это неравенство вместе с (26) дает (25). Теорема 3 доказана. 

Замечание. Можно отказаться от требования постоянства краевого 
условия © =} на Р;(] =1,2), требуя только [его непрерывность, но 
дополнительно предполагая связность РЁ; и выполнение неравенства 


шах / < ши у. 
Е: Е, 
Тогда соотношение (25) остается справедливым; доказательство почти 
не меняется. 
Приводимая ниже теорема 4 дает класс гармонических функций, 


имеющих заведомо конечную нагрузку, но интеграл Дирихле которых 


может быть бесконечным, что показывает известный пример Адамара (?). 
р 


ТЕОРЕМА 4. Пусть Г = м Е;, где все Е; замкнуты и попарно не 
1=1 
пересекаются, а все Е;,..., к связны. Пусть 9 — обобщенное реше- 


ние задачи Дирихле в С при краевом условии х = } на Г, где }— непре- 
рывная функция, принимающая на ЕР, конечиое число значений. Тогда 
Н (9) < с. 

Доказательство. Граничные условия можно представить в виде 
суммы таких, которые удовлетворяют условиям теоремы 3 или замеча- 
ния к ней. Поэтому теорема 4 следует из теоремы 3, замечания к ней и 
неравенства 


® 


н(У ш) <УН(и. 


4=1 $=1 
В заключение выражаю благодарность О. А. Олейник за ценные 
замечания, использованные мною при написании настоящей статьи. 


Поступило 
25. ГХ. (951 
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ТЕОРИЯ СИМВОЛА ШАФАРЕВИЧА 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


Работа содержит полную теорию введенного в (3) символа (^, ц). 
В первой части ее доказывается инвариантность этого символа, которая 
затем, во второй части, используется для построения локальной теории 
полей классов. 


Настоящая работа посвящена исследованию символа (), р), введенного 
в работе (3). Этот символ определен для любых отличных от 0 чисел \ 
и р дискретно нормированного поля Ё характеристики 0, содержащего 
корень ‘степени р” из 1, с полем классов вычетов характеристики. р. 
Значение этого символа есть р"”-примарное число, определенное с точ- 
ностью до множителя, "являющегося р”-й степенью; в случае же, когда 
поле классов вычетов конечно, можно считать, что значение символа (», 11) 
есть корень р"”-й степени из единицы. 

Для любых двух чисел \ и р значение символа (^, р) совпадает со. 


^ 
значением символа норменного вычета (=), но определяется символ 


(^, р), в отличие от символа норменного вычета, явно по числам ^ и р, 
а именно, ето конструкция является аналогом конструкции вычета абе- 
лева дифференциала теории ! алгебраических функций. В работе (з), 
в которой был определен символ !(%, р), были доказаны некоторые его 
свойства, а также показано его применение к нахождению явной формы 
общего закона взаимности. 

Как и в случае вычета абелева дифференциала, наиболее тонким 
локальным свойством символа (%, р) является независимость его от выбора 
простого числа п поля №, входящего в определение символа (^, в). Это 
свойство инвариантности доказано в работе (3) только для случая, когда 
п = 1, т. е. когда значения символа ()\, р) являются корнями простой 
слепени из единицы. Целью настоящей работы является доказательство 
инвариантности символа (», р) в общем случае. Это доказательство про- 
водится совершенно элементарно, без использования теории полей клас- 
сов или свойств символа норменного вычета, что, в свою очередь, дает 
возможность вывести теорию полей классов из свойств символа (^, р). 
В настоящей работе таким путем выводится локальная теория полей 
классов в предположении, что основное поле содержит корень степени р” 
из единицы, где р" — показатель групи Галуа рассматриваемых расши- 


рений. 
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Всюду в настоящей работе мы предполагаем, что р == 2, так как для 
р=2 определение символа (\, в) несколько отличается от определения 
его при р>2. 

Когда настоящая работа была уже сдана в печать, появились работы 
(1) и (2), посвященные тому же вопросу. В частности, в работе (2) содер- 
жится доказательство инвариантности символа (), р). Однако методы 
работы (2) и настоящей работы не имеют ничего общего. В то время 
как в работе (2) используются свойства символа норменного вычета, 
наше доказательство не опирается ни в какой своей части на теорию 
полей классов, что дает возможность получить новый вывод этой`теории нз 
основе свойств символа (^, в). 

Во всем дальнейшем мы будем предполагать знакомство читателя 
с работой (3) и пользоваться обозначениями и определениями этой работы. 
Заметим, наконец, что поле классов вычетов поля К мы будем считать 
конечным, как это имеет место в теории алгебраических чисел. 


$ 1. Инвариантность символа (), в) 


1. Инвариантность и норменное свойство. Будем сокра- 
щенно писать 


= ММА, 
если 
Х = Мк А, 


ф" 

где ЛЕК и К-- (У в). Символ (^, в), определенный при помощи про- 
стого числа п, будем обозначать через (^, в)„. Мы будем говорить, что 
‚ символ (), р)» обладает норменным свойством, если (), в)» =1 тогда и 
только тогда, когда Х = №М® А. 

ТЕОРЕМА 1. Выполнение норменного свойства для символа (\, и)» 
при любом п эквивалентно инвариантности символа (\, |).1 . 

Для доказательства понадобится несколько простых лемм. 

ЛЕММА 1. Для заданных т и а существует такое простое число с, 
что” (<, к = 1. 

Доказательство. Пусть 


ла, = Е (в). 


Дословно повторяя. рассуждения, содержащиеся в доказательстве 
невырожденности символа (Х^, 1) в работе (3) на стр. 129, найдем такую 
единицу в, что 


(е, а) = Е (- о). 


Число т = же и будет искомым числом. 

ЛЕММА 2. Если существует такое А, что \ = М®Л, то существует 
такое М, что и = № М. 

Доказательство. Так как одновременно 


МА и вы М (ИУ), 
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то 


‹,) ”— 
№ = № (-лУ»). 
Из леммы Шеваллей |см. (5), стр. 449] и из равенства 


№ = № (— И) 


следует, что существует такое А, для которого 


№ = №М® А. 
р" 

Но тогда искомым числом М будет число — УХА. 

ЛЕММА 3. Пусть % — абелева группа, а $(х, у) и %(х, у) — две би- 
линейные функции на % со значениями в группе вычетов (то4 р"). Если 
Ф (2, у) =0 тогда и только тогда, когда $(х, у) =0, то существует 
такое а = 0(р), что 

ф (т, у) =а$ (т, 9) 
при всех ти у. 

Доказательство. Для линейных функций аналогичное утвержде- 
ние очевидно. Действительно, если Хх, (2) и у» (52) — две линейные функ- 
ции, обращающиеся в 0 на одной и той же подгруппе 3%, то {/% — 
циклическая группа. Пусть х, + % — ее образующий. Если 


Ха (7) = ах (2), 
то 
Ха (2) = ах,» (1) 
для любого х. 
Фиксируя в $(5%, У и (5, У) сначала х, а потом у, мы получим 
линейные функции. Применяя предшествующее соображение, мы видим, 
что должны существовать две такие функции } (у) и $(5т), что 


Ф (2, у =7 (9$ (ху = 5 (2) + ($9. (А) 
Мы можем предполагать, что не для всех хи у 
ф (2, у) =о(р). 


В этом случае можно для любых у, = 0 и у, -Е 0 найти такое 21, что 
ф (ул, 21) =Е 0 (Р), ф (У», 21) Е 0 (р). 
Подставляя У,, У» и 11 в (А), видим, что 
7 (1) = 7 (У) = 8 (2), 


‘а следовательно, ] (У) есть постоянная. 

Доказательство теоремы 1. [Пусть доказано норменное свой- 
ство для (\, в)" при любом т. (\,р)„=1 тогда и только тогда, 
когда (», в). = 1. Действительно, ито и другое имеет место, в силу нормен- 
ного свойства, тогда и только тогда, когда ^ = № Л при некотором Л. 
Согласно лемме 3, существует такое а, не зависящее от Х и (, что 


(0. в) = (№ в)=. 
Беря за \ любое простое число, а за р — примарное Ё (а), получим, что 


3 Известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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для любого я из поля инерции 
Е (ас) = Е (в), 
откуда следует, что а==1 (р"), т. е. инвариантность доказана. 

Пусть доказана инвариантность символа (о), №). Для случая, когда |+ 
есть простое число, норменное свойство доказано в работе (3) на стр. 127. 
Если в — не простое число, то пусть сначала 1 (и) =Е о (р). Тогда в можно 
возвести в такую степень @, что рб будет р"-й степенью отличаться от 
простого числа. Так как 

из (^, р) =41 следует (), в^) =1 


и из \= М А следует Х = о 


то и в’этом случае норменное свойство доказано. 
Пусть, наконец, 
9 (в) =0(р). 
Подберем, согласно лемме 1, такое простое число *, чтобы имело место 
равенство: 
0, =1, те. Х = МА. 


Тогда из (\, в) =1 следует (), *в) =1 и наоборот, а из существования 
такого Л:, для которого Х = №) Д:, следует существование (согласно 
лемме Шеваллей) такого Л., для которого Х = МЛ», и наоборот. Ввиду 
того что ® (тр) Е о (р) для тр, эквивалентность обоих условий установлена , 
а ввиду сказанного, она установлена и для №. Теорема доказана. 

Заметим, что доказательство теоремы сохраняет свою силу, если рас- 
сматривать не все числа \, а только некоторую подгруппу их. 

Во всех дальнейших рассуждениях мы будем пользоваться индукцией 
по п и поэтому предполагать все доказываемые свойства верными для 
меньших значений п. 

Все символы: 8;8, (\, р) и т. д., ‘вычисленные "для заданного п, мы 
будем обозначать через 8 в, (0, в) ит. д. 

2. Частный случай формулы сдвига. 

Г) 


ТЕОРЕМА 2. Если ь ЕЁ, ат, =Утх, то 
Ва, 
Ф 
причем второй символ берется в поле К (Ут). 


Предварительно докажем следующую лемму: 
ЛЕММА 4. Если (р) =1Т игре, то 


(Е (<, кт") И 


причем р--я степень 'подразумевается в смысле того из ее значений, 
которое == 1 (к**"). 
Доказательство. Если Ё >. п, то 


Е (с, =) == 4 (кР^е+1), Е (а, к" = 1 (кФ'-Ю=Н. 
Ввиду того что р-Е2, имеем: 


р 2-1, 
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‚ Е (с, к)" = а. 


и, следовательно, является р”-й степенью. 
Пусть Ах п. Ввиду леммы на стр. 127 работы (3), нам достаточно 


У * ; а 
) есть норма некоторого числа [из поля Ё\У т). 


доказать, что Ё (а, п 
Очевидно, что 
РП + 
Е (а, 1) = МЕ (а ", п). 
Докажем, что существуют такие числа А и 6 и примарное число о, 
что 
рф 1—в рой 
Е (ть) = АЗ? о, (1) 
причем 


К 


МА В, МФА (к). 


Для этого, применяя тё же рассуждения, что и в доказательстве цити- 
рованной леммы работы (3), покажем, что 


Е {С ти) = Ат "бт, 
причем 
А: = П (1 —^.тз), $> рее — ре > Ёе е! и @1==1 (п), 


(в, ф)=1 


о . т 
где х>Е— р"е, если > р"1е, и се. — в противном случае. В обоих 


случаях: 
©1 ЕЕ й (==), 
где 
и ре 
И 
М А. = 4 (ЕЕ), 
т. е. 


(п р 
Мл А: = В . 
Применяя 'эти же рассуждения к ©. и повторяя это Ё раз, получим 


формулу (1), причем Ф==1 (п !"). 
Докажем, что 


МФА (* +). 
Пусть 


© НЕ П (1 жж №ти), 
[ 
где #>е. Если (6 р) =1, то 
№® (1 — т) = 1 — А”! == (к. 
Если же {= р!$, то 


М оО же). 
3* 
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а О ОР Е и 


Применяя формулы (12;), (12,) и (12,) работы (3), получим, что и в этом 
случае 


№ (1 — т.) ==4 («°). 


Й 
Докажем, что в формуле {1) ® =. Для этого достаточно показать, 
что Ро 1. Очевидно, что 


[2 К — (Е 
о — 82 4° = (“„, А° у я 
ввиду того что 
р 4 
Ва пи. 
Так как «п, то мы можем предполагать верной формулу сдвига 
(см. теорему 4) и инвариантность. Ввиду этого имеем: 


(т, 4°—1)® — (м5 °, 4)® = (, 4) ® = (< М№А)® — 1, 
так как 


МА. 


Возьмем норму от обеих частей формулы (1): 


Е (а, =) = (М6) ог", 


Е (2, =) * = М (Фо). (2) 


Остается доказать, что (^ =1. Заметим для этого, что левая часть 
равенства (2) и коэффициент при {° справа ==4 (м°*'), т. е. 


[4 —1 (=*+") . 


что возможно только при (= 4. Лемма доказана. 

Доказательство теоремы 2. Будем считать, что р=Е1 (п!) и 
для р==1 (п) теорема доказана. Разлагая и в каноническое произведе- 
ние, мы видим, что достаточно доказать, что 


5 Е (а, «1 =1, 


Е (а, =1) = Е (а, п") = Е(роР', к#) ехр (—раР "п. 
Если 


и 
— раР т = Улик*, 
то 


о Со я 
— раР т = Уд = Ури, 
причем 


(1. р) =1, 1 > ре. 


Докажем, что при этих условиях 


8%) ехр (9, п!) = 1. 
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Действительно, 
со 
: { РГ г —1. 
ехр (ст!) = Е (си, п!) ехр(— 2 р" т : = (с, к!) Е (— со?, к)? ) 
7—1 
причем 


1 
Е(—с+, т к.) В («®- уе+1); 


так как (р—Пе-#>ьЬ, то мы можем применить формулу сдвига. Мы 
получим, на основании леммы 4, 


Е 
Е 


1 
рт) РЕ (- 5, к)? = 1. 


1 
80 ехр (п!) = 50 Е (—01, п 
Теорема доказана. 
Следствие. Имеет место формула 
9 = аа, 


о Би 
если т < п, т„ =Ит и правая часть берется в поле & (Ут). 
Заметим еще, что нами заодно доказана формула: 
7) ехражи=1, (р)=1, #>рте. 
3. Символ (/, ь) для в=А (пе+1). 
ТЕОРЕМА 3. Если в=ЕЛ (пе+1) и в =ехрх, а ^=т9Е (в) ПЕ (и, ®), 
то 
(\, в) = 5 ехр (2+ х мг" т? — (3) 
т=0 


Обе части формулы (3) зависят мультипликативным образом от Х. 
Так как для ^=ти для \ = (9) эта формула очевидна, то нам до- 
статочно доказать ее для 


л= Е (а, 1), (р)=1, 0<1<ре.. 
Для этого мы рассмотрим два случая: 


А. в = Е(р!8, т), ее 


и 
В. в=Е(Т. 
Случай А. Здесь х = р^Г. (В, п). Нам надо доказать формулу: 
© т т. 
(Е, т), Е (р, = 5 ехр (ру, 6, У? =? *), 
т=0 
причем 


Е (ру, =) =Е1 (=), 


. е 
тан, НАК 
7 
Легко проверить равенство: 
со т со 4-0") 


РЁ (8, п) о ИР} = р* УЕ" В, р их Не р’ ный (28 Р”, -- ). 


т=0 т=0 7—1 
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При т = 0 


5 охр РМ (208, кН) = Е (ррВ, п") = (Е (@, "\), Е (ре, =). 


При т>0 
509 окр ре ар" В, кр") 2 Е (ертоР" В, 2") 1, 
на основании леммы на стр. 127 работы (3) и ввиду того что 
(В, р) = (р-р =\, 
откуда следует: 
Е (1% В, кр") —= МЕ (1раР" "ВР-", пр"Ч+1). 
Точно так же при 1 <тг<А 
8") ехр Г (ёр*-тавР", «НР ) = ЗЕ (ртов, НР") == 1. 
Наконец, при г>Ё 
5") ехр р*-—"Г, ((аВР", «А+Р"1) = 59 (Е (оВР”, ка") Р--”)) 4, 
ввиду леммы 4, так как 
Е- р'/ > Р’"р/ > р’ *е. 
Случай В. Нам надо доказать, что если ® = Ё (1), то 
(п) <; Р” р" 
8, ехр 108 Е (1) У т, 
то 


Для доказательства заметим, что 


Е (7 = Е (р"Г, 5), 
где 
к а 
и 
РР = ГРЕЕТ. 
Отсюда следует, что 


ее пы _ в й 
1оё Е (1) = р"Ё. (Г, = "Ур "ГР г НУрГ+ УНР у 
$5=0 


7—0 т=0 
со 7—1 а ©о Е со 
с т = тЫ Р: ых г 
= рр" У РУД р, 
т=4 8=0 8=0  газз--1 
Далее, легко проверить, что 


(108 Е (1))1 Затем = "(лм х Р-Р”) Урагтнич — 


т=о $=0 т=8-Е1 т=0 


= р" Узи ар") У р" од", рб), 


т=0 $=0 


(4) 
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где 


со со 
т (с) = кич А 
и=0 =и- 
Нам надо доказать, что 


11 Эехр рии (в) = 1 


2) ехр.р"-—Ё (3, 27°) Ай. 


Для доказательства 41) покажем, что 


самом деле, 
9—1 
р-не" = — У р-н, 
ых т=0 
так что 
2т (3) = — р У И = У с мерин Р-Р” — Г, (в, р") = 
в 0 и—=1 9=0 
= та (92) — Г (в, кР"Ч). 


Ввиду тождества (5) имеем: 


57) ехр р" (6) == 55 ехр р"ти (07), © 
так как 
ехр "Г. (с, кР"*) = Е (3, кР"Ч) р" 


Но ти: (‹Р) делится на ббльшую степень м, чем хи (с), так что, интегри- 
руя равенство (6), мы придем к столь большим т, для которых 
5") ехр р”хи (0) = 1. 
Докажем теперь 2). Если $<п, то 
Е (рт, ЕР*, п1) = 89 Е (с, 2 ') = ЗОМОЕ (ор, к) = 4. (7) 
Если же $> п, то 
(Е (аи), 


Для доказательства этого надо дословно повторить доказательство леммы 4. 
Единственное отличие заключается в том, что теперь не очевидно, что 


О ЕТ 
но как раз это и доказывается формулой (7). Теорема доказана. 
р — 
ТЕОРЕМА 4. Пусть 8—1. Тогда в поле К(У®) существует 
такое А, что 
АМА и 0, = А, 


для любого р ЕЁ. 
Доказательство. Мы можем предполагать, что 


А = ла (раз) П (в, =) 


Д = — т Е (0) ПЕ (@ › пу. 
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Очевидно, можно ограничиться рассмотрением случаев, когда \ и р равны 
отдельным каноническим множителям. Все возможные случаи, после 
отбрасывания тривиальных, сводятся к двум: 


Х=м, в= (8, т) 


Х = В (а,"\), вр= Е, юм). 


Первый случай разобран в теореме 2. Разберем второй случай. Так 
как 
^=Е (а, т), в = (8, т), 
то 
0, = 2 (198, = М). 
Вычислим (А, р) и докажем, что оно равно правой части предыду- 
щего равенства. Для этого воспользуемся 1 


ь= (3, <) = Е (3, < = Е (р8Р , А ехр (— р8Р =), 
в силу которой имеем: 


(А, в) = (Е (@?`, =), Е (рз? =) (Е (&Р ‚т, ехр (— р8Р =). 


Первый множитель содержит два канонических множителя, а ко второму 
мы можем применить теорему 3. Это даст: 


Е. со 
(Ав) = РЕ (рае ВР, =) 8 хр (рай Маг", 
т=0 
На основании замечания к теореме 2, мы можем в сумме под ехр отбро- 
сить все слагаемые с т>>0, так как р есть сумма некоторых степеней х, 
т. е. некоторых степеней п, с показателями, кратными р, а ] о (р). 
После этого от второго множителя остается: 


—1 —1 . 
8 ехр (—#раР ВР =), 


так что 
А, ЗЕ (раР ВР", кН) 5 хр (— бра? ВР «ЁН) 8 Е (ров, «РАН. 
Применяя теорему 2, получим: 
(А, 1 в) Е Е (ав, п Н). 
Теорема доказана. 


Следствие. Аналогичная формула имеет место при замене поля 
т 


р 
(=) на (Уз) и т, на ти при любом т<п 
Доказательство получается т-кратным ео теоремы 4. 


4. Инвариантность символа (х, в) (") при примарной 
замене. 


ЛЕММА 5. Если ‹ = ко, где ® — р"-примарное число, то 
(к, в) = (п, 8)”. 


Доказательство. Ввиду того что при ® р”-примарном теорема 
очевидна, достаточно доказать ее при е = Ё (а, п}). 
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Так как 


7 п 
(т, Е (а, т’) 0) — 
то надо доказать, что 


(хо 1, Е (а, ®)) 7 == (х, Е (а, =) = 1. 
Для этого достаточно доказать, что Ё (а, <!) является нормой некоторого 


р” 
г = У 
числа поля #(и=). Но Е (а, п1) является нормой числа Е («? , пи) поля 


рп 
к(у 1) и, как всякая единица, — нормой некоторого числа из неразвет- 
р" 
вленного поля (Уз | Из этого по лемме Шеваллей следует, что Ё (а, =) 
есть норма некоторого числа поля 


ИЕ 
Лемма доказана. 


5. Инвариантность символа (^, в) при р==1 (= Н)). 

ТЕОРЕМА 5. Символ (\, в) для любых чисел Хи для в =1 (п°’1) не 
зависит от выбора простого числа т. 

Доказательство. Достаточно доказать, что для любых простых 
чисел п, ти р==1 (пе) 

(т, р) = (п, в). (8) 

Действительно, если равенство (8) доказано, то ‚остается доказать, что 
для любой единицы в 


(в в) = (е, в)”. 
Для этого положим пе =т, и заметим, что 


(е, в) = (пы, в)® (<, в)", 


( : (п)\)-1 
(е, в) = (т, #)5° (<, в)) . 
Так как из равенства (8) следует совпадение правых частей, то и левые 
части совпадают. 
Прежде чем приступить к доказательству (8), отметим еще одну ре- 
дукцию. Пусть п =^7, где * — единица: 
1 = ®«ПЕ (04, п). 
Обозначим пло! через т,. Ввиду леммы 5, 


(м, в) = (м, в)® = (пло, в) = (пы, в) 


Таким образом, для доказательства (8) достаточно показать, что 


(ка, р) = (па, в). 


Мы будем в дальнейшем п, снова обозначать через п, но в соответствии 
с вышесказанным полагать, что 

к = “ПЕ (щ, =). (9) 

В формуле (8) обе части мультипликативны по отношению к ри 

поэтому достаточно рассмотреть три случая: р = — примарное число, 

в=м ир= Е (6, т) (7, р) =1. В первом случае равенство очевидно. 


(п) 
п, 
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Во втором случае 


(м, в) ® = (к, в) м 


(п— 1. С 


(п, в). = (в). 


и (8) следует из инвариантности символа (), в)", которую мы пред- 
полагаем доказанной. Мы можем, таким образом, ограничиться расемотре- 
нием третьего случая. В этом случае равенство (8) сводится к равенству 


(м, Е (в, ®)) 1. (10) 
Приступим к доказательству (10) в предположении (9). Обозначая 
ПЕ (04, т) через в, получим: 
(к, Е (В, =) = (че, Е (8, (8) )^. 


Применяя к правой части теорему 3, найдем, что 
(п, Е (в, =/)) = 5ЭехрЕ (в, (8) (1+ Хы?” <"). 
+, т 


Преобразуем теперь выражение, стоящее под ехр, и заметим, что эти 
преобразования будут иметь силу не только в поле К, но и в поле сте- 
пенных рядов от неизвестного { с коэффициентами из поля инерции А. 
Введем для любого такого степенного ряда /() выражение 


МЕРУ ЬИ +... 


где }” определено на стр. 135 работы (3). М (}) есть линейный оператор. 
На стр. 136 работы (3) выведено, что 


гв р=м (у +У в" А,)). 


Применим эту формулу к функции 


= (Е (а, #). 
Имеем: 


Г (В, (ПЕ (а, =) 1+ ХР") = 
= м (7+ 8” А!) (1+ ХР"). 
Заметим, что для любого степенного ряда & имеет место формула: 


м 9) (4+ Ум") = м (1+ а") + У "М (Рой). 


$ т=ыт 


Применим ее к случаю 


ф= В+ УВРА, 


Воспользовавшись тем, что 


+ Хы" ву 


т=0 
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се бытом учр 


1 т= 


будем иметь на основании формулы (56) работы (3): 
р’—1р 
:- А]. ра =т ре" рта” Е рая Уи = 
р 


4 = 05 т 
—- 92 А] — ТР Ч Уи. (11) 
Воспользуемся тем, что 
др "(ПЕ (рога) ПЕР Р, #9) = 
гк ПИ не ; ‚<Я . 
= ПЕ (р ‘94, р "(ПЕ (1р’а, й) Е (— 7р’'юф, ) —\ = 
= ЗЕ (р, 2%) р’ (ехр Урай —1) = 
ЭЛЯ (ра) а + р’Ф, 
где Ф есть целочисленный степенной ряд. Находим: 


ар "Л,} = ар РЗ ПЕ (1 р” аз, №") + аФ. (12) 
Но 


ар" ПЕ (р, = "ПЕ Гр" ФР, 1") Ур Ха Е 
где ф — некоторый целочисленный степенной ряд, ввиду второй из фор- 
мул (56) работы (3). Подстановка (12) и (13) в (11) дает: 


> Ану. Га) = аФ + (РУ ай. 


Перейдем от кольца степенных рядов к полю Ё, подетавив во всех 
полученных тождествах < вместо # и применяя оператор ©. [см. стр. 136 
работы (3)]. В результате получим: 


(п, в) = 56, (46) 6: $ Уай) =1, 


так как (, р) =1. Теорема 5 доказана. 
Следствие. Ввиду замечания, сделанного в конце п. 1, получаем, 
что при р=1 (п!) символ (А, в) обладает норменным свойством. 
ЛЕММА 6. Для каждого числа в ЕЁ существует такое число 


р ри 
ме (у=), что р М в Щу») и МЕ=Е1 (=2""), где е„— показатель 


рп 
ветвления поля № (у =) . 
Доказательство. Пусть и имеет следующее каноническое разло- 


жение: 
ь —= п Е (а) ПЕ (в,, п). 


о -— 
А (и =. имеем: 
в = Е () ПЕ (&,, рр"). 
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в“ — а ре Ны _ 
Е (а., <? *) = ехр (— ра; — р №; к? 


--— раР 1" Ч) Е (ра, «). 


Искомым числом № является тогда число 


На —1 : 
юр "—1, р ®-Е ср века» Р "—{ 
Е (а) Пехр (— р\Р `®— р © Ка — РР к). 


Как следствие теоремы 5 получаем следующее усиление теоремы 4, 


существенное дая всего дальнейшего: 
м 
ТЕОРЕМА. 4'.. Кабо бы на била АЕЁ(Ух) маков. что МА 1, 
и.мгетв место: 


С, „) © — (6%. в). 
Ввиду теоремы 4, достаточно доказать. что 


2 в) = и 


” 
если с — образующий автоморфизм А (=) / К. Если М — чиело, суще- 
ствование которого установлено в лемме 6, то 
М —ъ, М =, МА 4. 
По определению символа (\, в), имеем: 
(47, вх = (А, В ((4°, в) 
(4°, в = = (44° М)® = (А, М ре 


Ввиду того что М == (<) и на основании теоремы 5, символ 
\ 
(А, М°")® инварнантен, а так как М‘ М, то 


(24°, в) == (А, в). 


что и доказывает теорему. 

6. Формула сдвига для неразветвленного расшире- 
ния. 

ТЕОРЕМА 6. Если ® — р”-примарное число и \ = М®Л, то 


@, в) ® = мо (А, в )®. 


Это равенство надо понимать в том смысле, что значение символа 
р” 

(А, в) в поле к =(у =. есть р”-примарное число, норма которого 
по отношению к полю А есть р”-примарное число, равное значению сим- 
вола (), в)®. 

Доказательство. Пусть Аи в имеют следующие канонические 
разложения: 

А = т3Е (о) П (в, п!), в=юЕ(В)П (6, м). 

Тогда 


(\, в) = Е (а8 — & +7, (14) 
ПЕ (2.8) = Е() ПЕ (р, м^ с (15) 


где 
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Беря №” от обеих частей равенств (14) и (15), получим: 


№ (А, р) = Е (— № ЕТ, (16) 
ПЕ (0.8) = Е (ПЕ (у, ®), (47) 
где 
ба 1=9,, И =1, га 0. 5 = С 
Так как 


МЛ = Е (9) ПЕ (в, =), 


то равенства (14), (15), (16) и (17) и доказывают теорему. Для случая 
конечного поля классов вычета, который мы имеем в виду, теорема дает: 


0, /® = (А, в)®. (18) 


7. Инвариантность символа (Х, в) при примарной 


замене. 
ТЕОРЕМА 7. Если о — р"-примарное число и < = то, то 


(^, в) = (^, в). 


Доказательство. Наша теорема доказана уже для случая \=т 
в лемме 5. Нам остается доказать ее еще для случая, когда \ есть глав- 
ная единица е. Пусть е = №. Тогда, по формуле (18), 


(е, в) = (2, в)® = (6, й® = (©, М), (19) 


где М @ = ег, а М есть число, существование которого установлено 
в лемме. Ввиду того что М==1 (п*”*"), символ (©, м) инвариантен 
на основании теоремы 6, и мы можем написать: 


(6, Му = (6, Ми = (в). (20) 
пу ® пилу © 
О. 
Оба символа в равенстве (19) рассматриваются в поле # [И Ио), Так 
как 


(ут, У) в (Из, Уз) 
рп 


рп р 
Уто И, у», 


(би =, 9%. (21) 
пи! ® 


то по теореме 4 имеем: 


Применяя еще раз теорему 6, получим: 
(в, ев Фе ыг. (22) 
Сравнение формул (19), (20), (24) и (22) дает 
(в, в) = (© в)”, 


то и доказывает теорему. 
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8. Норменное свойство. 
ТЕОРЕМА 8. Символ (Х^, в) обладает норменным свойством. 
Доказательство. 
А. Пусть (А, в) =1. Докажем, что Х = №”) Л. Рассмотрим три слу- 
чая: % (^) =1, % (^) = о(р) и % (^) =о(р). 
1. % (\) =1. Пусть 
(>) == ЕЦ. (23) 


Выберем в А новое простое число ‹ =Е (1). По теореме 7, 


бы = ==, 
БЕ, = в, (Е, 
ввиду (23) и того, что ® (\) =1. Из этих равенств, по определению (т, К, 
следует, что 
Хх = МА, (24) 
а по теореме 4 получаем: 


(,, в) == (Дь, в)® = (Да, М)® 


п? 


где М есть число, существование которого установлено в лемме 6. 


Так как 
(^, в) (®) = 1 : 
то и 
АМ еЬ, 
а так как 


М1 <), 


то мы можем на основании следствия из теоремы 5 считать, что символ 
А,, М ) обладает норменным свойством, т. е. 
1 


п 
А, = МЛ, = М®А,. (25) 


Равенства (24) и (25) означают, ‘что Х ‘есть норма числа Л, из поля 
р р _ г. 
К=й(Ут, Уь), а следовательно, нормой` числа Л = М», Ал из поля й,, 
х и 


что и требовалось доказать. 


2. & (^) = о(р). Определим х из сравнения 


в) == (р) 


и рассмотрим ^, = \=. Имеем: ^, = ^», где 4 (^.) =1, и для него утвержде- 
ние теоремы доказано, а следовательно, это верно и для Х. 

3.  () =о(р). Подберем опять такое простое число т = ло, для ко- 
торого (р, ^)з было бы единицей. Тогда из теоремы 2 будет следовать, что 


ь = М М.. (26) 


Так как по условию (\, в) =1, тои (х, в); =1, а так как 4 (А^) = о(р), 
то для Хх теорема доказана и 


в = М М.. (27) 
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Из (26) и (27) по лемме Шеваллей следует, что при некотором М 
ь= ММ, 

а по лемме 2 отсюда следует, что 
= М д. 


В. Пусть дано, что ^ = М® Л. Докажем, что (\, в) =1.  Рассмот- 
рим отдельно три случая: 
1°. % (^) =1. Пусть 


(\, в) =Е(), (,=)Ф=Е(1:), ‹==Е(—1—1,). 
Как и выше, получим, что 


(\, *)® = (0, <) = (, =) 0, Е (-т-1) =Е(:) Е 1 — 11) =Е(—1), 


(А, в) = (0, в) = Е (7), 


а следовательно, 

[(0,, р) = 1. (28) 

рп 
По доказанному, из этого следует, что Х есть норма числа из поля (Утв), 
а следовательно, по лемме Шеваллей, имеем: 
= МА. 

Отсюда вытекает, что 

(<, =) =! 
а ввиду (28) получаем 

0, в) = 0, в) =. 


2°. в (^) Е о(р). Этот случай сводится к ранее рассмотренному точно 
так же, как и в случае А. 
3° 4 (\) =о(р). Выбираем опять ^ = пе так, чтобы получить 


(д) = 11 (29) 
р 
Тогда в будет нормой числа из поля (У), а по лемме 2 и т будет 


нормой числа Т из поля ви. Следовательно, 
а = м (ГА. 
Так как 40 (<^) =Е о(р), то отсюда следует, что 
(А, в) 09.51, 
а ввиду (29), получаем, что 
(\, в) = (0, в) =1. 


Теорема доказана. 

Соединяя доказанную теорему с теоремой 2, получим основной резуль* 
тат этого параграфа: 

символ (№,)п не зависит от выбора простого числа т. 
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& 2. Локальная теория полей классов 


Пусть А — локальное поле с полем классов вычетов характеристики р. 
Исследование абелевых расширений № сводится к двум случаям: к иселе- 
дованию расширений, степень которых взаимно проста с р, и к исследо- 
ванию расширений, степень которых есть степень р. Как известно, пер- 
вый случай исследуется совершенно элементарно и поэтому ‘мы будем 
рассматривать только второй случай. 

Мы будем рассматривать такие расширения &, группы Галуа которых 
абелевы и имеют показатель р", и в связи с этим предполагать, что # 
содержит корень степени р” из единицы. В этих предположениях любое 
такое расширение К поля # однозначно определяется группой тех чисел К, 
которые становятся ‘в К р”-ми степенями. Наоборот, любой группе чисел 
поля Ё, содержащей группу р"”-х степеней №^Р", соответствует расшире- 
ние К [см. (“), стр. 4$]. 

Группу чисел №, описанным образом соответствующую А, будем обо- 
значать через В (К), а группу. чисел &, являющихся нормами чисел А, — 
через М (К). Теория полей классов и является собственно описанием связи 
между двумя этими группами. Связь же эта устанавливается следующей 
теоремой: 

ТЕОРЕМА 9. 6 №(К) тогда и только тогда, когда (\, в)® =1 для 
любого в Е В(К). 

ЛЕММА 7. Если К[Ё есть расширение Ё, в — его автомо рфизм, Х6Ё 
и МЕК, то 

, М) ®—4. 


Доказательство. Достаточно доказать, что 


(, М)” = (^, М°)®. 


Это, в свою очередь, будет доказано, если доказать, что при любых Л 
и М из К 


(А, М)® = (Д®, М°)®, (30) 


[о ` 
так как в нашем случае ^ =^. Непосредственно из определения символа 
(^, р) следует, что если П — простое число из К, то 


(АМ) = (44°, М°)®, 


а ввиду инвариантности символа (», 1), из этого следует равенство (30). 
Доказательство теоремы 9. Пусть р1,..., ра есть базис группы 


п 
В(К)| ^^”, т. е. всякое число из В (К) представляется в виде 
т 
ВЕ: Рам, 24 (о р"). 
Нам достаточно доказать, что Х 6 М(К) тогда и только тогда, когда 
(Ав) =1 (@=1,2,...,а). (31) 
Это свойство будем доказывать индукцией по 4. При 4 =1 доказываемое 


утверждение есть не что иное, как норменное свойство символа (), |), 
доказанное в $ 1. 
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Пусть теорема доказана для меньших значений 4. Имеем: 


ну рощ 
К = (Увь,... Ува). 


п 


НИЕ 
Обозначим через,К, поле К (Уьв:). Тогда 


А м 
К= К: (Увь,...,Ува). 
Обозначим через М (К) группу всех ^, удовлетворяющих всем усло- 
виям (31). Нам надо доказать, что 
М (К) = М(К). 
Ясно, что М(К)< М(К), так как если Х является нормой числа из К, 
ИИ 
то оно является нормой и числа из К (Ув:), а следовательно, удовлетво- 


ряет всем соотношениям (31). 
Для того чтобы доказать совпадение М (А) и №(К), нам достаточно 


доказать совпадение их индексов в группе р". Для этого заметим, что 
(®:№М(К)) = (®: М(К,)) (М(К,): М(К)), 
(®:№(К)) = (®:М(К,)) (М (Ку: М(К))- 
По индуктивному предположению, 
(№: №(К:)) = (& :М(К,)) 


И поэтому нам достаточно установить совпадение вторых множителей. 
Выражение 
(№(К,):М(К)) 


легко определить из элементарных соображений теории характеров. 
А именно, если в А/В (К): имеет порядок р*, то 
А К ре. 
С другой стороны, 
(№ (К.): М№(К)) = (Ки: 9, 


где % есть группа тех чисел К.:, нормы которых по отношению к # лежат 
в №М(К). Докажем, что % = №, (К), т. е. % есть группа М№(К), соответ- 
ствующая полю К в поле К,. Ясно, что %> М, (К). Если АЕ%У, то 


Так как поле К, циклическое, то отсюда следует, что 
= (Мк/к,В)-С"°, 


где с — автоморфизм А,/№. Нам остается доказать, что С'—°Е М, (К), но 
это следует, по индуктивному предположению, из норменного свойства, 


так как 


р в ; 
К = К: (Ув»,...,ИУвю) ищем. 


4 Известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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Е р В ом аа Ре 


х 
Теперь мы можем найти (К! :%): 
х т Е её г. +... та 
(Кг: 9%) = (Ка: М, (К)) = (Кь: М: (К)) = р" . 
Тем самым теорема доказана. 
Все основные теоремы локальной теории полей классов являются не- 
посредственными следствиями теоремы 9 и теории характеров конечных 
абелевых групп. 


Действительно, если мы определим на группе #^ Е" билинейную не- 
вырожденную функцию ()^, в), то каждой подгруппе Н будет соответ- 
ствовать ее ортогональное дополнение, т. е. совокупность всех (1, для 
которых 

(\, в) =1 


для всех ЕН. Как известно, соответствие между подгруппой Н и ее 
* *»\ 3 
ортогональным дополнением Н” взаимно однозначно, причем (Н’)’=Н, 
* * 
из Я! СН, следует Н! > Ни 


№ Н=х(Н” 1”), 


где 2(С) означает группу характеров группы С. 

Теорема 9 утверждает, что ортогональным дополнением группы М (К) 
будет группа А (К). Применяя к очевидным свойствам групп А (К) сфор- 
мулированные свойства ортогональных дополнений, мы и получаем все 
основные теоремы локальной теории полей классов. 

Пользуюсь случаем выразить глубокую благодарность И. Р. Шафа- 
ревичу, которому я обязан многими ценными советами и указаниями при 
написании этой работы. 


Поступило 
2. УП. 1954 
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А. Д. ТАЙМАНОВ 


О КРАТНОЙ ОТДЕЛИМОСТИ ЗАМКНУТЫХ МНОЖЕСТВ 
(Представлено академиком М. В. Келдышем) 


Теоремы кратной отделимости, введенные П. С. Новиковым в де- 
скриптивную теорию множеств, доказываются в работе для несчетной 
системы замкнутых множеств совершенно нормального пространства. 


Понятие кратной отделимости было введено в дескриптивную теорию 
множеств П. С. Новиковым, который доказал, что конечные и счетные 
системы А-множеств кратно отделимы посредством В-множеств. 

Мы рассмотрим некоторые аналогичные предложения для случая не- 
счетных систем замкнутых множеств. Большинство теорем отделимости 
было установлено для множеств, лежащих в бэровском пространстве. 
Это ограничение не лежит в существе дела и мы будем рассматривать 
замкнутые множества совершенно нормального пространства. 

Пространство называется нормальным, если любые два замкнутых 
множества без общих точек отделимы открытыми множествами. 

Пространство называется вполне нормальным, если всякое его подмно- 
жество является в то же время нормальным пространством. 

Пространство называется совершенно нормальным, если каждое за- 
мкнутое множество является С5. 

Пользуясь понятием кратной отделимости, можно дать необходимые и 
достаточные условия для того, чтобы пространство было нормальным, 
вполне нормальным и совершенно нормальным. 

ЛЕММА 1. В нормальном пространстве для любой конечной 
системы замкнутых множеств ЁЕ1, Е., ..., Е, без общих точек 
существуют открытые множества Н\, Нь, ..., Н» такие, что 


По: и Я, =0: 
+=1 
Доказательство. Для п= 2 лемма верна в силу определения 
нормального пространства. Допустим, что лемма верна для числа п. 
Пусть данные замкнутые множества Е, В, кл-, Ги, Рауля ТАКОВЫ, ТО 


п--1 
И ==) 
4=1 


Согласно допущению, лемма верна для ПП замкнутых множеств 


о а ба 
4* 
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Обозначим через Я., Нь, ..., Н» содержащие их открытые множества 

такие, что 

п 

(ЯН; =0. 

=1 
Два замкнутых множества РЁ, — Ни, Р, — Н» не могут иметь общей точки. 
Поэтому можно найти два открытых множества Гл, Г», не имеющих общей 
точки и соответственно покрывающих Ё, —Н., ЕР, — Н». Полагая 


На: ОН Ноа р и. 
мы видим, что 
5 и ПН: 
+ 
этим лемма доказана. 
ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы пространство было нормальным, не- 


обходим> и достаточно выполнение первой теоремы о кратной отдели- 
мости для любой конечной системы замкнутых множеств, другими 


словами: для любой конечной системы замкнутых множеств Е\, Р.,..., Е 
п 
таких, что Г Е, =0, существует система открытых множеств 
+1 
Ну Во, НН, тависуато 


бени-о АН, 
в 


1 


Необходимость следует из леммы 1. Достаточность очевидна. 
ЛЕММА 2. Для того чтобы пространство В было вполне нормаль- 
ным, необходимо и достаточно, чтобы для любых двух замйнутых мно- 


эисеств Р:, Р., Е,-Е, =, существовали открытые множества Н\!, Н» 
такие, что 


НЕРОН Риск» ПН охНуеыЮ, 


Достаточность. Пусть В’ — подпространство пространства А, Ё, и 
Е, — замкнутые в А’ множества и ЁР,. РЕ, =0. Пусть Ё, и РЁ, — замыка- 
ния множеств я. и в в Ли Е=В..Е.. Тогда 


РЕД Ре Нова. 
Для множеств Р;,, К, найдутся открытые множества Н, и Н, такие, что 
НР -Е, Н,РЕ,-—Е, Н,-Н, =0. 
Тогда множества ИН! = Я И Но = А.Н, — открытые в А’и 
В бод ОН нон. Нана, 


Необходимость. Пусть даны замкнутые множества Ё;, Ё,, 
Е=Е,.Ё,, и пусть в В каждое подпространство нормально. Рассмотрим 
подпространство М = В — Р. .Множества 


В, = ЕЁ, —- Е=М:ЁЕ,, В, =Е— Е = М:-Е, 


— замкнутые в М множества без общих точек. В силу нормальности про- 
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странства М всегда найдутся открытые в М множества Н,, Н, такие, что 
Н, М, а и: Н.Н. =0. 


Но М есть область в Ви Н,, Н, — открытые множества в М, следова- 
тельно, Н:, Н, являются открытыми множествами в А. 
ЛЕММА 3. Во вполне нормальном пространстве для любой конечной 


п 
системы замкнутых множеств РЕ, Р., Ез, ..., Е», ПП Е, = Р, найдутся 
$=1 
открытые множества Н\:, Нь, Ыз, ..., Нь такие, что 
ул 
Н;>Е;— Е и ПН 0. 
= 


Доказательство. Для п=2 это следует из леммы 2. Допустим, 


что лемма доказана для п — 1 множеств. Пусть дана система замкнутых 
множеств 


В РИ в-ь бат И м 
1$=1 


п—1 
Возьмем множества Е = Г] Г; и Ё,. Для Е и Е, найдутся открытые 
4—1 


множества П( и Нр такие, что 


И>Е-—Р, НЕ - [Ри Н,:0 =0. 


®—1 
Для множеств Р\, Р,, Ез, ..., Еици Е= ПР, по допущению, 
4=1 
существуют открытые множества Н|, Н,, Н,, ..., Ни такие, что 
п—1 
По Ва 1 Эра Феис Ню 0. 
1=1 


Рассмотрим множества 
НО, НУО, ..., На НО, Нь. 


Они удовлетворяют условиям: 


На +05 (Е, = 8) + (Е-Ю = -Ё 
о 2, 


п 1 
Так как ПН, =0, то имеем: 
$=1 


> п—1 
по а ПИН, 50. 
$=1 $=1 


Лемма 3 доказана. 
Примечание. Аналогичными рассуждениями можно доказать тео- 


рему Рузевича [см. (з)]: 
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Пусть А и В— классы множеств, инвариантные относительно конеч- 


ной суммы и пересечения. Пусть для любых двух множеств ф: и ф» из 
Аи @& = @,-6. существуют множества Е!, Е» из В такие, что 


Е 26:-6, Е, >26: -би В.Е, =0. 


Тогда для любой конечной системы множеств @1, @>, @з -..›, б» 
п 
П @= 6, из А существуют множества Ё\, Е», ..., Е» из В такие, 
=1 
что 


Е>б:-— © (=1, 2, Зах п) ИЕ 0: 


4—1 
Из лемм 2 и 3 следует 
ТЕОРЕМА 2. Для того чтобы пространство было вполне нормальным, 
необходимо и достаточно выполнение второй теоремы о кратной отде- 
лимости для любой конечной системы замкнутых иножеств, другими 
словами: для любой конечной системы замкнутых множеств 


Е Е. 
+1 
найдутся открытые множества Н\:, Нь», ..., Нп такие, что 
п 
Н> Е -—Е 02 [М 220) 
+1 


Необходимость следует из леммы 3, достаточность — из леммы 2. 

ТЕОРЕМА 3. Для того чтобы пространство было совершенно нор- 
мальным, необходимо и достаточно, чтобы для любой счетной убываю- 
щей системы замкнутых множеств 


со 
О ПЕ р о Ни аи д 
п=1 
существовала система открытых множеств Н, Н.,..., Нп,... тавих, что 


НЫЕ: (1-93) ИГН ПРЕ 
== 1 


п=1 п 
Необходимость. Пусть дана последовательность замкнутых мно- 


жеств 
Кс я лем 


Так как каждое замкнутое множество есть С, то для каждого Ей суще- 
ствует последовательность открытых множеств 


65 бб. м. 


Имеем таблицу: 


со 

17 ба ао: Ма: 2% 
= 

р 2 р В 

1 ба беж, | бей 


ыы ао и п Е 
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Можно предположить, что 


С: ^ 14.23... 


55 


т. е. каждый столбец есть последовательность вложенных множеств. 


Тогда диагональная последовательность 


1 
ео. 
дает: 


СЯ и ПЕ ПЕЕя 


п=1 п=1 


Докажем последнее равенство. Если 


со 
ей. 
П=1 
то 
хеЕ, с бт 
и, следовательно, 
ре: бь 
п=1 
Если 
= со 
хе п А,, 


то найдется Р» такое, что д Е Рь, а тогда найдется [> такое, что 


= 
С» В) ай, 
1 й 
Множество (1 с Ст не содержит точки х и, следовательно, 
55 п 
зетие.. 
п=1 
Таким образом, 
[2 ®) [© >] я 
П Ни = П Сл. 
п=1 п=1 


Достаточность. Применяя теорему для  последовательности 
р, Е, Е,...,Ё,..., убеждаемся в том, что замкнутое множество есть С5. 
ЛЕММА 4. Нусть для любой вложенной системы замкнутых мно- 


эжеств нормального прсстранства 
в, Эд, Вю. а ПЕ, 


существуют открытые множества 


же о ав ВИ Ве ИИЯ 
такие, что 


со 
АЕ # п 5 = (0). 
+=1 
Тогда для произвольной системы замкнутых множеств 


В ЕЕ, 


%=1 
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существуют открытые множества Н1, Н»,...,Нь... такие, что 


Нов ПЛО Но 


$=1 


д оказательство. Дана последовательность замкнутых множеств 


а 


$=1 
Образуем вспомогательную последовательность замкнутых множеств 


Е1 = В. =Е1, ВУ ИЗ во Е де бро ее 
Очевидно, 


о т ИКИ ПЕ, =. 


По. условию леммы, существуют открытые множества Й,,й».,..., №... 
такие, что 


о 


$=1 


В силу нормальности пространства существуют открытые множества 
Н, и Но. такие, что 


Нови РЕ НЫ 
Далее, существуют открытые множества ПИ. и Нз такие, что 
ОВ ВОН 
Но тогда открытые множества 
НО, +0» Н, НО» Н? 


(для симметрии записи мы ввели пустое множество (,) не имеют общих 
точек, потому что из Н\ : Н, = 0 следует: 


ТД ет 
Очевидно, что 
Нео, ИВ Нов Н В, В, 
Допустим, что построены открытые множества: 
Е ВН 
Введем обозначения: 


И, НИ, +... Ор = 5, 


Иа. =5 УИ, =5®. 
ь = 
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Допустим, что 


Н.И, +0, +..-+0; = НИ, ОА 


Я -- О Е Е 
Нур. АЙ =Н: +5 Ре бы 
НЭ Ё Е\ +1 
И 
ПИ; +5-Н: 0 (а) 


Построим открытые множества ИО++:, Н:+1. В силу нормальности про- 
странства, существуют открытые множества (;.1, Н:+1 такие, что 


2 Е —В, Ниро Е- Е и Оща-Ниг= О. 
Но тогда открытые множества 


НО, + О, +. ++ =В, +55 Е, — Ець 


Н» + Оз. +0: О =Н, +535 Е, — Ещь 
р о Е ИЗЕЬ + -Он=Н +55 ЕР, — Ещь, 
Я Ея Ве р ЕН я В. 


Н:+1 > Ач — Е +2 


не имеют общих точек. В самом деле, 


1 (и; + 5%. „Ну = п (Н; Е ба.) - (ЕЕ ОН. = 


т>- 


$1 


и | , те } ы 
а р (Ну- 5}+1) + бы (Н; + 0:1) На = п, (НЕ. Н, - Ва + 
7=1 + 7=1 
4—1 р , й , , 
ео РН Р-Н 1+,- НН О - Нин. 
1=1 
В 0. и г. ? 
П (#; + $-Н: =0и И.Н, =0 


ы 
следует: 


п (Н;-+ 5) -Нуа =0. 


Продолжая этот процесс по индукции, получаем открытые множества: 


И ан а И о В о о а а. ея о = 


ее И че Ч е о кана АА ое оке бека ее 
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При этом мы предполагаем, что 


бб К 
Очевидно, что 


9 ба и ПР 


Теперь докажем включение 


Если 


то найдется такое число 4, что 


650 изб 5? при #>4. 
Кроме того, › 


Л „Ни и 26 п, (НЕ 52. — 941) = пн; НЫ, 
а— 


Отсюда следует, что 


6 П Н: Е (В: +54) < На т (Н:-+ 5%) =0 
>91 1=1 
(равенство (а)). 
‚Следовательно, 
ПАЯ, < П о — В И. 
$=1 1=2 $=1 
Полагая Н„=Й,— Е, получаем требуемое утверждение. 
Из леммы 4 и теоремы 3 следует 
ТЕОРЕМА 4. В совершенно нормальном пространстве имеет место 
теорема кратной отделимости для счетной системы замкнутых мно- 
жеств, т. е. для произвольной счетной системы замкнутых множеств 


со 

Ра, Е», Рз,...,Е»..., | Е, =Е, существуют открытые множества 
П=1 

На... Ни, .. такие, что 


НОГ бо, = 


п=1 


ЛЕММА 5. Пусть в совершенно нормальном пространстве В дана 
несчетная последовательность замкнутых множеств 


КИ © о (1) 
таких, что для каждого числа сторого рода В имеем: 


ПЕРРЕИа 
«< В 


Тогда существуют открытые множества Н.,Нь,Н.,...,Н»,..., На... 
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такие, что На > Ра, и для любого числа второго рода В имеем: 
Й В. =Ё.. 


&< В 
Доказательство. Существование открытых множеств 


И На А», Е, 


П=1 
следует из теоремы 5 Допустим, что существуют открытые множества 
ИН Но ав 


где В — число второго рода, удовлетворяющие условиям леммы. Возьмем 
следующее за В число второго рода В. Тогда имеем: 


со 
Ев, р Рорюнь И Г] Евув = Р’. 
п=о 


По теореме 3, существуют открытые множества Нв, Ив+1,...,Нвуи, ... 
такие, что 


со 
Нат — Я и П Нву» = Еь,. 
п=о0 


Продолжая этот процесс по трансфинитной индукции по числам второго 
рода, получаем открытые множества 


а НН нь, На 
такие, что Н. > Ё., и для любого числа второго рода В имеем: 
П НН. = А. 
о< В 


Если в (1) имеется последнее множество, индекс которого есть число 
первого рода а -- п, то в качестве Н.+„ берем все пространство В. 

ЛЕММА 6. Пусть в совершенно нормальном пространстве дана по- 
следовательность замкнутых множеств 


ро, Е, (2) 
& 
Тогда существуют открытые множества Ну Н» Нь ..., Нь», 
Е сы, На. ТаКИ@, ЧТО 


Ной В, П Чё =0% 


Доказательство. Лемма доказывается так же, как и лемма 4, 
но индукция проводится по трансфинитным числам. Возьмем вспомога- 
тельную последовательность замкнутых множеств 
И = В. =Р,, Е =Р,. Е», о 2 Е = Р.Р, .. Па, ...у Ву ПР оо» 9 

[3 
Очевидно, последовательность 


А о. Вам. 


удовлетворяет условиям леммы 5. Следовательно, существуют открытые 
множества 1, Й», ..., Йь ..., И ... Такие, что Йа > Еа И ДЛЯ любого 
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числа второго рода В 


В О, = Ев 
«< В 
Мы имеем: 
П . а: Еь 


Повторяя рассуждения доказательства леммы 4, получаем открытые 
множества: 


НУ 0, НО +. ++ бы. =Н, +5 5 Р, —Вь, 
Н.- обе Онье- = Но +5 >. ВЕ 


такие, что 


П (в + 5%) = 0. 


Допустим, что построены открытые множества 


о ооо а реа 
И С ео 2 
такие, что 
Ох с йь, 
И 
т ИЕ НО А: М ОЙ = Я, 
Н, + Оз +. +0. +... =Н:+5 Э Е, — Еь 
т + Ча ---= На бам Ри -— Въ 
такие, что 
Печыя Е уе: Ъ 
а 41) (Ъ) 


Построим множества Ив, Нь. При этом возможны два случая: 
Спучай 1[. В — число второго рода. Для множеств Е», Рь су- 
ществуют открытые множества Из, Нь такие, что 


Ов > Ев — Евь, нь Нв-Ов=0. | 
Тогда 


На - 54а + Ов= Ни + 588 > (Е. — Еъ) + (Ев — Ев) > Е. — Еуь 


о а ман саит ЗО СО от ба о с о Ве 
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п (Не- 58) -Нь= п (Не 58 + 09.Нь=Оь.Нь=0. 


= [1 
а< В << В 
Случай П. В — число первого рода. Для множеств Ев, Рв су- 


ществуют открытые множества Оз, Нь такие, что 


Ов > Ев — Ива, Нв > Рв — Евь Ов-Нв=0. 


"Тогда 
Ну + 58 + > Ру Евы, 
Нь-++ 5 -- Оо Е, — Еву 
Нат 2 Ацы 
Нь> Ев — Ев 

и 


р (На бы + 09 Нв= Ов-Нь=0. 
[22 1 


Продолжая этот процесс, получаем открытые множества 


Н. =: +0. +0, +... ++... =Н: +5, > А — Е, 
Я НЕ Оу. Он: = Нь + 5: > Е, — Р, 
А А О ТЕН, оно Р. = В 


При этом мы предполагаем, что 


Эх == Чо К Иа 9 И ес В 
при вбехха. Очевидно, 9. 25:0... о. 9... И чак как дос Иь 10 
имеем: 
П бас П Яо. 
[2 [2 


Теперь докажем включение 
ее 
[+4 [#2 


Если 
х6.ПН, и 16Пб. 


& 


то найдется такое В--1, что 


2 По 
«>В -1 
Но тогда 
те ВИ и 26 П (На тоны) 
«>В «< В 
т. е 


Ни Янус (На + 5) =0 


«>В «< В 
(в силу равенства (Ь)). Следовательно, 


ВЕ Е Оса 
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Предположим, что все Н..ЁР=0 и в последовательности (2) нет по- 
следнего множества. Тогда 


Й №=Ё и П Нас Пе =; 
а а а 


но Н.Е =0, следовательно, 


ПЯ. =0 и Я. 2Ё--—Е 


для всех а, что доказывает лемму. 

Из леммы 6 следуег вторая тгорема о кратной отдэлимости: 

Какова бы ни была система замкнутых множеств совершенно нор- 
мального пространства 


Не Е Г П Ре = Ё, 


существуют открытые множестза Н:, Н., ..., Н» ... такие, что 


Наб В, „Ма 0. 


Из второй теоремы следует первая теорема о кратной отделимости: 
Какова бы ни была система замкнутых множеств 


А Е ПН. =0, 
а 


существуют открытые множества Н1, Ч», ...Нь ... такие, что 
Не, ПН. =0. 
[23 


Поступило 
18.1Х.1954 
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А. А. ЗЫКОВ 


ПРОБЛЕМА СПЕКТРА В РАСШИРЕННОМ ИСЧИСЛЕНИИ 
ПРЕДИКАТОВ 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе ставитея вопрос о выработке понятия спектра, полностью 
характеризующего содержательный смысл формулы расширенного исчи- 
сления предикатов, не содержащей свободных переменных, и показы- 
вается, что этот вопрос достаточно решить для формул весьма частного 
вида. 


Введение 


Мы будем здесь под расширенным исчислением предикатов понимать 
исчисление, названное Гильбертом и Аккерманом исчислением предика- 
тов второй ступени *. Будем рассматривать формулы вида 


«РР, («р ((Р}, {9}; {#}, (9), (1) 


где {Р} означает совокупность связанных переменных предикатов, 
{О} — совокупность свободных предикатов, {2} — совокупность связанных 
предметных переменных и {у} — совокупность свободных предметных 
переменных, а <{Р}, {5}» означает приставку, в которой кванторы обоих 
типов и связывающие оба вида переменных расположены в произволь- 
ном порядке **. 

Формулы вида (1), не содержащие свободных переменных (как пред- 
метных, так и прэдикатных), будем называть количественными, при 
наличии же свободных переменных будем говорить о качестзенных форму- 
лах. При задании конкретной предметной области количественная фор- 
мула превращается в высказывание, истинность или ложность которого 
зависит исключительно от мощности области; при тех же условиях 
истинность качественной ‘формулы зависит, кроме мощности, еще от 
выбора индивидуальных предметов и предикатов вместо свободных пере- 
менных; иначе говоря, истинность качественной формулы зависит не 
только от количественной характеристики области, но и от тех каче- 
ственных различий между ее предметами, которые выражаются в выборе 
некоторых «привилегированных» элементов вместо свободных предметных 


(ое и 
** О возможности приведения формул расширенного исчисления (1) к предва- 
ренной нормальной форме говорится там же [см. (*), гл. ТУ, $ 1]. 
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переменных и в различном отношении элементов друг к другу, выра- 
жающемся в конкретном задании индивидуальных предикатов, подста- 
вляемых на место свободных переменных. Это обстоятельство оправдывает 
нашу терминологию. Притом количественные формулы оказываются 
частным случаем качественных *. 

Пусть Аи В — две качественные формулы, П — совокупность всех 
их свободных переменных. Будем говорить, что А и В равнозначны, 
если они обладают следующим свойством: какую бы мы ни задали 
предметную сбласть и как бы ни выбрали на ней индивидуальные 
предметы и предикаты вместо П, обе формулы превращаются либо одно- 
временно в истинные, либо одновременно в ложные высказывания. 
В частности, равнозначность двух количественных формул означает, 
что какое бы конкретное кардинальное число < ни было задано, обе фор- 
мулы одновременно либо истинны, либо ложны на области мощности т. 

Возникает вопрос об определении для заданной количественной фор- 
мулы А всех тех кардинальных чисел т, для которых формула А истинна 
на областях мощности *. Для формул узкого исчисления предикатов 
© тождеством (которые можно рассматривать как видоизмененный част- 
ный случай формул расширенного исчисления) указанный вопрос может 
быть точно сформулирован в виде так называемой проблемы спектра. 
Именно, назовем спектром такой формулы совокупность ТГ кардиналь- 
ных чисел х, не превосходящих №, обладающую свойством: формула 
истинна на области М тогда и только тогда, когда мощность М 
входит в Г. Проблема будет состоять в отыскании способов определения 
по данной формуле ее спектра. Для каждой отдельно взятой формулы 
принципиально существует свой способ нахождения ее спектра, но в то 
же время невозможен общий алгоритм (в современном математическом 
определении этого термина), позволяющий вычислять спектр любой 
формулы; последнее следует из невозможности алгоритма для проблемы 
разрешимости [см. (1), гл. Ш, $ 12] или для проблемы разрешимости на 
конечных классах [см. (3)]. В свете этого представляют интерес вопросы 
о сведёнии проблемы спектра к другим алгоритмически неразрешимым 
проблемам, о причинах неразрешимости, о возможности или невозмож- 
ности расширения современного понятия алгоритма. 

Проблема спектра в общем случае расширенного исчисления значи- 
тельно сложнее; более того, пока ее не удалось даже точно поставить 
в таком же общем виде, как для случая исчисления предикатов с тож- 
деством: дело в том, что в последнем случае справедлива теорема Лё- 
венгейма, согласно которой формула, выполнимая в некоторой бесконеч- 
ной области предметов, выполнима уже в счетной области, и благодаря 
этой теореме понятие спектра формулы и проблема его нахождения 
полностью охватывают вопрос об определении областей выполнимости 
формул. Никакого аналога теоремы Лёвенгейма в общем случае не най- 


* В этом последнем утверждении нет ничего странного, ибо количество пред- 
метов области является отражением некоторого их качества, именно того, которое 
заставило поместить каждый из предметов в область, содержащую определенное 
количество ему подобных. 
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дено, да и вряд ли это вообще возможно (можно, например, построить 
формулы, истинные только на областях, мощности которых являются 
предельными. числами, соответственно регулярными или недостижимыми, 
и т. д.). Рассуждать строго о множестве всех кардинальных чисел 
некоторого вида, не ограничивая его сверху, нельзя, ввиду появления 
при этом теоретико-множественных антиномий. Искусственное же огра- 
ничение сверху (назвать “-сиектром формулы А совокупность всех таких 
кардинальных чисел, не превышающих *, что А истинна на областях 
с этими мощностями) сужает рассматриваемый вопрос, который пред- 
ставляет большой интерес именно во всей своей полноте, в связи с труд- 
ностями теории множеств. 

Выработке общего понятия спектра и общей постановки проблемы 
спектра должно предшествовать установление ряда частных результатов. 
Некоторые из этих результатов изложены в настоящей работе. Напри- 
мер, теорема Ш ($ 3) показывает, что при поисках разумного определе- 
ния спектра количественных формул расширенного исчисления предика- 
тов достаточно рассматривать лишь формулы вида: 


ЕТ (0) <{%} 9 (ЧФ, О; {=}, 


где ФР — двуместный, а 0 — одноместный предикаты. 
$ 2 (о проблеме исключения) носит чисто обзорный характер и вклю- 
чен в работу лишь для полноты картины. 


$ 1. Некоторые приведения формул в смысле равнозначности 


Как известно, для расширенного исчисления предикатов не суще- 
ствует конечной системы аксиом и правил вывода, при помощи которых 
доказывались бы все формулы исчисления, всегда истинные на любой 
области [см. (5)]. Для того или иного круга математических рассужде- 
ний приходится выбирать те или иные формулы, содержательная истин- 
ность которых очевидна, за аксиомы. В дальнейшем при доказательстве 
теорем мы будем пользоваться такого рода аксиомами, не стремясь свести 
их число к минимуму; полный обзор всех употребляемых аксиом и пра- 
вил не входит в нашу задачу, но они примерно отвечают системе, опи- 
санной у Гильберта и Аккермана [см. (1), гл. ТУ, $ 1]. 

ТЕОРЕМА Т. Для любой качественной формулы( 1) можно построить 
равнозначную ей, но имеющую специальный вид: в приставке каждый 
квантор по предикату предшествует всем кванторам по предметам. 

Доказательство. Тот очевидный факт, что при замене частей 
приставки, имеющих вид (2) (Р), на (Р) (5) (и обратно) и при аналогич- 
ных перестановках кванторов существования по предмету и по предикату 
вся формула переходит в равнозначную, следует принять за аксиому. 
Далее, если в приставке имеется часть (2) ЕР, т. е. формула имеет вид: 


<а> (1) ЕР<ВУУ(Р,...; 2...) 


где <а» и <В» означают части приставки, имеющие произвольное строе- 
ние, а Р(&, 1,..., в») есть р-местный предикат (р = 0, 1,2,...), то, вводя 
вместо Р новый, (р | 1)-местный предикат Р, (4, &,..., 4», 2), мы можем 


5 Известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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составить формулу 


< ЕР (®) Ра п 


в подкванторной части которой предикат Р (6, 1,..., р) заменен везде 
предикатом Р, (1, &,..., 1,1) с соответствующими первыми р аргумен- 
тами и с одним и тем же последним аргументом х. Полученная формула 
равнозначна исходной; этот очевидный факт тоже следует считать аксио- 
мой [см. (1), гл. ТУ, $1]. Наконец, если в приставке имеется часть 
Ех (Р), т. е. формула имеет вид 


О И (2} 
то составим новую формулу: 
«ево (Ру Вх (Руа иво 
[8 (2) (1) {5 (2) &5 (4 — (А) [А (2) > А (0] }}, (3} 
обладающую в предваренной нормальной форме приставкой 
‹а> Е5 (Р) (А) Ех <В> (2) (1; 


в этой приставке число кванторов общности по предикатам, стоящих 
после кванторов существования по предметам, наверное меньше, чем 
в исходной. В то же время обе формулы равнозначны. В самом деле, 
из истинности исходной (формулы (2) на некоторой непустой области М 
вытекает истинность формулы (3) на той же области, в силу того, что 
формула 

<> Ез (Р) <8> 1 — <а> (Р) Ех <В>Ч 


всегда истинна, а формула 
Е5 Ех {5 (5) & (2) (1) {5 (2) &5 (1) > (А) [А (2) > А (1]}} 


истинна на любой непустой области, так как достаточно выбрать из 
области произвольный предмет а и за © (у) взять предикат у = а. Обратно, 
пусть формула (3) истинна на некоторой области М. Пусть все перемен- 
ные предметы и предикаты, связываемые частью ‹<а>, зафиксированы 
(отметим это тем, что вместо % будем писать %) и притом так, чтобы 
высказывание 

Во. (Вх <> (Ри г..: 5...) 5 9) 6 

& (2) (0 (5 (9 &5 0 -> (А) [А (9 > А(0]} () 


было истинным на М. Истинность (4) означает существование такого бо, 
что для любого Р’, найдется х, при котором истинно высказывание 


<В> {9% (Ро,.-.; 2,...) & 90 (20) & 
& (2) (1) (5. (2) &5, (0 -> (А) [А (2) > А (1]}}. (5) 
Покажем, что при тех же 5, и 1, истинно также высказывание: 
«ЯР, №: Я. №) 
при любом Р. 


Действительно, пусть х — один из предметов, отвечающих предикату Р, 
т. е. такой, для которого истинно (на М) высказывание 
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<В> (9, (Р,...;%,...) &5@& 
& (2) (1) {5ъ (2) & 65° (1 > (А) [А (2) > А (1]}}. (6) 
Из (5) и (6) следует, что на М истинны высказывания 


50 (20), бо (2), <В>% (Р,...;х,...) 


(2) (1) {5° (2) &5° (9 —> (А) [А (2) > А (1)]}, 
откуда путем. подстановки получаем: 
(4) [А (2) —> А (%)]. 
Опуская квантор общности и беря за А формулу 


КВ» а (Ржь М: 


получаем, что на М истинна 


По ка ь-.), 


что и требовалось. 

В итоге оказывается, что если в приставке исходной формулы (1) 
хотя бы один квантор по предикату стоит после некоторого квантора по 
предмету, то можно так преобразовать формулу (1) в равнозначную ей, 
что число [предикатных кванторов, стоящих после предметных, умень- 
шится на единицу. После применения указанных процессов нужное 
число раз приставка формулы 'примет желаемый вид. Теорема доказана. 

Итак, мы можем рассматривать лишь формулы вида 


«Ре (Р}, {9}; {2}, {у}. (7) 


Предикатная часть <{Р}» приставки в общем случае состоит из чередую- 
щихся последовательностей кванторов одинакового типа. Каждую такую 
последовательность мы назовем ступенью приставки, число кванторов 
ступени назовем ее длиной. Если часть <{Р}> имеет { ступеней и 1-я 
ступень имеет длину #1 (&=1,2,...,0), то <{Р}» может иметь один из 
двух видов (в зависимости от того, квантором какого типа она начи- 
нается): * 


8) АР. АР... АРл, (Раз) (Р.з) ... (Ра) ВРиВР,..,ЕРзь, (Ри)... 
6) (Р\1) (Р1з) ... (Р1л,) ВР.ВРьо ... ЕРол, (Р.з1) (Руа) ... (Рз*,) я а 


Мы покажем, ‘что формулу (7) можно перевести в равнозначную ей 
с тем же числом ступеней Г у части <{Р}>, но такую, что каждая _сту- 
пень будет”иметь длину 1. Польза такого преобразования именно в том, 
что”число [ не возрастает, а в то же время каждая ступень сжимается 
до минимума. Если же не стремиться сохранить прежнюю величину [, 
то это преобразование окажется тривиальным и бесполезным: достаточно 


* В случае четного { последняя ступень состоит из кванторов противополож- 
ного типа по отношению к первой ступени; при { нечетном типы кванторов первой 
и последней ступеней совпадают. 

5* 
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между соседними кванторами одного типа везде вставить «холостые» 
кванторы другого тина. * Нам понадобится следующая 

ЛЕММА. Пусть на некоторой предметной области М заданы два 
индивидуальных предиката Р* (и1, из,..., Иъ) и 0° (91, 9», ..., 9), удовле- 
творяющих условию: 


Би Ей... ЕирР* (1, Из, ..., Ир) — Е: Еоь. .. ЕО” (1, 9з,..., 94). (8) 


Тогда на М существует такой (р + 9)-местный индивидуальный предикат 


5" (#1, па; с. помех. зла 
тэ при любых ил, из,..., Ир, 91, Фз, ...› Фа@М справедливы утверждения: 
Р* (и, из,..., Ир) — Е ЕЗо... Е9а5” (#1, Из, ..., Ир» Ол, 9з,..., 94), \ е 
0* (91, 9з,...д9)-— ВЕ... Вир’ (Ил, Шо, .., Ир, Фь 9,..., Фа). | 


Аналогично, если Р* и (0* вместо (8) подчинены условию 
(и) (№.) ... (ир) Р* (ил, из, ... , Ир) — (91) (95)... (94) 0" (91, 9, ..., 94), (8) 


то на М существует такой предикат 


о о Ор оо 
что 
р (ит, И, ..., ир) — (91) (95) их (9а) 5" (ит, и, ....) Ир, 91,95, ао __ 
(9') 
Ооо, о) еее боров 5 


Доказательство. Докажем сначала первую часть. Пусть условие (8) 
выполнено. Может случиться, что предикаты Р”* и 0* всегда ложны на М; 
в этом случае искомым будет всегда ложный предикат 45". Если Р*и О* 


0 0 
не всегда ложны, то пусть {и1, из,..., и} и {9}, %,..., 98} будут 
® 
такие комплексы элементов из М, что высказывания Р” (и1, иэ,..., из) и 
о о 
О (91, 9, ..., 9а) истинны. Определим 5” (ил, И», ..., Ир, 91, 9.,..., 94) 
на М следующим образом: положим 
М) 0 * 
5 (#1, из, ..., Ир, 91, 9... , 4) О (9ь, 9%, .., Фа) 
при всех 91, 9.,..., Фа Е М, а также 
ы 0 0 0 ы 
© (и, Ч, ОО Ор Ир, От, 95, о 9)—Р (из, и, о дея Ир) 
при всех ил, и,,..., Ире М. Эти определения не противоречат друг 
ы м 0 0 0 й 0 0 0 
другу, в . (ит, и, в. ир) и О (31, 35,..., 94), оба эквивалентные 
( 0 0 
порознь 5 (и1, из,..., Иь, 91, 95, ..., 94), эквивалентны также и между 
. 1 О 0 оо 0 
собой в силу выбора комплексов {и1, из, ..., и} и (90, 9..., а}, воЗ- 


можного ввиду (8). Для всех остальных комбинаций значений аргументов 
® 

положим 5° ложным. Легко видеть, что так определенный предикат 5* 

будет искомым. Вторая часть леммы доказывается двойственным рас- 


* 
Заставив эти кванторы связывать, например, новые нульместные предикатные 


переменные (А), добавляемые к подкванторной части % следующим образом: 
& АМА. Я 
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суждением (или легко сводится к первой отрицанием обеих частей экви- 
валентностей (8) и (9)). Лемма доказана. 
Заметим, что утверждение, обратное лемме, тривиально: именно, если 


`@* 
5" (Ил, И», ..., Ир, 91, 9, ..., 94) есть (р -+ 9)-местный предикат на Ми 
если положить 


# 
В О о О 
* 
0 (©, 95, О а) — Ен. Еи. ... Еир9* (ит, и, ву Ир, 1, 9э, ...у 94), 
то Р*и (° будут обладать свойством: 
* я 
Еи,Еи»... Ви»Р* (ил, и,,..., Ир) — Ео.,ЕФ.... ЕчдО" (91, 9., ... ›9а); 


а если, по определению, положить 


72 (и, и, 2 © 69 Ир) — (91) (.) Сс (9а) Я (ит, Ио, сео Ир, От, ©, ...у Фа), 

0: (91, 9, вы 9 а) — (и) (и) ЕО (из) 5° (ит, и, А Ир, 91, 95, ..., 94), 
то будет: 

(и1) из)... (Ир) Р! (из, №5, ...› Ир) ^— (91) (93)... (9а) ((} (9, 95,..., 99а). 


ТЕОРЕМА П. Для формулы (7), предикатная часть приставки кото- 

рой имеет [1 ступеней, можно построить равнозначную ей формулу того 
же вида, предикатная часть приставки которой попрежнему будет 
иметь [ ступеней, но длина каждой ступени будет равна единице. 
_ Доказательство. Допустим, что в приставке формулы (7) уже 
имеем №, =й, =... =; = 1, но #;41 >1, где 0<:< 1. Рассмотрим каче- 
ственную формулу Ф, получаемую из (7) отбрасыванием первых # пре- 
дикатных кванторов (т. е. «освобождением» соответствующих переменных 
предикатов). Возможны два случая: 

1) приставка Ф начинается квантором существования, т. е. Ф имеет 
вид 


ЕР +1, ЕРу+1,з.. ‚ПР СР <) (Ра 5) 10) 


где часть <{Р;+.,:,...}> предикатной приставки начинается © квантора 
общности (Р;,.,1) и имеет {[ —{— 1 ступеней; 
2) приставка Ф начинается квантором общности, т. е. Ф имеет вид; 


(Руа, 1) (Руна, 2)... (Рань да) «(Раль а» ...} ><) ((Р}; (&}, ...), (405) 
где <{Р++о,1,...}» начинается с ЕР:+2,1 и имеет 1—1— 1 ступеней. 


Рассмотрим первый случай. Для удобства изменим обозначения и запи- 
шем (10,) в виде: 


Е{Р} ЕОЕВ<{Р’,.. ><} ({Р}, 9, В,Р',...; (8},...), (44) 


где комплекс {Р} содержит А1-, — 2 предиката, а Е{Р} означает то же, 
что в (10,) означало ЕР; +1, ЕР: 41,2... ЕР к; .1-2; Последние два пре- 
диката в (#-- 1)-й ступени мы обозначили через 9 и А. Пусть О имеет 9 
мест, а А имеет г мест. Допустим, что при некоторых значениях свобод- 
ных переменных на некоторой области М формула (7) истинна. Выберем 
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такие {Р‚}, чтобы была истинна следующая формула: 
ЕОБЕ<{Р’,...}> <> ЦРО, В, Ра, ...).* (12) 
Предикаты 0” и А”, делающие формулу 
«{Р”,...}> {> (Ро, 0", В, Р',...5 {8}, ...) 


истинной, могут удовлетворять условию (8) леммы. Тогда, на основании 
леммы, вместе с (12) истинно также 


Е <{Р’,...}><{}>% ({Рз}, 


о. ВОО ее. в, Фе 
Ро. ПО ео о В 

где 5 (и1,..., Иа, 91, ..., 9) — новый, (4 -| г)-местный предикат, а в под- 
кванторной части 3, формулы (12) везде О (ил, и», ...,‚ Иа) заменен соот- 
ветственно на 

Роб о,. Во... бо. 0 
а В (9, ч.,...,®,) — на 

Ви Роны 0). 


Если же (/” и Н` не удовлетворяют условию (8), то это значит, что один 
и только один из них является всегда ложным предикатом на М. В этом 
случае истинно одно из двух высказываний: 


ВЕР’ ие, (РЗ ПлЬ: ока во 
или 
ВОР (Ро Про ола 
Таким образом, из истинности (12) следует истинность формулы 
Е5 <{Р',...}><{}>% ({Р.}, Ех,...Ех5, 
Пи. ПН а ль ВАР. 
Р.Е ов ЕР | 


Формулу (13) можно преобразовать следующим образом. Сделаем преди- 
каты Ри (9-- ’)-местными (за счет, например, повторений последнего 
аргумента), сменим обозначения переменных предикатов О и В на $ 
и поставим квантор ЁЕ5 впереди всей дизъюнкции; мы получим: 


Е {{Р,.. .}> {#9 ((Р%}, Ез,...Ео,5, Еш...Ед5, 
Ро, , УР УР бора 
МР”, -..} > 4 ЦР, 9, ПР. (14) 


* Нолик при 9% означает, как и выше (см. теорему Г), фиксацию всех свобод- 
ных переменных на М. 

** Под ЛиИ понимаются соответственно всегда ложный и всегда истинный пре- 
дикаты, выраженные при помощи материала, имеющегося в формуле. Например, 
в данном случае можно в качестве Л использовать В & В, поставив на места аргу- 
ментов у В любое переменное из {т}. 
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Часть последней формулы, стоящую под квантором Е5, приводим к пред- 
варенной нормальной форме следующим образом. Сначала выносим все 
кванторы общности из самых левых ступеней частей вида <{Р’,...]>, 
переименовывая их в разные в соответствии с тем, в какой дизъюнктивный 
член они входят, затем выносим (уже без переименования) кванторы 
существования из следующих ступеней приставок <{Р’,...}», потом 
выносим кванторы общности (опять с переименованием) и т. д. 
То же самое проделываем затем с предметными кванторами. В итоге 
формула (14) примет вид: 


ВЯ 


195 (Ро; Еб т Е об, Возвр уши 
и а Ц, Ве 
причем часть приставки ‹<{Р”, Р”, Р”,...}> будет попрежнему иметь 


{—1— 1 ступеней *. 
Итак, мы построили, исходя из формулы (11), формулу вида 
И РУЕ ЦР ЦРУ, ,..)), 


предикатная часть приставки которой имеет попрежнему { —#—1 ступе- 
ней, но первая ступень (для формулы (7) это 4-я ступень) содержит 
на один квантор меньше. Продолжая этот процесс, мы добъемся в конце 
концов того, что указанная ступень будет состоять только из одного кван- 
тора, что и требовалось. Истинность полученной формулы на М (при 
заданной фиксации свободных переменных) следует из истинности 
формулы (7). Обратное следование очевидно в силу замечания к лемме. 

Второй случай, когда Ф имеет вид (10,), двойственен первому. Надо 
лишь везде вместо 

Пирсон Пи Е Оо 


рассматривать соответственно 
(и:)... (иа)5, (91)... (9,)5, 

вместо Л в формулах, отвечающих (13) и (14), подставлять И и при 
приведении к предваренной форме действовать по способу, двойственному 
уже расемотренному. 

Таким образом, в обоих случаях мы преобразуем формулу (7) в равно- 
значную ей с приставкой, имеющей попрежнему [ ступеней, но такой, 
что теперь уже 


да = К =... = 44 = Аы = 1. 
Повторив всю эту операцию /—1{ раз, мы получим формулу требуемого 
вида (Ё, =, =... =А; = 1). Теорема доказана. | 


$ 2. О проблеме исключения 


Одним из обобщений проблемы разрешимости на случай расширенного 
исчисления предикатов, не требующим предварительно общего определе- 


* При этом длина каждой ступени, состоящей из кванторов общности, утроится, 
длины же ступеней из кванторов существования останутся прежними. 
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ния понятия спектра, является так называемая проблема исключения, 
которая состоит в следующем. Пусть дана качественная формула с одним 
связанным предикатом, т. е. формула вида 


(Р) <{=}>% (Р, 9,...; {2}, (}) 
ЕР<{2} > (Р, ©,...; {2}, {у}; 


требуется построить равнозначную ей формулу (называемую результан- 
том), не содержащую связанного предиката Ри содержащую те же самые 
свободные предикаты и предметы, что и исходная.* 

Как известно, для формул, содержащих только одноместные предикаты, 
способ решения проблемы исключения существует [см., например, (?)]. 
В случае же, когда формула имеет не только одноместные пре- 
дикаты, результант может не существовать, даже если предикат, 
подлежащий исключению, сам является одноместным. Так, Аккерман 
показал [см. (6)], что формула 


(Р) {Р (2) & (в) (о) [Р (в) &О (и, %) >Р()]>Р(\)} ** 


или 


не имеет результанта. 

Проблема исключения представляет интерес не только для самой 
математической логики. Известно, например, что в теории эллиптических 
дифференциальных уравнений с частными производными при решении 
задачи Дирихле по методу Перрона [см., например, (4)] существенную 
роль играет свойство регулярности граничных точек области, которое 
не удалось пока охарактеризовать иначе, как с помощью существования 
некоторой функции («барьера»). Так как функция может быть задана 
посредством предиката, то ясно, что попытка дать некоторую характери- 
стику свойства регулярности точек без помощи «барьера» или других 
понятий, эквивалентных функции, равносильна попытке исключить не- 
который предикат, связанный квантором существования, из формулы, 
которая записывает свойство регулярности точки в символах расширен- 
ного исчисления. В свете вышесказанного ясно, что такое исключение 
не обязательно возможно. Вопрос о том, для каких формул существует 
результант и для каких не существует, весьма интересен и важен. 


$ 3. Другие виды приведения 


Возможности приведения количественных формул очень расширятся, 
если, наряду с преобразованиями в смысле равнозначности, т. е. не ме- 
няющими мощностей тех областей, на которых выполняется формула, 
допустить еще и такие преобразования, которые хотя и меняют эти мощ- 
ности, но меняют их обозримым образом, так что если известны мощности 
областей, выполняющих преобразованную формулу, то можно считать 
известными также мощности областей, выполняющих исходную, и обратно. 


* Разумеется, об исключении предикта ’Р имеет смысл говорить лишь в том 
случае, когда формула содержит, кроме Р, еще и другие предикаты. 

** Эта формула обращается в аксиому индукции, если’интерпретировать ее на 
натуральном ряде, положив 1 =0 и взяв за О (и, 9) предикат о = и + 1. 
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Одно из таких преобразований мы сейчас рассмотрим. Предварительно 
условимся в следующей сокращенной записи. Пусть % (1) — произвольная 
формула, не содержащая, кроме #, других свободных предметных перемен- 
ных. Обозначим через М з множество всех таких предметных { из предмет- 
ной области М, для которых $3 (1) истинно (если $ (1) содержит свобод- 
ные переменные предикаты, то множество Мусс М, вообще говоря, 
является переменным, зависящим от этих предикатов). Пусть, далее, 
3 — любая формула, которая, в частности, может содержать { в качестве 
<вободного переменного. Тогда условимся сокращенно писать формулу 


Е [$ (1) & 


в виде 
(ЕЕ МЗ) %, 
а формулу 
(1 [3 (0-30 
в виде 


Если все кванторы в приставке <{5}> формулы ‹{х}>%({х}) отнесены 
указанным образом к одному и тому же множеству Му, то будем писать 
полученную формулу в виде: 


<{#6 Му} > ({2}). 
ТЕОРЕМА Ш. Для всякой количественной формулы А вида 
<{5} > <{2} >91 ({$}; {2}) 
можно построить количественную формулу В вида 


ЕТ (0) {9} > 3 (Ф, 0; {9}, 


где Ч — двуместный, О — одноместный предикаты, такую, что если 
А истинна на некоторой области мощности <, то В истинна на неко- 
торой другой области мощности 


вЕзЯ 21, 


(1— число мест самого многоместного предиката из А), и обратно, 
если В истинна на некоторой области мощности в, то число ь имеет 
вид 


ван, 


где < — другое кардинальное число, меньшее р, и А истинна в области 
мощности * *. 

Доказательство. Пусть формула А выполняется в некоторой не- 
пустой области У. Все предикаты, входящие в А, можно считать /-мест- 
ными, где {[>>2, ибо в противном случае у предиката с меньшим числом 
мест можно повторить нужное число раз последний аргумент **. Обозна- 


1 
* В частности, когда т и ц бесконечны, равенство и = т 11+ 27 обращается 
виа 2", 
** Например, если / =3 то © (х, У) заменяем на 5 (х, у, у) ит. п. 
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чим через У! множество всех упорядоченных комплексов из { элементов 
области У, а через 2>'— множество всех /-местных предикатов, кото- 
рые можно образовать на Х, или, что то же самое, множество всех 
одноместных предикатов на У". Построим область 


| | 
ЕЕ В 2 
и определим на ней двуместный индивидуальный предикат Ч” (а, В) сле- 
дующим образом: 


4 @, В) | вех | В=(ь, 6...)  |В628 
о л р 
а нае», | ао | =а,86, = 438... —1 —в& а: | Л 
а — 5* 6221 | л | Ооо ты | Л 
Из этой таблицы следует, что если обозначить 
4 («, 2) = Ва; Вщ.... Ви [Ф* (а, 1) & Ш" (1, а.) & 
о в (а, 4—1) Ут. (4—1, 2)], & = 1, 2, ... [1 (15} 
П* (2) = @®Т (а, 2), (16} 
0* (+) = [ (а, 2) & П"@, * (7) 
то будут истинны следующие высказывания: 
0" (5) -з6 У, 
[4 (2, 2) 26 У", (18) 
5 | 
П'’@® 262, | 
и, если @ = (41, а.,..., @} © м де р то также 
[4 (а, 2) -и=а, 1=1,2,..., 1. (18) 
Из всего этого вытекает истинность следующих высказываний: 
Ехе У) (т.е. ЕхО" (<)), (19) 
(0) (Ег Е 27') (ив У') 0 &) — Ч (1,1, _ (20) 


р о —0(")}, — (24) 


(Еее) (Еа,6 У)... (Еще) [14 (% ал) & [+ (и, а) &.. 8 (к, ва)], (22) 


* Аналогичные выражения, но с Ч” вместо 4", будем обозначать соответственно 
через Х, (х, х), [ (2) иО (2). 
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(6 У) ее р (и6 >) (Ев УИ (х, а) &Г (к, а.) &... Ил (и, )], (23) 
(6 У) (6 У)... (ще У) «6 У) Е) Ц (х, 1) &[4 (к, в.) &...& 


& [А (к, 01) &1А (ж , а) &1. (х', 9) &...8ИЛ (х', ва) — (0) 0 (®) —>0“)}}, (24) 


(26 У) (@,6 »)...@6 У): >) 6,6)... 6 У) 56 У («6») (622 ) 
[Г" (2, х) — №" (2, х)] &1 (х,а1) &1 (ха) &...8ИЛ (и, в) & 
&11 (г, Вл) &Г2 (и, В» (8..8 (№, Ва) — (©) (© (1) — 0 81 & 
& [0 (@,) —0 (8,1 &...&0 (1) — 0 (8)]}. (25) 


Заменим в формуле А каждый предикат 5 (11, 15,...,01) соответственно 
формулой 
(Еж У) [Ч (5, >) &Г. («, 11) &Г.ь (и, 1,) 8..8 (и, И], 


предикатную часть <{5}> приставки заменим аналогичной по строению 
предметной частью <{5}>, а затем отнесем часть <{5}> к множеству 2=', 
а часть <{5}> — к множеству У. В результате получим качественную 
формулу: 

<{862= > {6 У} (1; ($, {#), (26) 


подкванторная часть которой содержит, кроме записанных, еще связан- 
ные предметные переменные (отнесенные к множеству У"). 

Теперь образуем конъюнкцию из формулы (26) и формул, получаемых 
з (19), (20), (24), (22), (23), (24), (25) заменой символа Ч” переменным 
предикатом ФТ, и поставим впереди всей формулы квантор ЕЗФ. После 
приведения к предваренной нормальной форме получим формулу В тре- 
буемого вида. Из процесса построения В следует, что если.А истинна 
на д. то В истинна на р 

Пусть теперь В выполняется на некоторой непустой области У, т. е. 


на У. существует такой предикат Ч”, что 


(0) <{у}> 3 (Ч", 0; {У} 


истинно. Обозначим через » множество тех х6»У., для которых О" (2) 
истинно: оно непусто в силу (19). Непустыми будут также множество ых 
всех тех х6 У\, для которых истинно [Л (», х), и множество 2>! всех тех 
«6 У, для которых истинно П* (0) (первое — в силу (23), второе — в 
силу (20)). Из а и. О (2), [1 (а, <) и П(5) сразу сле- 
дует, что множества У, УТ и 2*' попарно не пересекаются. Далее, из (22), 
(23), (24), (25) следует, что для любого комплекса {а:, а,...@1} элемен- 
тов из У однозначно определен такой элемент х 6 У', что истинно выска- 
зывание 


[1 (х, ал) &[2 (х, а) &. .. &1 (х, а), (27) 
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и обратно, для любого х ЕУ!' однозначно определяются такие 41, 4,,...,@ Е, 
что (27) истинно. Наконец, из (20) и (24) следует, что любому одномест- 
ному предикату на ‚ или, что то же, [-местному предикату 5” на р 
взаимно однозначно соответствует некоторый элемент $ из 2>' такой, что 
на У 5" (,4,...,й) равнозначно Г" (5, х), где х — элемент из м отве- 
чающий комплексу {1,1.,...,И}; то, что часть множества 2=! на ко- 
торую отображается множество всех (-местных предикатов на У, совпа- 
дает со всем 2', следует из того, что любому г62>' отвечает одномест- 
ный предикат на У", именно 1” (, х). Следовательно, из истинности (26) 
вытекает истинность А на У. Последнее можно пояснить более подробно 
таким образом: пусть, например, А имеет вид: 


(51) 85. <{2}>% (51,55; {2}; 


тогда формула (26), по предположению истинная, имеет вид 
(1 627')(Е 5.627) <(уе У} 8" (Ч; ва, 5», (У); 


чтобы доказать истинность А на У, берем любой предикат 51, находим 
для него соответствующий $162", далее ищем такой 5.627, существова- 
ние которого следует из (26), и, наконец, по $, находим ка беря сначала 
одноместный предикат 1” (5,,х) на 2 и переходя затем от х к соответ- 


ствующему комплексу предметов из о Такие же рассуждения можно про- 


вести при любой другой приставке <{5}>. 
Итак, из истинности В на У, следует истинность А на некоторой 


р = У, причем сама у имеет вид 
о. 


где слагаемые попарно не пересекаются. Если мощность № есть <, то ре 
имеет мощность 


| 
ие - 2". 
Теорема доказана. 


Поступило 
7.11.1952 
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ОТ ЦЕНТРАЛЬНОГО КОМИТЕТА 
КОММУНИСТИЧЕСКОЙ ПАРТИИ 
СОВЕТСКОГО СОЮЗА, 

СОВЕТА МИНИСТРОВ С0ЮЗА ССР 
И ПРЕЗИДИУМА ВЕРХОВНОГО СОВЕТА СССР 


Во всем членам партим, 
во всем трудящимся Советского Союза. 


Дорогие товарищи и друзья! 

Центральный Комитет Коммунистической партии Советского 
Союза, Совет Министров СССР и Президиум Верховного Совета 
СССР с чувством великой скорби извещают партию и всех трудя- 
щихся Советского Союза, что 5 марта в 9 час. 50 минут вечера 
после тяжелой болезни скончался Председатель Совета Министров 
Союза ССР и Секретарь Центрального Комитета Коммунистической 
партии Советского Союза Иосиф Виссарионович СТАЛИН. 

Перестало биться сердце соратника и гениального продолжателя 
дела Ленина, мудрого вождя и учителя Коммунистической партии 
и советского народа — Иосифа Виссарионовича СТАЛИНА. 

Имя СТАЛИНА — бесконечно дорого для нашей партии, для 
советского народа, для трудящихся всего мира. Вместе с Лениным 
товарищ СТАЛИН создал могучую партию коммунистов, воспитал 
и закалил ее; вместе с Лениным товарищ СТАЛИН был вдохнови- 
телем и вождем Великой Октябрьской социалистической революции, 
основателем первого в мире социалистического государства. Продол- 
жая бессмертное дело Ленина, товарищ СТАЛИН привел советский 
народ к всемирно-исторической победе социализма в нашей стране. 
Товарищ СТАЛИН привел нашу страну к победе над фашизмом 


зо второй мировой войне, что коренным образом изменило всю 
международную обстановку. Товарищ СТАЛИН вооружил партию 
и весь народ великой и ясной программой строительства коммунизма 
в СССР. 


Смерть товарища СТАЛИНА, отдавшего всю свою жизнь безза- 
ветному служению великому делу коммунизма, является тягчай- 
шей утратой для партии, трудящихся Советской страны и всего 
мира. 

Весть о кончине товариша СТАЛИНА глубокой болью отзовется 
в сердцах рабочих, колхозников, интеллигентов и всех трудящихся 
нашей Родины, в сердцах воинов нашей доблестной Армии и Военно- 
Морского Флота, в сердцах миллионов трудящихся во всех странах 
мира. 

В эти скорбные дни все народы нашей страны еще теснее спла- 
чиваются в великой братской семье под испытанным руководством 
Коммунистической партии, созданной и воспитанной Лениным и 
Сталиным. 

Советский народ питает безраздельное доверие и проникнут 
горячей любовью к своей родной Коммунистической партии, так как 
он знает, что высшим законом всей деятельности партии является 
служение интересам народа. 


Рабочие, колхозники, советские интеллигенты, все трудящиеся 
нашей страны неуклонно следуют политике, выработанной нашей 
партией, отвечающей жизненным интересам трудящихся, направ- 
ленной на дальнейшее усиление могущества нашей социалистиче- 
ской Родины. Правильность этой политики Коммунистической 
партии проверена десятилетиями борьбы, она привела трудящихся 
Советской страны к историческим победам социализма. Вдохновляе- 
мые этой политикой народы Советского Союза под руководством 
партии уверенно идут вперед к новым успехам коммунистического 
строительства в нашей стране. 

Трудящиеся нашей страны знают, что дальнейшее улучшение 
материального благосостояния всех слоев населения — рабочих, 
колхозников, интеллигентов, максимальное удовлетворение посто- 
янно растущих материальных и культурных потребностей всего 
общества всегда являлось и является предметом особой заботы. 
Коммунистической партии и Советского Правительства. 


Советский народ знает, что обороноспособность и могущество 
Советского государства растут и крепнут, что партия всемерно 
укрепляет Советскую Армию, Военно-Морской Флот и органы 
разведки с тем, чтобы постоянно повышать нашу готовность к сокру- 
шительному отпору любому агрессору. 

Внешней политикой Коммунистической партии и Правительства 
Советского Союза являлась и является незыблемая политика сохра- 
нения и упрочения мира, борьбы против подготовки и развязывания 
новой войны, политика международного сотрудничества и развития 
деловых связей со всеми странами. 

Народы Советского Союза, верные знамени пролетарского интер- 
национализма, укрепляют и развивают братскую дружбу с великим 
китайским народом, с трудящимися всех стран народной демокра- 
тии, дружественные связи с трудящимися капиталистических и коло- 
ниальных стран, борющимися за дело мира, демократии и 
социализма. 

Дорогие товарищи и друзья! 

Великой направляющей, руководящей силой советского народа 
в борьбе за построение коммунизма является наша Коммунистиче- 
ская партия. Стальное единство и монолитная сплоченность рядов 
партии — главное условие ее силы и могущества. Наша задача — 
как зеницу ока хранить единство партии, воспитывать коммунистов 
как активных политических бойцов за проведение в жизнь политики 
и решений партии, еще более укреплять связи партии со всеми 
трудящимися, с рабочими, колхозниками, интеллигенцией, ибо в 
этой неразрывной связи с народом — сила и непобедимость нашей 
партии. 

Партия видит одну из своих важнейших задач в том, чтобы вос- 
питывать коммунистов и всех трудящихся в духе высокой политиче- 
ской бдительности, в духе непримиримости и твердости в борьбе 
с внутренними и внешними врагами. 

Центральный Комитет Коммунистической партии Советского 


Союза, Совет Министров Союза ССР и Президиум Верховного 
Совета СССР, обращаясь в эти скорбные дни к партии и народу, 


выражают твердую уверенность в том, что партия и все трудящиеся 
нашей Родины еще теснее сплотятся вокруг Центрального Комитета 
и Советского Правительства, мобилизуют все свои силы и творче- 


скую энергию на великое дело построения коммунизма в нашей 
стране. 

Бессмертное имя СТАЛИНА всегда будет жить в сердцах совет- 
ского народа и всего прогрессивного человечества. 

Да здравствует великое, всепобеждающее учение Маркса — 
Энгельса — Ленина — Сталина! 

Да здравствует наша могучая социалистическая Родина! 

Да здравствует наш героический советский народ! 

Да здравствует великая Коммунистическая партия Советскога 


Союза! 
ЦЕНТРАЛЬНЫЙ КОМИТЕТ СОВЕТ ПРЕЗИДИУМ 
КОММУНИСТИЧЕСКОЙ ПАРТИИ МИНИСТРОВ ВЕРХОВНОГО СОВЕТА. 
СОВЕТСКОГО СОЮЗА СОЮЗА ССР СОЮЗА ССР 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
17 (1953), 77 — 82 


М. А. ЕВГРАФОВ 


НОВОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ ПЕРРОНА 


(П редставлено академиком М. В. Келдышем) 


В работе дается новое, весьма простое доказательство теоремы 
Перрона относительно линейных разностных уравнений с предельно 
постоянными коэффициентами. 


Целью этой работы является получение довольно простого доказа- 
тельства теоремы Перрона, уточняющей теорему Пуанкаре — одну из 
самых тонких теорем теории линейных разностных уравнений. Приведем 


обе эти теоремы. 
ТЕОРЕМА ПУАНКАРЕ. Пусть коэффициенты разностного уравнения 


е Е Е) а (=) а РЕ-1) +... ал (а) (2) =0, х=0,1,2,..., (4) 


удовлетворяют условиям: 
Па а -0: 
хо 
2) а, (5) = 0 ни при каком т; (А) 
Вы Ра а Ом Аа Е аа 
Тогда для любого нетривиального решения ‘уравнения (1) 
т 1(х + 1) 


Я С В 


ТЕОРЕМА ПЕРРОНА. При выполнении тех же условий (А) суще: 
ствует Ё решений уравнения (1) р (т), }»(т),..., [к(х), Удовлетво 


ряющих условиям 


Я 
ИЕ о ео р 


Для доказательства теоремы Перрона нам понадобятся четыре не- 
большие леммы. В дальнейшем, для краткости, мы будем говорить, что 
коэффициенты разностного уравнения удовлетворяют условиям (А) даже 
в том случае, если наши обозначения не будут совпадать с обозначе- 
ниями теоремы Пуанкаре. Уравнение + а, 1+... ак =0 мы будем 
называть характеристическим уравнением уравнения (1). 

ЛЕММА 1. Если 1 (2) = 0 при х =0,1,2,...и } (1) — решение урав- 
нения 


Ге ЕВ) + а, (®) е+ 1+... ав (@) @) =0, (1) 
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то В(1) = Е решение уравнения 


(2) 
ЕР (т - К) фа, (2) Е Е 1) +... {ах (2) Е (2) =0, 4) 
й у(& Е А—т) : 
@т (1) = ат ( ЕЕИ. 
Если, кроме того, Шт ео —=1 и аи(2) удовлетворяют условиям 
х—>>о 


(А), то ат (+) тоже удовлетворяют условиям (А), и (1) и (Г) имеют 
одно и то же характеристическое уравнение. 

Доказательство. Действительно, подставив Ё (2) = А а 
получим: 


[(&-+®) , [ае+А—1) , 
п нь 


_ 1е+и ею Ле. т 19 _ 
м о о - 


=тЕ-ВИ о а. +. а» (2) (2) =0, 


7 (2) 
у (2) 


так как }(5) — решение уравнения (1). 
Вторая часть леммы доказывается столь же просто. В самом деле, 


, , ) 
ах (2) = ак (@) = и К) 5-0 


м а» (@)= ВМ аа о В В 


х—> оо х—> со о 01) у (2 - ^) 


т. е. условия (А) выполнены и коэффициенты характеристического урав- 
нения те же. 


ЛЕММА 2. Если уравнение (1) имеет решение }, (т) =)“, то его 
левую часть можно представить в виде: 


Ре + ФР@+ь—2)+..-1-6=@Р@), 6) 


где 
Е (т) =] (+1) —№/(2). 


Если, кроме того, ат (<) удовлетворяют условиям (А), тои бт (=) удовле- 
творяют условиям (А), причем характеристические уравнения урав- 
нений (1) и (2) связаны соотношением: 


(А. -+ ы) = М ад... = (3) 
Доказательство. Рассмотрим многочлен 
ф (2, 2) == а, (1) 21+... ах (т). 
Из того, что / (7) =^:” является решением уравнения (1), следуел 
РИ аа (в) +... ал (2) =0 
или, после сокращения на 1", 


Ё О 
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Это значит, что ф(х, 2) делится на &— \.. Положим 
Фа (в, 2) = Я) а (А-а... (2) 
ИЛИ 


(#— №) (2 "6, (2) 22... (2)) = 2% + а, (2) 2—1 ..-- аъ (2). (4) 


Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 2, получаем систему 
уравнений для определения би (5): 


ш (2) — А: б.-—1(2) = @ш(2), 65(1)=1, 6(2)=0. (5) 
Отсюда, в частности, следует, что 
1 
ви: (2) = — ря ах (1). (6) 


Заметим, что если @ш(7) удовлетворяют условиям (А), то им удовле- 

творяют и 6„(5). Действительно, из ал (2) О следует 6 (2) +0. 

В силу (5), изсуществования Ши ат (5) и Пи 6„_1(5) следует существо- 
—> оо 


х—>< х 
вание 1т 6„ (т), но так как 6, (2) = 1, это значит, что из существования 
х—>о 
Е Ра. 
х—>>® 


следует существование 


По ЕТ. 
х—>>о 
Наконец, соотношение (3) получается предельным переходом из (4). 
Итак, остается доказать лишь первую часть леммы. 
Подставим Р (5) =} (2 | 1) —^:[! (2) в выражение (2). Получим: 


Ре + @Р@а-+ь—2) +. +54 @)Р(@)= 
== —м@е-+-—)-+ы@/@е-+е—1)— 
— мы У@-+—2) +. ыы уе -мь (7) = 
— 2 №) + 16, (2) — мь@)/@е-+&—1) +... 6 (@—мы а @) 1 @)= 
= Ю + @)е+Е—Ю+.. +4»), 


в силу (5). Тем самым лемма 2 полностью доказана. 


ЛЕММА 3. Ееди т Ре =ь, [в|-Е|^}, то существует реше- 


ние уравнения }(х - 1). —^/ (2) = Е (1), также удовлетворяющее условию 
(2+1) 
= © 
Доказательство. Продетавим искомое решение уравнения 
1(= +1) —^№(2) =Р(1) в различных видах для ||| и |в| >|) |. 
А именно, если |в|<\|^|, то положим 


—= №. 


1 Е (#-+2 
1 (=) = __ у 7 а —- ) т (7) 


если же |в!>>|!)^|, то положим 


с (8) 


80 М. А. ЕВГРАФОВ 
Поскольку дальнейшие рассуждения совершенно аналогичны, мы огра-, 
ничимся рассмотрением лишь первого случая. 
с 1 
Итак, Пт о в, |в|<|^|. Прежде всего, ряд (7) сходится, 
ж5ю (9) 
так как 
: Е Е 
пм ‚РЕ Е ИЕ 
т—> со Ка хп А 


Е 
Далее, положим и (5) = ое Имеем: 


Г 
: и (2 | 1) жди . ОР де 
О 


Выберем 5, и п, так, чтобы при Хх >15 


Ен «ев при х>1,п<ць, 


и (1) 


Е | <1 - ®,, 


и (<) 


А. ВЕ в < ве. 
П=7 +1 


т 
Тогда 
1(% +1) и (х {+ 1) 
1 (2) и (=) 
со пя со 
и ее ы [+0 ] 
2 Я - И и (2-1) а ое ое 
О А ао бы со В ИО 
ип о ди и (+ т 0 и (хп) 
СЕ я | тр 1] + х тт [ и тлиь | 
п=0 п=0 п=Т +1 
Но 
ыы т (#- п) А => 
У и в) - у =. _ г РН? 
п=) п=0 
т = О. 
ы (#1) о => 
У" и (#1) —1. пе. 
п=о п=0 | 
а 
< и" Ги т) — и Ги(а-+п-1 
у} ат | и (=) —1] < № отт ее — | < 
п=т-+1 Пет +1 
поэтому 
= [^—Ы! | 
1(#-1) _ И ВЫ Ут И о У | 
Рад Е ие ПР 
следовательно, так как =› и е. произвольно малы, 
ЛИ Ш ‚ ще-еюа 
ны РО (9) 


что и доказывает лемму. 
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ЛЕММА 4. Если ат(2) идовлетворяют условиям (А), то среди ре- 
шений уравнения (1) найдется } (х) такое, что } (2) | 0, х=0,1,2,.... 


Доказательство. Пусть } (2), ]» (2),..., |+ (1) — фундаменталь- 
ная система решений уравнения (1). Выберем С, не равным ни одному 
из чисел — й т . Тогда функция 

2 


В” (2) = Л (@) + С (2) 
будет отлична от нуля всюду, кроме точек, в которых [1 (5) = [+ (2) = 0+ 


(1) 
Выбирая С, не равным ни одному из чисел — ‚ © ‚ получим функцию 
3 


1? (2) = Л (2) - С! (2) - С (2), 


отличную от нуля всюду, кроме точек, в которых } (2) = }» (1) = 
= /з(2) =0. Продолжая этот процесс, придем к функции 


Е о 


Эта функция не равна нулю ни в одной точке, так как равенство 
ее (2:1) =0 повлекло бы за собой /\ (21) = ] (21) =... = {& (21) =0, что 
невозможно (]: (5),..., № (1) — фундаментальная система и из нее ли- 
нейной комбинацией можно получить решение, принимающее в точках 
21; 21-+1,.... 2 -А—1 любые, наперед заданные значения). Поло- 
жив [о (2) = 1“? (2), мы удовлетворим требованиям леммы. 

Доказательство теоремы Перрона. Проведем индукцию по К. 
Для А = 1 теорема очевидна. Пусть (5) — решение уравнения (1), не 
равное нулю ни при каком х. (Оно У по лемме 4.) 

№о (2 + 


По теореме Пуанкаре, Пш —`-——^ существует и равен одному из 
х>® 1 (7) 


корней характеристического уравнения уравнения (1). Без ограничения 
общности можно считать, что 


] (#1) 
х—>о ро (2) ь 
Положим 
. _ 1№(2) 
{ (2) ыы Ве " 


1 (2), определенная таким образом, удовлетворяет условиям леммы 1. 
Отсюда следует, что уравнение 


Фаотю- а (2) Фа-+#—1) +... + а (2)Ф() =0, (10) 
где 
й ыы у(&-+А— т) с № (-А— т) — м" 
о к, 
имеет решение 
р» (2) ь 
Ф м = 
о а 


и, следовательно, по лемме 2, может быть представлено в виде 


Р(2 Е А— 1) + 81 (2) Е(а 4—2) +. 8-1 (2) Е (2) =0, (И) 
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где Р (2) =Ф(х -- 1) — №, Ф (2). По лемме 2, 6.(7) удовлетворяют усло- 
виям (А) и характеристическое уравнение уравнения (11) имеет корни 


№», №..., №. Значит, по индуктивному предположению, уравнение (11) 
имеет & — 1 решений РЁ. (5), Ез (2),..., Ех (2), удовлетворяющих условиям 
и 90) 
Ор ПО ЕЙ. 
Но, в силу леммы 3, для т=2,3,..., & существует Фи (Ё) — реше- 


ние уравнения Ф(х -- 1) —^,Ф (2) =ЁЕ»„(х), удовлетворяющее условию 


Фи (2-1) _ 


Ио = 


ин (2) 
По лемме 2, Ф„(х) будут решениями уравнения (10). Н ним можно 


Х х 
присоединить Ф, (5) =).”. Если мы положим 1, (7) = Е] ‚ то уравнение 
0 
с коэффициентами 


й и ю (Ат) м" е  (# К) ие 
@т (7) 1: (# ^) 4 (?) (= К) (т @т (5), 
т. е. уравнение (1), имеет решения 
_ Ф„(@) _ Ф„ 
Дт (2) = у: (=) — 5 с. та, й, 
причем 
ны т (2+0... Ф„(=-1) 
1 А По НЫ не. 
ре т (2) № ть. Ь (2) и Ф„ (=) ^т. 
Тем самым теорема Перрона доказана полностью. 
Поступило 


13. ХТ. 1952 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
17 (1953), 83—86 


А. О. ГЕЛЬФОНД и И. М. КУБЕНСКАЯ 
© ТЕОРЕМЕ ПЕРРОНА В ТЕОРИИ РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ 
В работе получены оценочные результаты, дополняющие теорему 
Перрона о поведении решений линейных разностных уравнений с пре- 


дельно-постоянными коэффициентами. 


Если коэффициенты линейного разностного уравнения 


7 (# - п) + а, (2) (#1 +... а» (2) / (2) =0 (1) 
удовлетворяют условиям 
Ва п) =а, Го топ 9-0, м0) 0, 2 =0,1,2,..., |] 
Аа а ОА. (№, | 
А, ) 


то по теореме Перрона (*} существует фундаментальная система решений 
уравнения (1) }, (1), /ь (2),..., |» (2), причем 


Ч 
м рае 


Па 

х—>>< в (2) 
Новое и весьма интересное доказательство этой теоремы, принадле- 
жащее М. А. Евграфову (2), несравненно более простое, чем доказатель- 
ство Перрона, дало указания на возможность оценки порядка прибли- 


о @ оны пролете, боли известны порядкя убывания 
% 
разностей | ах (1) —а+|. Этому вопросу и посвящена наша статья. 


ТЕОРЕМА. Если коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют усло- 
виям (2) и, кроме того, 
ат (5) = @т + ет (%), | т (2) | <Ф (2), Пе Да, се а И 
. 3 
Нш (2) =0, 050+ <), Ша И, © 
х—>о >= $(7) 
то существует Фундаментальная система решений уравнения (1) 
РА (2), ...) [а (2), причем 
Т (2-- 1) 
1 (=) 
Доказательство. По теореме Перрона уравнение (1) имеет реше- 
ние } (7), для которого 


=)» + О [$ (5)], Е=1,..., п. (4) 


а. 


х—>о 7 (2) а. 


Положим 
Е =М№-т@+1]1(@), |1@)|<8(@)<8@—1, 18 (2) =0. 


х—>о 
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Отсюда следует, что 


1) = С Пт] = Хе ®. (5) 
Введем в рассмотрение систему функций и, (7),..., и» (7), положив 


Р(®) = и, (2)  --- + и» (1), 
(а +1) = Ми (2) Е №» (2), 
ее о АН 6 нА ЕЕ (6) 


Ге -п—1) =М ‘и (2) +---+№ ш@). 
Для распределения функций и. (2) положим 


9. (^) уа о Е ме в т > ыы Са, 5. 


Умножая первое равенство системы (6) на С» 1: второе — на Си» ‹ и, 
наконец, последнее — на 1, мы получаем, что 


х 0, (№) ил (2) = 9 (^;) и, (2) = 


К=1 з й 
= /(х +п— 1) + Сь-] (# п — 2) +. .-- Сил, з/ (2) = 
х+т—1 х-п—1 
=1@)[ По вт +сь [о т. Сы] = 
х-1 х-- 
п—1 х-п—1 ЗА 
= 1) [69 + с, [ По вм *]}. (1) 
, а=0 х--а-+1 
Из этого соотношения непосредственно следует, что при $ =у 
и, (т) =] (1) [1 +0 (8 (х))] . (8) 
и при $ = у < 
и, (2) =} (т) О (8 (2). (9) 
‚№3 (2) ; О (5 
Но тогда при $ у Им а Па Е = 0, другими словами, 
при 2 >45 
| и» (2) | >> [№ (2) |) Уз $. (10) 
Из соотношений (7) следует также непосредственно, что 
г ие ри ПО 


В () и, (# + 1) =1( Е п) С] (п 1) +... С, (@ +1, 


откуда, складывая почленно и деля равенства на 6’ (^,), получаем, что 
1 
из (® + 1) — №. (2) = Сы + п) + а./(&п— 1)... ам] (®)}, 


в силу определения чисел Сх, .. 
Далее, воспользовавшись уравнением (1), находим, что 


и; (= + 1) — ^и.(х) = Ух Ель (=) (© ЕК) (3=4,2,..., п). (41) 
вх: 
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Исключая из этих соотношений }(х), /(х-1),...,/(х+т—1) при 
помощи равенств (6), получаем соотношения: 


из (д -Е 1) = зщ, (1) у Еъ,з (5) их (%), 


а (12) 
$1, 2,.... № Ша, (2) =О[(2)]|, 
откуда окончательно следуют уравнения: 
из (д -- 1) = Ли (2) - и. (1) $. (5), (13) 
$=1,2,..., п, фз (2) =О [9 (2)], 
так как при х >ху верны неравенства (10). Значит, 
и, (= + 1) ) ы и 
= =), %@=000@). (14) 


Построим частные решения уравнений (13). Рассмотрим сна- 
чала случай $ <», другими словами, случай |», | > |^,|. Положим 


> и, (= №Ю у, (& №) 
9: (7) = о хе = 


р 1 
Ак оо | У Г" Пе РА) | 00 У, 
А=0 Ф=9 


(15) 


так как ряд (15) абсолютно сходится, вследствие |). | > |№,|, и 9, (5} 
удовлетворяет уравнению (13). 
Если |^.|<|^,|. другими словами, если $>>», то полагаем 


т: ры К) 5, (№ КА. “= 


са] 98 $. (т) [1 
8 Ф (К) у ея 
— и, (2) 3 мы п АИ | ведре, 
ы (16) 
так как г 
х ь са 
[^з| <. ^, |, р Е й 
т=А 
- 
$(Ю - т _ $44) м, |“ 
Па СЕ Вы 
ЕЕ 
где Су и С; не. зависят от х — вспедотвие условия и =. 
Поэтому при любом $ + у 
9 (2) = и, (7) О [$ (1)], $=1,2,...,п. (17) 


Но любое решение уравнения (13), так как %: (1) — частное решение, 
имеет вид: 


с (х) =: (<) -- ит 5 Сл: - и, (2) 0 [Ф (2)], 
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где С, — произвольная постоянная. Так как || >... >| || № |, то, 
вследствие неравенств (10), С. =... = С, =0, и, значит, 

и) = О, 5. (18) 
Но если $>», то 


х 


вы = Ср + вдовы [0(|3* | +9169 | = и.) ое, 


так как и, (7) = *°°9 и 
х м 
$ (2) = $ (20) И о 
вследствие =. <1!:и Ша ее. 1. Значит, при любом $ = у 
х—> со Ф(— 1) 
из (2) = и» (7) О [$ (1)]. (19) 
Поэтому 
(#1) 4 и; (#1) Ни, (+ О -..--+ и, (#1) ды 
и. ма (2) Е и» (2) =. - Ни (2) ты 
из (2-1) 
ыы 1-0 [6 (2) _ 
т Ее ое 


=^, + ®. (2), 1, (2) =0[9 (2)]. (20) 
Этим наша теорема доказана, так как по теореме Перрона в каче- 
стве /(2) можно взять любую функцию фундаментальной системы 
1 
/, (2) и для нее т Аш. 
х—>>® У 
Следствие. Если № ф () < ©°, то, полагая $ (5) = м Ф(Ё), полу- 


хо Хх 
чим, что 


х 


^(®= П+®(@®)] = 


А=0 
= Пи +» 1, Пи +] = сле, 
о х+1 


другими словами, существует такая фундаментальная система решений 
уравнения (1), что для функций этой системы верны соотношения 


А," (2) =1-+ 01$ (2)], 1<у5п. 


Поступило 
13.Х1.4952 
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С. Б. СТЕЧКИН 
ОБ АБСОЛЮТНОЙ СХОДИМОСТИ РЯДОВ ФУРЬЕ 


(Представлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В работе дается полное решение следующей задачи. Пусть} (2) — не- 
прерывная периодическая функция и © (5, })—ее модуль непрерывности. 
При каких ограничениях на положительную функцию о (5) соотношения 


© (5, /) =О (© (5)) (0<5<т) 
влекут абсолютную сходимость ряда Фурье функции } (2)? 


$ 1. Введение 


Пусть / (5) — непрерывная функция с периодом 2, о (6, /) — ее модуль 
непрерывности и В» (]) (п=1,2,...) —наилучшие приближения функ- 
пии }(2) посредством тригонометрических полиномов порядка п— 1. 
Если ряд Фурье функции ] (7) абсолютно сходится, то будем писать Е А; в 
противном случае будем писать {Е А. 

Поставим следующую задачу: какие условия необходимо и достаточно 


наложить на положительную последовательность {Вп} (п=1,2,...) для 
того, чтобы соотношения 
ПО Вы А = Ад.) (1) 


влекли } 6 А? Иными словами, ищутся такие условия на последова- 
тельность {В„}, при выполнении которых всякая непрерывная перио- 
дическая функция }(52), удовлетворяющая соотношениям (1), обладает 
абсолютно сходящимся рядом Фурье и при невыполнении которых суще- 
ствует непрерывная периодическая функция (7), удовлетворяющая 
соотношениям (1) и такая, что {6 А. 

Решение этой задачи непосредственно вытекает из известных резуль- 
татов С. Н. Бернштейна (1) и может быть сформулировано в виде сле- 
дующего предложения: 

(1). Пусть {В»} (п=1,2,...) — положительная последовательность. 
Соотношения 


в О =...) 


влекут {Е А в том и только том случае, если сходится ряд 


1 в* о 
оу Вы ь 
п=1 
где 
В, = ша В» (п=1,2,...) (3) 
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Итак, сходимость ряда (2) является наиболее широким условием, 
влекущим {6 А, в терминах мажорант для наилучших приближе- 
ний. 

Поставим аналогичную задачу относительно мажорант для модулей 
непрерывности: какие условия необходимо и достаточно наложить на 
положительную функцию о (5) (0(<8< т) для того, чтобы соотношения. 


о (6, /) =О (е (8)) (0<%8<=) (4) 


влекли 6 А? Иными словами, каковы наиболее широкие условия абсо- 
лютной сходимости рядов Фурье в терминах мажорант для модулей 
непрерывности? 

В этом направлении С. Н. Бернштейн (*) получил следующие резуль- 
таты: 


(11). Если сходится ряд 
те 1 
Ху*(»), 6) 


то соотношения (4) влекут } ВА. 


(11). Если для некоторого =>0 функция 9-—* (6) возрастает, а 
1 


я 


функция 5‘ (6) убывает и ряд (5) расходится, то соотношения (4) 
не влекут |6 А. 

Некоторые обобщения теоремы (Ш) были получены Сасом [см. (4), 
замечание 6.1]. 

В настоящей работе дается полное решение поставленной выше задачи. 
Оказывается, что если выполняются соотношения (4), то на самом деле 


.@, Л =0(»" @)), 0<8<3л, 


где ®` (6) <о (5) — «истинная мажоранта», построение которой по функции 
6 (6) дается в $2. Истинные мажоранты обладают примерно теми же 
свойствами, что и модули непрерывности, и с помощью одной леммы о 
числовых рядах (см. $ 3, лемма 2) нам удается установить, что если ряд 


расходится, то соотношения (4) не влекут /6 А. Отсюда без труда выво- 
дится 


ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА. Пусть о (8) (0<5< п) — положительная 


Функция. Соотношения (4) влекут }6А в том и только зюм.случае, 
если сходится ряд 


Зе 


* 
где ‹" (6) — истинная мажоранта, построенная по мажоранте о (6). 


АБСОЛЮТНАЯ СХОДИМОСТЬ РЯДОВ С УРЬЕ 89 


$ 2. Модули непрерывности и их мажоранты 


В этом параграфе излагаются свойства модулей непрерывности не- 
прерывных периодических функций и их мажорант, которые понадобятся 
нам в дальнейшем. 

Если } (5) — непрерывная функция с периодом 2, то ее модуль не- 
прерывности о (5, }) (0 <5 < т) обладает следующими свойствами [см., на- 
пример, (°), $ 1: 

$ © (0, =0: 

2) о (5; }) — неубывающая функция от 8; 

3) о (6, } — непрерывная функция от 8; 

4) если 8 >.0, > 0 и л<т, то 


® (6 т, /) <о 6, ) + о (1, /. 


Свойства 1) —4) полностью характеризуют модули непрерывности нс- 
прерывных периодических функций*. Иными словами, если некоторая 
‘функция о (5) задана на отрезке [0, п] и удовлетворяет условиям 1) — 4), 
то найдется непрерывная функция }(2) с периодом 2, для которой 


® (5, 7) =о (6) (0<8<п). 
В частности, можно положить 
1 (=) =в (|=|) (|2|<”). 


В соответствии с этим, если функция ох (5), заданная на отрезке [0, *], 
удовлетворяет условиям 1) —4), то мы будем в дальнейшем называть 


ее модулем непрерывности. 
Из 1) —4) вытекают такие свойства модулей непрерывности [см. (3)]: 


5) если 5>0, р — натуральное число и рб т, то 
о (28, ) «ро 6, ] 
6) если 08 << т, то 
1 © (1, ) < 28% (6, 1. 


Нам потребуются также два свойства мажорант модулей непрерыв- 


ности: 
7) пусть функция и (6) (0 < 5 < п) положительна и не убывает; если 


(>, /=0(=()) У (6) 


в (8, ) =О(и(8)) (0<8<*. (7) 


то 


Докажем это утверждение. Пусть От и п— наименьшее нату- 
с п 4 
ральное число, для которого 6 >>. Очевидно, что 8 < „<. Поэтому, 


* Этот факт известен [см. (3)]. 
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используя свойства 5) и 2) модулей непрерывности, формулу (6) и моно- 
тонность функции и (5), получаем: 


5 =5 (48, < 41,1) < (х,/)= 
=0(»(+)) =0%@) 0<8<%, 


и соотношения (7) установлены. 
Ц о 
9) („,/) <> УЕ, (п=\2,...) 
У=1 


[см. (3), случай Ё = 1 теоремы 8]. 

Переходим к 'рассмотрению дальнейших свойств мажорант модулей 
непрерывности. 

Операция *. Каждой положительной функции о (5) (06 <т) по- 


ставим в соответствие новую функцию о” (5) (0 <5< т) по следующему 
правилу: положим 


® (0) =0, «® (6) = Ш ®(1) (0<8<*} (8) 
6<т<л 

далее, положим 

о? (6) = Ш (Ф° (#) +596 —#)} (0<8<*)} (9) 
<< 
вообше, если функции (© (5),..., ®(® (5) (Е > 0) уже определены, то 
положим 
«СН (5) = ШЁ {(9° (1) + о (6 —1)} (0<24<». (10) 
0<й<5 


Наконец, положим 


«* (5) = Ша «(® (5) (0<5<т). (11) 


А—>со 


Из формул (8) — (10) нетрудно усмотреть, что 


в (8) > о) (5) >... > о® (6)>...>0. (12} 
Поэтому прэдел (11) существует для любого д из отрезка [0, *]. 
Функцию ‹* (5) мы будем называть истинной мажорантой, по- 


строенной по функции о (5). Основания для такого наименования станут 
ясны из дальнейшего. 

Отметим несколько простых свойств истинных мажорант: 

| 0<5'0) <) (0<8<») 
[см. (12)]. 

2) ®* (5) — неубывающая функция от 9. 

Действительно, функция «(© (5) не убывает по самому ее построению; 
далее, индукция по А показывает, что функции «® (5) не убывают при 


произвольном А; остается заметить, что предельный переход не нарушает 
неубывания. 


3) Если 6>0, 1>0 и чт, то 
9" (6-Е <о' (8) Ро" (1). (13) 


Из соотношения (10) вытекает, что 


о (6 - 1) < о (5) - ®@ (1). 
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Переходя к пределу при #-> со, получаем (13). 
4) Если О <\<т, то 
(0) < 25 (8). (14) 
Это свойство устанавливается точно так же, как аналогичное свой- 


ство модулей непрерывности. Прежде всего, из (13) следует, что если 
8>>0, р— натуральное число и рё < т, то 


«" (р8) < ро" (8). (15) 
Далее, пусть п — наименышее натуральное число, для которого и8 > \, 
3 - >. Очевидно, п>.2. В силу (15) и монотонности ‹* (5), имеем: 
= =” (" 2) < по" (1) < по" (8). (16) 

Но, согласно определению п, (п — 1)8< 1, огкуда 


29 2 
па = оо. 


Отсюда и в силу (16) 
о" (1) <2 1" (6), 
что эквивалентно (14). 
5) Если в. (6) = со (5), где с>0, то 


Ф1* (5) = со" (5). 
Это свойство очевидно. 
Нетрудно показать, что если 
Ш о (5) =0, 
0<5<п 
то ®* (5) есть модуль непрерывности, но это нам не понадобится. 
Связь операции * с мажорантами модулей непрерывности дается сле- 
дующей леммой. 
ЛЕММА 1. Пусть [(1) — непрерывная периодическая функция и 
о (5) (0<6<л) — положительная функция. Если 
о (5, ]) =О (© ()) (0<8<м) (17) 
то 
о (6, |) =О (5' (6)) (0<3<т, (18) 
где о" (5) — истинная мажоранта, построенная по мажоранте о (6). 
Доказательство. Пусть сперва 


е (5, /) <о (5) (0<5<п. 
В силу монотонности модуля непрерывности имеем: 
6 (5, /) <® (1, р <®( (0<5<1<%®, 


откуда 
в (5, /) < ШГ © (1) == ©® (6) (0<05<м. 


5<т<п 
Очевидно, что это неравенство справедливо также и для 6 =0. 
Далее, согласно свойству 4) модулей непрерывности, если 0 < 1 < 
о-> 
о (5, ) <о(й, /) о (5 —#, №) <о® (1) - о® (5 — 1), 
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откуда 
о (5, }) < Ш! {®® (1) + о® (5 —й)} = ®@ (5) (0<8<п). 


0<<5 


Аналогично устанавливается, что 
обе О ат а 
Переходя в этом неравенстве к пределу при К —> оо, получаем, что 
о (5, ) < о’ (5) (0<8<м.. 
Пусть теперь в соответствии с (17) 
(6, /) < С: (5) (0<5<м”.. 
Предыдущее рассуждение показывает, что тогда 
(5, /) < {Со (6)}" (0<85<т), 
откуда, в силу свойства 5) истинных мажорант, 
о (5, 1) < Сью" (5) (0<0<п). 


Отсюда вытекают соотношения (18), и лемма 1 доказана. 
Лемма 1 оправдывает наименование истинной мажоранты, введенное 


нами для функции о° (5). 
$ 3. Основная лемма 


ЛЕММА 2. Пусть 0 < «< 1и функция и (5) (05 <т) положительна, 
не убывает и 


‘и (1) < С:8 ‘в (8) (0<8<1<”. (19) 
Если ряд 


у п в (-.) (20) 


расходится, то существует положительная  последовательность 
{Ви} (п=1,2,...), обладающая следующими свойствами: 


В, О, 
2) ряд № п—В„ расходится, 


п—=1 
3) Х В <пи(,) По 
Е=1 


Доказательство. Сделаем несколько предварительных замечаний. 
Достаточно установить, что существует последовательность {В„}, 
об ОК свойствами 1), 2) и 


оз < Сипи(--) о, 


где р 9. положительная константа, ибо тогда последователь- 
ность {В„/С4} будет обладать всеми нужными свойствами. 


* Запись В„\|0 означает, что В, >В. >...>В, >... и В, >0 прип-> <. 
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Из условий, которым удовлетворяет функция и (8), вытекает, что 
1 
пи (;.) —>< (по). (21) 
В самом деле, допустим, что 


Шиа та (*. <=. 


п->о 


Тогда можно найти сколь угодно большие М№,, для которых 


М, * (- =) <; (ыы 9...) 
Отсюда, в силу (19), 
пи (-- „)< С», (у —) < 6:6 = 6 


для 1 <<. ме 
С 
— [(#=1,2....), 


что противоречит расходимости ряда (20). 
Возможны два случая: 


а) и (5) >С, (0<8<*), тде С. >0, 


В) и (5) 0 при 8-0. 
Случай «) тривиален, так как тогда произвольная последовательность 
{Ви}, обладающая свойствами 1) и 2) леммы, обладает также свой- 


ством 3’). 
Рассмотрим основной случай В). Итак, пусть 


и (5) >0 (6—0). (22) 


Определим индуктивно возрастающую последовательность номеров {п»} 
(&=1, 2, ...). Положим п. =1; если п:,..., пл уже определены, 
то пусть пх+: есть наименьший номер М`> п», для которого 


№ (т ) > 2 (5). 


Таким образом, 


и (-.. < 2пли 5) (пк ЗП па 1) (23) 


ль в. ада (24) 


В силу (21) такой номер пх+: заведомо найдется. 
Отметим, что 


1 
ПЕЙ [а 
&+1 


Пл: >2п8 (=12, ...). (25) 

Действительно, если п» < п < 2», то, в силу монотонности функции (5), 
4 1 

пи (-.) < 2 т $ (26) 


и, следовательно, П = Пл+1. 


2 Известия АН СССР, серия математическая № 2 
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Определим теперь последовательность {В»}, положив 


В. =и(1), Вы и ( ) (пп, &=1, 2,...). (27) 


Пт 


Покажем, что эта последовательность обладает свойствами 1), 2) и 3). 

Свойство 1) вытекает из того, что Ик оо, и(5) есть неубывающая 
функция от 8 и, согласно (22), и (5) >0 при 6 + 0. 

Для доказательства свойства 2) замечаем, что, полагая ради удоб- 


ства, и, =0, имеем: 


т, т, 
Уж У в. Хн (4) Хо в*> 
А=1 п=Пд—1 +1 А=1 "® ППУ +1 
со п; со 
>53 = (2) мт ие. = 8 
Е=1 ПЕ +1 Хх \ Па 
Отсюда, в силу (25) 
со и со 
и" *(; ). (29) 
ПИ АН Пк 


со со ПА -—1 
Уи ( =>» о Ри * пи (--) < 
П-—1 #—1 П—пх 
со Тит 1 ре 
<2 № пи в. № о у та ) $ ПЕ 
= "Е / пить &—1 ПА пет 


< 2Сь (а) > ти, ) пт == (С (0) у то-чи ( ел 


А=1 


В силу расходимости ряда (20), это доказывает расходимость ряда 


со 
р И % (> 1 ), 
А=1 "к 


а из (29) вытекает теперь расходимость ряда 
со 
о 318 
ПИ 


и свойство 2) установлено. 
Остается показать, что последовательность {В»} обладает свойством 2). 
Пусть 


< 
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для некоторого натурального А. Имеем: 


М А—1 
> Ва = я у В Ва Хе.) * (>. + 
Х=1 ПЕЙ» аи ПЕЙ о х—1 п 


ге (фу < вы )+ + № “(„-. 
они. в 
Пусть У -Бте А 1. Воду (24), 
1 х— 4 
ты ини (=) и=1, 2, ..., #1). 
Подставляя эти оценки в неравенство (30), находим: 


в, < За(1)+ № (1) < 


Х=1 


< (>) 2 2 ма) < паи (+ М (у), © 


так как функция и (5) не убывает. 
Но, согласно (19), 


1 
те 
Отсюда и из (31) следует, что 


5, < а г (+ мау) < 265 (у + м (5; м) = 
= Сыма (у) (№> 1). 


Кроме того, В, =и (1). Отсюда окончательно 


Зв. < < бит). 


Этим установлено, что последовательность {В„} обладает свойством 9’), 


и лемма полностью доказана. 
В настоящей работе мы воспользуемся этой леммой только для 


@ —= о 
$ 4. Теоремы 


Переходим к изложению основных результатов работы. 
ТЕОРЕМА 1. Иуть функция и (5) (0<0<т) положительна, не 
убывает и 


т (7) < С: 16 (8) ©0<8<ч<п”.. (32) 
Если ряд 
лье (=) (33) 


9* 
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расходится, то существует непрерывная периодическая Функция © А, 
для которой 


6, }) =0(@)) 0<8<%. (34) 


Доказательство. Функция и (6) удовлетворяет всем условиям 
1 
леммы 2 для а ==. Применяя эту лемму, получаем, что существует 


положительная последовательность {В„} п=1, 2, ...), обладающая 
свойствами: 
1) В» 10, (35) 
<> з 
2) ряд Зж В. расходится, 
п=1 
3) Зв. < < т (+ ) 2: оо (36) 


Воспользуемся теоремой (1) введения. Так как в силу (3) и (35) 
те Ва), 
то мы получаем, что существует функция / 6 А, для которой 
Еь (,) =О(В.) (в=1, 4,....). 


Оценим модуль непрерывности этой функции. В силу свойства 8) мо- 
дулей непрерывности, имеем 


«л)-о (+3 в), 


(4) 965). 


Пользуясь свойством 7) модулей непрерывности, выводим отсюда, что 


откуда, согласно (36), 


® (8, /1) =О(и(8)) (0<8 <”). 


Итак, ЛЕА и для этой функции выполняются соотношения (34). 
Тем самым теорема 1 доказана. 


Отметим, что эта теорема является обобщением сформулированной во 
введении теоремы (Ш). 

Следствие 1. Пусть функция и (5) (0<8<") положительна, не 
убызает, а Функиия 81 (8) не возрастает. Если ряд (33) расхо- 


дится, то существует непрерывная периодическая функция НЕА, для 
воторой 


® (8, 1) =О (#(8)) (0<8<т). 


Действительно, если функция 811 (8) не возрастает, то для нее вы- 
полняется условие (32). 


АБСОЛЮТНАЯ СХОДИМОСТЬ РЯДОВ ФУРЬЕ 97 


Согласно результатам $ 2, всякий модуль непрерывности ® (5) удовле- 
творяет условиям теоремы 1. Отсюда вытекает 


Следствие 2. Пусть ® (8) (0<8<т) есть модуль непрерывности. 


Если ряд 
Ху) 


расходится, то существует непрерывная периодическая функция „ВА, 
для которой 


© (5, 1) =О (® 8)) (0<8<”.. 


ТЕОРЕМА 2 (основная теорема). Пусть (8) (0<8<”) — положи- 
тельная функция. Соотношения 


® (6, /) =О (о (6)) (0<8<=) (37) 
влекут } ВА в том и только том случае, если сходится ряд 
4 +1 
т (5). (38) 


где «” (6) — истинная мажоранта, построенная по мажоранте о (5). 

Нужно доказать два утверждения: 

а) Если ряд (38) сходится, то соотношения (37) влекут /6А. 

8) Если ряд (38) расходится, то соотношения (37) не влекут ]ЕА, 
т. е. существует функция ЕеА, для которой выполняются соотноше- 
ния (37). 


Доказательство ©). Согласно лемме 1, соотношения (37) влекут 
@ (5, /) =О (®* (6)) (0<8<»п. 


Теперь /6Е А вытекает из сходимости ряда (38) в силу сформулирован- 
ной во введении теоремы (П]). 

Доказательство В). Согласно результатам $ 2, всякая истинная 
мажоранта ‹* (6) удовлетворяет условиям теоремы 1. Применяя эту тео- 
рему к и (6) = ‹* (5), получаем, что существует функция №ЕЛ, для 
которой 

(8, /5) =О (в" (6)) (0<8<т). 
Но, в силу свойства 1) истинных мажорант, 


‹* (8) <о (6) ©0<8<%». 


Поэтому для функции ], выполняются соотношения (37). 
Тем самым установлены утверждения о) и В), и теорема 2 полностью 
доказана. 
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АППРОКСИМАТИВНЫЕ СВОЙСТВА ЛИНЕЙНЫХ МЕТОДОВ 
СУММИРОВАНИЯ РЯДОВ ФУРЬЕ 


(П редставлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В работе исследуются аппроксимативные свойства произвольных 
линейных процессов приближения периодических функций и устанавли- 
ваются эффективные условия для того, чтобы порядок приближения, 
осуществляемый данным методом на обычно рассматриваемых классах 
функций, совпадал с порядком наилучших приближений. 

Получены также-асимптотические оценки приближений для широ- 
кого класса методов. 


8$ 1. Введение 


Эта работа посвящена исследованию произвольных линейных методов 
суммирования рядов Фурье сточки зрения их аппроксимативных свойств. 
Пусть /(5) — интегрируемая, периодическая периода 2 функция и 


со 
У (ах с03 Кд -- бу вт №5) Е, 
Х—1 
— ее ряд Фурье. 

Любая треугольная матрица чисел )\+® (Ё =0, 1,2, 3,...,п- 1, 
29 =4, „+1 =0) определяет некоторый линейный метод приближения, 
приводящий в соответствие каждой такой функции последовательность 
тригонометрических полиномов п-го порядка Он (7; д; ^.) вида: . 


т 
(в (1; 2; ^) = —® + У 2% (аъ созйх - Бьзт йа). (1.2) 
=, 

Одной из важных задач теории приближения является задача иссле- 
дования аппроксимативных свойств методов такого типа. Эти свойства 
в общем случае для каждого заданного класса функций 9% определяются 
поведением верхних граней 

6» (%; х; №) = зар |1 (2) — О» (1; 2; ^) |, (1.3) 
165% 
которые являются их количественными характеристиками. 

В настоящее время имеется ряд результатов, более или менее полно 
выясняющих поведение величин (9%; 2; ^) для отдельных конкретных 
случаев [см., например, (2) — (5), (19) — (14)]. Некоторые из них дают 
точное значение либо асимптотический закон убывания констант фт(9%; 2; ^) 
при п-> со для равных классов непрерывных функций [см., например, 
(°), (12), (14), (23)], другие выражают лишь порядок убывания указанных 
верхних граней при неограниченном возрастании п. 
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Первый асимптотически точный результат такого рода для случая 
Л. =1 0О<А<”п) принадлежит А. Н. Колмогорову (12). 

К данному циклу работ относится также и работа Б. Надя (18), 
где указанная задача изучается в более общей постановке. В ней 
рассматриваются линейные методы приближения, для которых числа. 
Л») при всех п являются значениями некоторой так называемой «сум- 
маторной» функции / (и) (0<и<1), т. е. 


К 
+). 


В этом случае, пользуясь аппаратом теории интегралов Фурье, при 
известных ограничениях, накладываемых на «сумматорную» функпию 
(и), Б. Надь получил несколько результатов, дающих, в основном, 
представление о порядке отклонения’ @„ (9%; х; ^) для обычно встречаю- 
щихся классов функций. 

В этих работах с указанной точки зрения подвергались исследованию 
класса УХ Н® функций, у которых существует г-я производная, удовле- 
творяющая условию Липшица степени & с константой единица, и им 
сопряженные классы И” Н®. В некоторых случаях рассматривались 
также более общие классы функций, имеющих г-ю производную, модуль 
непрерывности которой не превышает заданного модуля непрерывности 
® (1), и им сопряженные, Их принято обозначать соответственно через 
С Нь и "®Н.,. 

‚В настоящей работе мы рассматриваем произвольные линейные ме- 
тоды приближения и устанавливаем некоторые общие факты, определяю- 
щие их аппроксимативные свойства на этих классах. 

Основными вопросами, к которым относятся полученные здесь резуль- 
таты, являются следующие: 

1. Какой должна быть матрица чисел ^»(®) для того, чтобы при п-> со 


Е 4 
п ОН; ИА и 
6" Не 0 (=) ры (1.4) 
@, (ИОНЫ; =; ) в 


2. Каков асимптотический закон убывания величин 6» (%; х;^) на 
рассматриваемых классах?. 

В $2 получены асимптотические оценки констант (1.3) для случая 
приближений интегральными операторами Н. И. Ахиезера — Б. М. Ле- 
витана. Эти результаты в основном носят вспомогательный характер и 
в $5 используются при получении соответствующих оценок для произ- 
вольных линейных методов суммирования. Теорема 4 $ 2 может пред- 
ставлять также известный самостоятельный интерес. Она обобщает неко- 
торые результаты, полученные ранее А. Н. Колмогоровым (2?) [см. также (21)] 
и С, М, Никольским (14) для сумм Фурье. В том же параграфе для 
сравнения с периодическим случаем исследуется приближение любых 
функций, заданных на всей вещественной оси и удовлетворяющих там 
условию Липшица степени я, интегральными операторами Н. И. Ахие- 
зера — Б: М. Левитана, которые теперь уже, вообще говоря, предета- 
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вляют значения на действительной оси целых функций конечной степени. 
Теорема 2 устанавливает асимптотическую оценку соответствующих при- 
ближений в данном случае. Сравнивая ее с теоремой 1, мы приходим 
к выводу, примыкающему к одному весьма интересному факту относи- 
тельно наилучших приближений, недавно установленному С. Н. Берн- 
штейном в его известной работе ($) [см. также работу (??), где этот вывод 
сделан для случая а = 0]. 

В $3 устанавливаются некоторые вспомогательные утверждения, 
которые, так же как и теорема 1, в последующем используются для 
получения основных результатов. 

$ 4 посвящен исследованию линейных методов, дающих наилучший 
порядок приближения. В нем приводятся некоторые результаты (теоремы 
3—6), связанные с первым из указанных выше вопросов и выясня- 
ющие влияние структуры матрицы ^»® на аппроксимативные свойства 
соответствующего линейного метода. 

Заметим, что это влияние обнаруживается уже из общих соображений, 
и главным образом связано с поведением разностей 1 — \»(® при п-> со. 
Так, например, если мы хотим, чтобы данный метод гарантировал равно- 
мерную аппроксимацию любой непрерывной функции, то для этого необ- 
ходимо, чтобы каждый столбец матрицы ^»(®) представлял последователь- 
ность чисел, стремящихся к единице. При этом степень осуществляемого 
приближения известным образом связана с быстротой данного стремле- 
ния. 

В частности, легко доказывается, что стремление к нулю отклонения 


тах | /(1) — ПИ, (вх; ^) | 


не может быть более быстрым, чем любая из разностей 1 — \,@®, за 
исключением тривиального случая, когда /(х) == соп$%. 

В $5, относящемся, в основном, ко второму из указанных выше во- 
просов, даны оценки приближений’для произвольных линейных методов. 
Полученные неравенства не могут быть улучшены на классе всех линей- 
ных методов приближений. Существует широкий круг методов, для кото- 
рых они обращаются в асимптотические равенства. Теоремы 7, 8 и 9 
этого параграфа дают соответствующие оценки порядка приближения для 
произвольных линейных методов. Из них, как частный случай, вытекают 
найденные ранее С. М. Никольским (15) и Б. Надем (1°) условия того, 
чтобы метод суммирования (1.2) гарантировал равномерное приближение 
любой непрерывной функции. 

Наконец, в этом параграфе для линейных методов приближения с мат- 
рицей, удовлетворяющей некоторому естественному условию (условие 
выпуклости (4.15)), получен окончательный асимптотически точный 
результат (теорема 10). 

В заключение заметим, что приведенные здесь предложения содержат 
в себе ряд известных в настоящее время оценок. 

Выражаю благодарность А. Н. Колмогорову, С. М. Никольскому и 
Н. И. Ахиезеру за внимательное отношение к моей работе. 
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8 2. Асимптотические оценки при приближении интегральными 
операторами Н. И. Ахиезера — Б. М. Левитана 


1. Постановка вопроса. Пусть 0 < в„<1 — некоторая последо- 


вательность чисел и 
о. ы 
с08 0 т, (2.1) 
С» (2) = ль 


пт 


Известное обобщение метода суммирования Фейера, предложенное 
Н. И. Ахиезером и Б. М. Левитаном [см. (1), (?)], сводится к тому, что 
каждой измеримой на вещественной оси функции ](7), для которой 


1 (5) 
1 ++ 22 
гральных операторов 


9 (71 бы, 2) = и. и ыы (2 е -)} 6» (9 41. (2.2) 


В случае периодичности }(5) они представляют собой тригонометри- 
ческие полиномы, которые при 0„==1 обращаются в обычные суммы 


Е Г, (— со, со), ставится в соответствие последовательность инте- 


Фейера, а при 0 =— совпадают с соответствующей суммой Фурье 
[см. также работу (’), где для периодических функций рассматриваются 
другие значения 6] *. 

В работе автора (?3) уже было указано на известный самостоятельный 
интерес, который представляет собой исследование оценок приближения 
указанными полиномами. Здесь будет выяснена роль этого исследования 
с точки зрения приложений в задаче об эппроксимативных свойствах 
произвольных линейных методов приближения. 

Н. И. Ахиезером и Б. М. Левитаном [(1), (?)] были получены неко- 
торые оценки, выражающие порядок убывания соответствующих откло- 
нений. Более точные результаты для произвольных классов ОН 
И’ Н® известны лишь в случае 6, = — ем. (18) (д. 
® В этом параграфе рассматриваются любые нуль-последовательности 
6 и получены соответствующие асимптотически точные результаты. 

2. Периодические функции, В настоящем пункте мы рассматри- 
ваем класс КУ’”Н® периодических периода 2* функций, имеющих 
производную т-го порядка, удовлетворяющую условию Липшица степени 
« с константой К, и класс КУ®Н® функций, тригонометрически сопря- 
женных функциям из КИ’?Н®. При этом число г может быть также и 
дробным. В последнем случае производная понимается в смысле Вейля 
[см. (°)]. Точнее, периодическая периода 2к.функция ф (5), удовлетворяю- 
щая условию 


2% 
+ (41 =0, (2.3) 
0 


* Следует отметить, что интегральные выражения (2.2) представляют собой 
обобщение усеченных средних арифметических сумм Фурье (суммы Валле-Пуссена), 
к которым они сводятся, если рассматриваемые функции } (2) являются периодиче- 
<кими. В этом случае они исследовались ранее С. М. Никольским (28), получившим 
асимптотическую оценку соответствующих констант Лебега. 
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есть производная г-го порядка от периодической периода 2* функции 
7(2) со средним значением, по периоду равным нулю, если эти две функ- 
ции связаны между собой равенством 


о о м. | соз [* (#—2) +76 0. (2.4) 


Примечание. В силу известных свойств функций, удовлетворяю- 
щих условию Липшица первой степени, класс К И’ ВН совпадает с 
классом КИ’Р+? функций, представимых равенством (2.4), в котором 
г=р--1 и $(1) — любая измеримая периода 2т функция, удовлетворяю- 
щая условию (1.3) и такая, что | (2) | < К почти всюду. 

Следующая теорема для любой нуль-последовательности 6» дает рете- 
ни. задачи об асимптотическом поведении верхних граней 


©. КУЗН®: = эр ° |1 (2) — 0, (1:8, (2.5) 
# 6 ку’) н@) 

6. (КУ”Н®; 1) = эр [1 (0) —чи(7; в; 2) | (2.6) 
е 6ки/()н(®) 


при п-> со. 

ТЕОРЕМА 1.* Для любых чисел гих (т>0, 0<%а<!) и для ию- 
бой последовательности 0„—>0 при п со справедливы асимптотические 
равенства 


п 


(^) т. т 
бот (КУ Н }2 | 2+1 К т 1 2 
я 
) 


1 
вы 5 | мзльа +О(ие), (2.7) 


0 


20е 0» = Шах [6 т и О (1) — величина, равномерно ограниченная от- 
п 


носительно всеф последовательностей {0}, для которых в<1— 06 


(0>>0). 
Доказательство. Нетрудно показать, что, благодаря периодично- 
сти функции ] (57), суммы (2.2) могут быть представлены в виде: 


К вх 
соя) = ем, 
[А <® 


где с» — комплексные коэффициенты Фурье функции } (7) и 


И 0О<|и| < 1 — в, 
Х{@) = < 
нал ой ар 
Положив 
И Ри, зи. 
2 й 
о (4 бы) Е 5, р, 
2зт т 2п эт? 


: . с 23 
* Эта теорема без доказательства была ранее опубликована в работе автора (25) 
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можно написать 


усе Ее. а. 


п 


эры ле око 


1 
Очевидно, что если „<— ‚то т=п— 1, а для данного случая тео- 
рема уже доказана [см. (14)]. 


Пусть теперь 9, >—, т.е. т<п— 2. Тогда 


бъ (7: 9: 2) = 
и (7+) [2.0 У рота ивр} &= 
— У=0 У=0 


=е-ж \ 12 +0 № (04 


т. е м 


вл ({; 6; 2) = 


пт 
У=шт 


Отсюда, обозначив А, (}; 5) =] (2) — 5, (1; 1), легко вывести, что 
п—1 


7 (2) — оп (7; в; 2 > А, (1; 2). (2.8) 


Из очевидных соображений вытекает, что величины Е. ИЯ” ®: 5) 
и ©. „ОН, т) не зависят от х. Поэтому удобно все рассуждения 
проводить при х = 0. 


В работе А. Н. Колмогорова (1?) [см. также (?')] было показано, что 
в наших предположениях 


А, (1; 0) = \ 2,09 ($ (04, (2.9) 
та тп 
о 
=т-+1 К 
Поэтому 
т п—1 
70) — в. (650) от 0 2904. (2.10) 


Рассмотрим отдельно случаи 0х1 и«=1. 

Первый случай. 0<«< 1. Из известных уже соображений сле- 
дует, что при нахождении величины фо, (ИН); 0) мы можем в равен- 
стве (2.10) считать, что $ (0) =0, т. е. считать в нашей задаче верхнюю 
грань распространенной не на весь класс периодических функций $ (0, 
удовлетворяющих условию Шро с константой единица, а только на его 


подкласс Но.“ функций, обращающихся в нуль при #=0. Воспользо- 
вавшись соотношением 
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1 
( +029 0#-0(==), т<<пт—1, (А) 
== 


имеющим место равномерно по всем $ () ЕН [см. (14)], найдем, что 
4 г 
оз = ну 90 У 2004 +05), @49 


где М» =[—*,‚*] -[--, =]. Применим известное тождество [см. (12), 
в 25] 


А(Г) (2) 
2%” = ы сЕтй {") 1 й В) 
и ( 
где 
эт С з + — 
А () 2 2 
2 яп ра 


8/7 =АС 1 [В 0 + С° (4] хе: В О, 


А=У-ы 
сов ив 1, эт 5 эт (+1) 
В (= о, о, 
2 512 — Азией 
1 1 
А (=, Д? (А) =Д (Е) - АЕ 1. 
Е. ®-А®-А+1 


Тогда из (2.11) получим, что 


"д (”) (1) 
Бы вы [яя чт 


с: \ ву 8 | -+0(— 
=>. 2 > - Е 
Можно показать, что 
ео =0(-=), п<у<», (©) 
п 


Мп 


равномерно по всем функциям $Ф(1 из класса Н® [см. (14)]. Поэтому 


п—1 А,” (+) Й 
Оз 30. чак От) 
ИЛИ 
®—1 
О м 6) 
Е ры 


п1 


Не нет} [+0 (55). 649 
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Для каждой пары чисел п, т и для данной функции $ (1 6 Н® обозна- 

чим через / целое число, для которого 

№М—1 п ых. 

2 \ $ (0 А,” ()@&= шах У \Ф0АЗОа, т«М«ь. 
1 1 
п 


у=т ТЗй<П—1 ут. 
т 
Применяя преобразование Абеля и учитывая положительность чисел 
1 
т < у< п — 1, нетрудно установить неравенство 


0 д’ 
я х п—2 Р : 
р ыени. К (т) 
- — ие} А И 
4 7 7 к №МЬ—1 
а МЕ (т) 
ее Е $9 > 4 (14| < 
п №М—1 
09 ? [9 
. ть (т) / = Я (п) : 
ее \ Ф (1) 24, (2 4 — [к (®), (2 13) 


где С — некоторая положительная константа, не зависящая от пи Ф. 
В силу тождества 


Е ях 1 
м, за (р 1) >. п [+95 +7 
т. 
У=0 2 5112 -5 
мы получим 
М1 Зы? М — 5? т соз ^^ - Е (5ш Л — яп ич) зш Не 
4 (г) 2 2 ых 5 
> А у (2) — р = 
У=т 2 5102 -5` 


эт (М — т) 5: [(У+ т) +5 


2 5102 5 


Таким образом, 


. р : гп 
ы 4 хе эт (№ — т) -- зщ | (М- т) = + 
и ив] ен 
-ы 


®— 


ей (2.14) 


- $ 
2 
2 зщ 5- 


Обозначим через / наименьшее целое число, удовлетворяющее неравен- 


2(°+1—=)= 
и 2 
ству >=, и положим Ь= Е 
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Пусть для ь- 


< 
[ 
Кум ® = 
| 
| 


1< к 
0 


тв (№ — т) 5 эт [+ т) о | 
16 [. Ч ‚| й 
25? | га С 
Представим К, м (1) в виде суммы двух функций: 


Кн =, мн, к, 


где 
Ч, мь+-|_ К», м (0, #10, 
К, м(ь—1), #530, 
и убедимся, что 


Е, 


\ 9. (0 г, (= Иа (2.15) 


равномерно по всем функциям ФЕН, ®. 
Справедливость этого соотношения вытекает из неравенства 


[$(0 | =|$(@ —$ (0) |<: 
и из того, что 


о 
а вт) 5 [(№+ и) 5 +7 | 
Е 


. 1 
Я 

: 1 5 5 
У —. 
2 


ее. 


У+т ва (М т) т (М— т) (+0 


а $112. =- . 5 (@, +0 
— М+т 
М-т и (М— т) (в +2 ви 5 (М т) (2) 
= \ в (М т) > — Й 44| < 
5 $1? о (, +2) 1 >. (, —7 
г о. +0 — т (№ —т) (4, ОИ 
Е Е ЕЕ 
0 2 У 
т 
+ \ вт (М + т) > т 5 (Ми. 
0 
4 4 №М—т 
9) 
т > (+0 зп >(—0 
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Далее, так как = < ‚& >00, &- пая (М +т-— 1); авт 


для > (М + т), то, в силу равенств 


< 


1 
‚2 ую [м +т + а 
а -0(), 
и 31102 = 
г 
й п эп (М— т) в (м - т) о 5 7 
ПЕРО \ А ое 
: 1 эт? > 
Ме 
где М. = [5 (М т — 1), мы получим, что 
а 


о х \ $ (1 К, м (0 4 +0(-=), 


см 
и 


2 


откуда | т 
т 4 с 
1 м (9) = ®—т)п \ Ззечок. (0% +0(-= =) 
а И 
ИЛИ 
ия } У ОК, дв) К, ый = 
0 У—=1 
Й а Мл 
ет: \ У {+ — 90—14, м д} + 
0 у=1 
ра №.—1 
+ \ Уфа +0(+ .). 
0 У=1 


Но так как, в силу (2.15), 


М-+т М, М.—1 Й 7 
\ ОО 20% == — о ==) =0 — 
о ыы У=1 бай 
Ты® ($) = 
у 
х.8 (фонда Но - (2.16) 
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Из этого соотношения, благодаря тому что Ф(ПЕН 9, следует неравенство 


М:—1 К 
(п) 2% вт: 1 
О рт > ) р (+0 +0 (-=), (2.17) 

Гз 2е 

М+—1 ны : ы 

0—1 * эт (М- т) = п —- 5 (№—т) (8) 

же Е - У м р Н “+0(-=). 

= $ $11? —— (&, + #) п 


Отсюда нетрудно получить, что 


п 
ое И ВН т) >. 


мт (М тут, 


ег Е и+0(*)- 
($) < (п— тп та 2 НЕ -а 
уд ИЗ 
д №1 | зт (М — т) МЕт 
рами ля р 
а НЯ 
У= о - 
М—т —- 
№М+—1 | зту |2 
м 2 Я деано М- Й 
=(5==) а =(М-т) 2 У и} изшей +0 (=). (2.18) 
я 0 
Заметим, кроме того, что 
мет | [т] зщ Е 
М-т_х Пи АДаРИХ М-+т 
в (М— т) У — п(М-т у? в 
У=1 = 
М№М.—1 | пу =" = ея 
№М-+т % М+т | _ М+т х М-+т 
ПВ 0" ИА ИИ Ив) эти 150 
№М—т 
. М 
< зум 
__ ЗАаРиО М-+т 
ит 9 мо +О(1).. 


Если еще учесть, что для О < тт 


„во 


\2 


х п аа — (2 эт 2) 4, 


и равенство 


бы (а рае форева — ма |+ 044 


из которого следует, что при х-—>0 


у2 


ре (па (2 5)& = бы О) = +06, 
У=1 0 о 


3 Известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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= ИТ т, найдем 
то, ВЗЯВ 2 — Пт , д 
—т 
М1 | $} 
№М-+-т * Ев №М+т 
ы == | О (1) 
п (М — т) У — 


У=1 


ИЛИ 


2 
С 1 

<= Из + 0(-). (2.19) 
0 

Рассуждая аналогично, мы получим такое же неравенство для интеграла 


1 
(п) г У (") 
т т 
т а ЕО 


У=т 


где №’ определяется при помощи тех же соображений, что и число М. 
В силу (2.19) и (2.13), мы из (2.12) находим, что для рассматриваемых 
функций ] (2) 
7 1 
О 


пт (п— тт 


0 490 04| +0(33=). 


Ми у=т 


Применяя к двум интегралам, стоящим в правой части последнего 


соотношения, неравенство (2.19) при № =и и ему аналогичное (для 


промежутка (- т, ==) при М’= п, мы, таким образом, получим для 
0<«< 1 асимптотическое неравенство 
Ч. 
И к 2 
в. (КИРН®; 0) < и | те + = (2.20) 


0 


С другой стороны, для каждого и можно указать функцию /» (2) 6 КУ’Н® 
такую, что | [п (0) — ст (]п; 6»; 0) | с точностью до слагаемого, порядок которого 
есть О =)’ СОВПадает с правой частью (2.20). Для этого достаточно 


взять функцию /, (2), у которой ’-я производная $, (2) на отрезке [0, *] 
определяется аи 


Е 0<е<, << пт, 
ие Се ое, 
ь Е, а ооо 
__ 2 "К (1—2), 2 157+ з 
2 


и аналогичными равенствами на отрезке [-— т, 0]. 
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То, что Ф„ (7) принадлежит классу Н Г. проверяется непосредственно. 
К тому же из (2.16) при М№М==п легко усмотреть, что для функции 
Ф„(т) неравенство (2.17) обратится в равенство (К =1). Если теперь 
учесть, что все последующие за неравенством (2.17) преобразования для 
получения (2.19) имели характер асимптотических равенств, то отсюда 
получим, что ф, (7) есть экстремальная функция. 

Второй случай. а=1. Учитывая примечание этого пункта 
(стр. 103) и рассуждая аналогично тому, как мы рассуждали при 
получении (2.12), найдем, что в этом случае 


п—1 
ее 1 ("+ 1) 
|4» (0) — о (ых 655 0) = ет ы 0 4+ 
п—1 
и. \ 50 У ен а +9(тв) (2.21) 
Мп У=т 


где $ (1) = "+ (1) всюду, где (г - 1)-я производная функции } (#) суще- 
ствует. Задача, таким образом, сводится к нахождению верхней грани 
правой части (2.21) по всем измеримым периода 2« функциям, удовлетво- 
ряющим, кроме (2.3), т |Ф (1) | <1. По этой причине 


1 1 (7+1) 
(п — тт + ое 5 ан (да < 


1 
п 


Е И 
< . 

п’ (п — т) п 2 т? и 
НЕ 7. 
т 
где № определяется так же, как и при получении (2.13). Вычисления, 
аналогичные тем, которые проведены нами в (22) при получении соответ- 
ствующих констант Лебега, показывают, что 
+х 

2 2 1 
г =: Шу 0 (1). 

1 2 81? -- б 

Е | (2.22) 


1 
Следовательно, в силу (2.24), для любой функции ] (1) © ИЭН“ справед- 
ливо асимптотическое равенство 


|7 (0) — ом (7; 0; 0) | = 
(и 1) 


й и 
зт (п — т) = зщ | (в + т) — -+ 
} ны и|+0(.1 [ен 
210 — 


- и: а 
п | эт (М — т)  -ва | (М- трея 
1 


1 
(п— т) п 


т | зп (М-— т) эт [+ те + 


1 


5% п’-1 (п — туп 


Мп 


1 
равномерно по всем ДЕ И’ЭН®. 
Поэтому, как легко видеть, в нашем случае 


6.„(И”Н®; 0) = 


а 1 (+1) т 

т (п — та | (им 
ь т | з# (п — т) 5 [ 2- 2 ] #+0(- вы 
п” (п — т) п 1 2 вт? 5 


3* 
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. Остается еще раз применить равенство (2.22) при М№==п, чтобы 
завершить доказательство первой части теоремы в случае « =1. 

Доказательство второй части теоремы легко сводится к рассуждениям, 
проведенным при доказательстве первой части [см., например, (№)]. 

3. Произвольные функции класса Гра на всей веще- 
ственной оси. В этом пункте для сравнения с периодическим случаем, 
исследованным вп. 2, рассматриваются любые функции, заданные на всей 
числовой оси и удовлетворяющие там условию Липшица степени & с данной 
константой К (класс КН®)). Так же как и при рассмогрении других 
классов функций, заданных на бесконечной оси, в качестве аппарата 
приближения естественно пользоваться функциями, предетавляющими 


значения на вещественной оси целых функций конечной степени. Таким, 


ЕВ 4 
весьма удобным по. ряду причин (по крайней мере для случая 0 < а 


аппаратом приближения являются интегральные операторы (2.2), пред- 
ставляющие в этом случае значения на действительной оси целых функций 
степени п — 1. 

Следующая теорема’ устанавливает асимптотическую оценку отклоне- 
ния рассматриваемых здесь функций }(2) от соответствуюших функций 
сп (}; и; 2) при 0„->0. 

ТЕОРЕМА 2. При любом 0 << 1 и п- © имеет место асимпто- 
тическое равенство 


ро! (4%) — 9ъ ({; вы; 2) | = 


1 
16кн(°) пала Е па 


&«--1 
А ити +0 (=), (2.23) 


где О (1) — величина, равномерно ограниченная относительно всех после- 
довательностей {8}. 

Доказательство. Представим последовательность си (}; в; 5) в 
форме 


созп (4 —6,,)+ — с03 ё 


Е \ Ге РАНО (000 


пд к 


и заметим, что верхняя грань в левой части (2.23) не зависит от х. 
Кроме того, в силу известных свойств операторов (2.2) [ем., например, (1]], 
без ограничения общности можно считать, что эта верхняя грань распро- 
страняется не на весь класс КН®, а лишь на его подкласс КН. ® четных 
функций, обращающихся в ноль в точке х=0, и что К =1. Таким 
образом задача сводится к нахождению’ асимптотического поведения 
величины 


зир »(]; 0; х) (К=\). 
3:0 
Отправляясь от представления (2.24),. нетрудно получить, что если 
ЕН. ®, то 


28-1 
2х. 


п 


4 1 Тиё т > пб 


со 
(1; 6; 0) = 5 У 
о да 
А" 


#2 


и + 0(=} 
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ео 
ъ 
где „=—5_ п и 0(1) — величина, равномерно ограниченная относи- 


тельно всех функций класса Но® и всех последовательностей @„ > 0 
Пусть 


2 — 1 
[ 0, 1 | ат =_=} 
1 
Эт ти эт > пб, р 


ПА ЕЕ 


Кум (й) = 


и. (+) -| К, +0), #20, 
т К. (= 1), ое 


Убедимся, что 


оао") (2.25) 


равномерно по всем функциям ] (1) Е Н,® и всем последовательностям 0 
Это легко проверяется на основании того, что 


17 (01 =17 0—1 0) |<“ 
и в силу соотношения 


2у-т 


п 
п” 1 И Е уп 
2т зал ёзт — пб. т эти 8т 5 пб, +: 
ое Адье т ы 4 | = 
чех о обр 1 | се р — 
р 
ны Вх (2+) 
ыы и т 


пб 
-- | зрочбь ив, ее : | м =0("). 
0 
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Стало быть, применяя соотношение (2.25), получаем: 


и: 
с (1; 65; 0 тр | к... 04+0(-=)= 
нак дк, еде дж Данон 
Ее 
Я и дн-дао 
не нЕ 


со п 
[ао (7; вы 02 УЦ чи +|4+0(=)= 
У—=1 0 т / 
НР о 1 ти 5 пе, и +) 
уе ен. оз 
Следовательно, 
2и+ 1 „3 со вто" : 
| ({; ви; 0) | < — иж У о. 


Теперь нетрудно обнаружить, что 


п 


вое а ит р --0 (№ 
| бъ РЁ пу мари 6 ( 
0 


равномерно по всем функциям класса Н® и всем последовательностям 
9». Остается еще заметить, что правая часть неравенства (2.26) на рас- 
сматриваемом классе функций достигается. 


8$ 3. Вепомогательные леммы 


Вэтом параграфе устанавливаются некоторые вспомогательные утвер- 
ждения, нужные для получения основных результатов. 
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ЛЕММА 1. Пусть для любых п, &=1, 2, 3,...и для некоторой 
Функции ® (1, являющейся модулем непрерывности, 


ск" (®) = -= °(* т) ее (3.1) 


Тогда справедливо соотношение 


1 
ео м (3.2) 


равномерно по всем п и Ё. Кроме того, 


4 
-( 
У («) = е № () (0) |) а (3.3) 
Равенство (3.2) после интегрирования по частям немедленно вытекает 
из тождества 


п 
(2-1) 7 


. (1) и 2 \ 21 
вает (6) = к Т : 0032 4% [окт] 


если учесть, что ® (1) монотонно возрастает. 
Далее, так как 


в 
2(п—1) 


с. («) — с" (о) —2(®—1) \ (24) эм (п — 1) 4 — 
`0 


п 


— г 
ты \- (21) зп иё Е = 2 и в (20 с соз2 
0 0 


1 
ив аший +0" = < 


эт а 
< ели+о[" `» Л 


то отсюда следует и равенство (3.3). | 
ЛЕММА 2. Для любого целого г>0 и для любых п, р=1, 2, 3,... 
имеют место соотношения 


ое човеЫ до 
4-1 КГ [(2р +1) п — К] (22-1) п п” (2р + 

о р. 

-@рнуты "и — ОРНЮ"] (22 +1)” т пар +1" | ВЕ 
со хе 
п ви +0(1) 
К (Е —п) п п 
Ё=п-Н1 . 


равномерно относительно всех р и п. 
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„Для доказательства равенства (3.4) заметим, что 


4 а 1 
— а [1 В У ту ==]. (3.6) 


ж" (с — х) ея 


Кроме того, если О ас, тов т [| функция 


4 
о монотонно убывает, а для х я н 1 монотонно растет. Поэтому 
‚(2р-+1) ®—1 1 т 1” (2р-+1 п1 ] 7 

Е а 

к-та ® (2Р-Ю"—#] ты ^ (р +1)1—#] п’ (2р + 1) 
(2-1) п1 а 7 
ня 
ь ее 
п-+1 
Я [2+1 п — 1] [221 — 1] 
о ЕЕ ЕЕ ВИ а, 
[2Р +1) п] Гоа д 5- [Фр +1) 1 


ТА 


1 4 
ета ий Е 
о ерот-= ни | 


ыы [ р + 7] 
[(2р-+1) "Г п’ (2р +1) 


равномерно по всем р и п. 
Справедливость соотношений (3.5) проверяется аналогично. Так как 


4 
функция. УВЕ 5 при х›>с монотонно убывает, то, в силу (3.6), имеем: 


со 


= И 1 
о т СИ Я рту а 
&= арарла © [& — (2+1) п] а [^ — (22-1) п] А ет 
ты \ Е и, [ЕЕ — 
арен * № РР] п’ (2р + 1)" 
т—1 
1 й 
= — Ш [(2р-+1)п-+ 1] — о 
р -+1)”]" и р РР | 
4 |= пл Го) [5 (22-1) 
п’(2р+1)"| Фр) пр (р + ти 


равномерно относительно ри п. 
ЛЕММА 3. Для любой последовательности. чисел {р;} справедливо 


соотношение 


п 


п-—1 в 
п — А г [792 
2($, 3 Ань, Х-к + ьы ШО). ). (3.7) 


‚Равенство (3.7) проверяется непосредственно путем последовательного, 
применения двух преобразований Абеля. 
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ЛЕММА 4. В случае г = 0 первое из равенств (2.7) (соответственно 
второе) теоремы 1 выполняется равномерно относительно всех последо- 
вательностей в„>0 для любого 0 «< 1 (соответственно для любого 
О). 

Справедливость этого утверждения непосредственно следует из при- 
веденного в $ 2 доказательства теоремы 1. 


$ 4. Линейные методы, дающие наилучший порядок приближения * 


В этом параграфе приводятся некоторые результаты, связанные с пер- 
вым из указанных во введении вопросов, а именно с вопросом о том, 
какой должна быть матрица чисел Ху”) для того, чтобы на всех классах 
У ЙНь и И®Но. выполнялось соотношение (1.4). 

Имеет место следующая общая 

ТЕОРЕМА 3. Для любого линейного метода приближения 0 (};х; ^), 
Ре Ь и для любого модуля непрерывности’ в (1) справедливы асим- 
птотические неравенства: 


би (ИО Нара: № А 
ь 4 А 
мы ЧЕ оч зп 
6, ОНь; 2; № ]^ " \,) 


о" х о 4.1) 


| 
А=1 К 


п 
> 1 — №) шп 
а ^ (ПАН!) п’ 


где величины О (1), входящие в правые части (4.1), равномерно ограниче- 
ны относительно всех рассматриваемых матриц. В случае г=0 эти 
соотношения имеют место для всех матриц, для которых |\Т|<С (С— 
произвольная константа). 


Если, кроме того, функция ® (1) удсвлетворяет условию 


$ 6 (6) + (6158 (8%), 


то неравенства. (4.1) остаются в. силе при увеличении в них правой 
части вдвое, и в этом случае в классе зсех линейных методов прибли- 
жения их дальше улучшить нельзя. 

Теорема 3 показывает, в какой мере быстрота стремления чисел 5 
‘к единице (при п-> со) влияет на степень приближения, осуществляе- 
мого данным линейным методом. К этому вопросу мы еще вернемся. 

Доказательство теоремы 3. Пусть ф„’ (2) — последовательность 
нечетных периода 2ж функций, заданных на [0, | следующим образом: 


ы 22 п 
5« (=), О<+<5, 
и М 
п 2% (== "), ы <1<г. 


* Основные результаты этого и следующего параграфов’ без доказательств были: 
ранее опубликованы в работе автора (*“). 
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Легко видеть, что 
Ф,* (2) = Хе (в) чт (28 + т, (4.2) 
А=0 


где коэффициенты ИЯ определены равенствами (3.1). 


Рассмотрим последовательность функций 


9" (= +), От, 
Фи (2) = Фи, „(2) = ее, ето Оеа 
когда п четно, г четно, 
(0, <<), 
Фи (2) = $, + (2) =\ $» (2+7), = <<, 


Фи (2) =$„(— 2), —п<:<0, 


когда й нечетно, г четно, 


3 
(0, 0<2<>5, п <<", 
и э 
Фи (2) =Ф„, , (2) = Ф» (= +’), <2<=-ь, 
Ф» (1) = —$„(—2), —п<2<0, 


когда п четно, г нечетно, 


(0, ОЗ, "ок ь 
ие, ® = + (+ +7), а: 
|9, (2) =—9,(-—2), —«<:<0, 


когда п нечетно, г нечетно. 


Можно убедиться, что определенная таким образом последовательность 
функций ф,„ (2) в общем случае принадлежит классу Н». Если же мо- 
дуль непрерывности ®(?) удовлетворяет принятому в теореме условию 


выпуклости кверху, то ф,„ (2) Нь. Кроме того, для всех 26 [= : = 


ф, (2) = Ус, (в) 5 | (2% +1) пе (ЖА) |. (4.3) 
Ё=0 


Пусть г>0. В этом случае очевидно, что последовательность функций 


лы 0 р ааЕины 


т 
а А=1 


принадлежит рассматриваемому классу И ”НЬь. (в случае произволь- 
ного модуля непрерывности о (#1) вместо последовательности }, (2) следует 


4 
рассматривать -> и (2). Для этих функций полиномы И» (/,; <; ^) могут 
быть представлены в виде 
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Таким образом, 


п 


5 
1, (2) — О (7; 2; ме. с воз [ (2—2) +77] + 
т А=1 
<> со | Кё — 2) +7 
- >» т а 
Ат 


Поэтому 


бы" ”Ны; 2; ^) = 6 ИОНЫ: 0; >10 — 0,0 |= 


1-5 — с5(ы+7 + у воз (+5 а 


= 
0 #=1 К=и-1 . 


_@ 
ней 


(4.4) 


Но так как для любой константы С 


и т 


60$ (в -- >) 


>, 
< 
| 
$ 
о 
# |= 
=> 
| 
ы 
2 
|= 
мы 


и, кроме того [см., например, (1?)], 
С 
у с08 и а 5) 


А=и-1 


= _—зо 


те 


| [ * (п) ео соз(#+ 7) | 
оо мех 


й 
А=1 К=т-+1 р. 


с ео 


А=1 к 


ь 2 
(ИОН а >> 


Следовательно, из (4.2), (4.3) и (4.4) мы находим, что 
#=1 
Г 


© 08 (+7) ] — 
+ р С (в) эт [2-1 пе (22-1) 7 41 


2-5] +‹[-®] 


п 


= 
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пп 


(=) 22.09 (в) [ а 9, ® 7. ти 
6®(ИНы; 2; >| — ух в — (м +5) + 


0 


( тп нем о. 
У У Я ие — (++ 


О = 


ео с 1 (®) яп [2 1) т - (21-1) = [112 


$=1 


4 т 
| — 4—^. (п) 
+0] <») 2 = вое: | 


— 


При этом 


с.) (в) у Е ыь ) 


к 


1х == 


зт (п — Еф - 


у = 


)(&) С [ З4—^® 
и: = за [(в Е ЖЕ ля] + 


Ё=1 


вета К 


т У а [9 (® — Кё - за [(в-- А) Е- г=П. ыы 


а Еве вый 8 
и ПНЕнЕ а ЧЕ ий побы 


(п) ть. Е - __ ду #41 
о а х 1+1 ве УВЕ }. 


п вые (ПА) ет: КА 


Учитывая второе из соотношений (3.5), получим, что 


И в" («) У Па ен т х® шл | 
п п—К че Ге 


К =1 к п 
(=) 
«| — 
п 
тг 


1 
вые У ый. и О | (4.5) 


Г 
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Далее 
о Ме № Г 
Ть == — м с (®) \ № р 90 {22 1) п — ЖЕ иж) Ч - 
$=1 0 А=1 
ое ее я 
Е __ и в {22-5 и -- ЖЕ (2-4) =) 4+ 


со 
р 
ХЕта А" 


4 < п 
— > СР (о 1 {[(28 + 1) ю — ] ё- 2} 4+ 


УХ рее теже) у = 


1=1 Ё=п-+ 
. С ОЕ д.0 
п > с ( («) №: А 
1 в К" [(22 +1) п— *] 
не у с (®) 1) 4+9 г 0" 1—2. 
п У 2+1 я ты -. | 


о 0—1 


(п) аа ь 1+ (1 
И > 1 (в) (—1) г о. 


[®=] со 
0 —А+1 1-ет П—А+1 
о 
А=(24-+1) 0+1 = нот [( ЕН п ^ 


Поэтому, воспользовавшись соотношением (3.2), а также равенствами (3.4) 
и (3.5) леммы 2, найдем: 


1 и т 
но] * ©) У и Но |= | (4.6) 


ЁА=1 п’ 


Из (4.5) и (4.6), таким образом, следует, что 


© (ИОН а 21 (о) Ту + (— 1)" 1—2, _ шп 
п 6), ) = п п— г я 
&=1 
1 м 
м 4 О © | — 
+0 м о") (4.7) 
и=1 - : й 


Рассматривая вместо функции $Ф„(2) функцию $„_ (2) и учитывая, что 
для всякого модуля непрерывности ‹ (1) справедливо (3.3), мы, наряду 
с неравенством (4.7), очевидно, получим неравенство: 


2; («) 


п 


о 


2, И®НЫ 2; Х)> А: - -. 


К=1 


И с| = “(+ У ет о |") |. (4.8) 


#=1 т 
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Из этих неравенств, если учесть, что 


Е ИИ А +у 4—2, м г 
Хин и (п-- © 1)2 А" > Ета 
1<'< > <#<п 


ва ® о| 1 
не) 
=1 


мы получаем доказательство первой части теоремы 3 (при г>0) для 
модулей непрерывности, удовлетворяющих условию выпуклости кверху. 
В случае произвольного модуля непрерывности, Ак уже отмечалось, 
все рассуждения следует проводить для функции 5 > Ту, (2 ), и мы получим 
таким образом неравенство (4.1). 

Легко видеть, что поскольку рассуждения проводились для любого. 
г>0, то вместе с тем доказана и вторая часть теоремы 3 (при г> 0). 
Пусть г= 0. Доказательство в этом случае проводится аналогично преды- 
дущему. Мы рассматриваем функции $, (2) =, (2). Для них 


к 


О (9; 2; =- \*, +2 Хх сов ( (#— 04. 


ее == 
Поэтому 


6. (И®Ны; 8; = 6, Ны; 0; %) >19, (0) —И„(9;; 0; |= 


(4.9) 


- (е, (03+ Хе | 4 
0 


К=1 


Очевидно, что при А» = 0 (1) 


6 
\ $" (п) [3 В у №" 05 № а 0 | (-. (С — константа). 
0 


Следовательно, в этом случае мы из (4.9) получим неравенство 


6, ®Н,; #; №) > 


>. Не + у м сов | у с: (=) зщ (22+ 1) та а о[° (:.)], 


К=1 $=0 


| 2 (п) и 
в, (ИОНо; 2; > ео о и 603 Ари ира - 


0 К=1 


о и. Ул ам | 5 с (в) эт (22-Е 4) тай |+ О [® (+). 


0 К=1 1=0 
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+ 


При этом, так как мы считаем, что ду” = О (1), 


2с,® (®)[ < 
——\ > м’ 605 ЕЕ зш иё Е = 
0 


К = 1 
с (п) ыр в п к п 
— = Ул, т (п Ва ©) == ХА, в (п ®) #4 = 
о К=1 о К=1 
(п) и = (п) т 
О оные ® ры 
ты п ПК л, ит п х п А № у 
К=1 К=1 
(п) п—1 
ых с: (©) 1 + (— те (т) 4 
к п 2 пк , +0[(*)], 
=1 


и, в силу (3.2), 


$=1 1 


Е. Уре, (®) в + У ^ о сов |1 (27+ 1) ё 41 = 
0 
ор р (едет (21 41) ваё- 


> 


Е У 2.1 (6) У, а (21 +1) п #4 + 
0 


4=1 Ё=1 


со ки 
+= У 681 ( («) У,” зщ [(22+ 1) п + 14 = о[(*,]. 
1 о А=1 
Следовательно, 
(п) п—1 орт 
©» (ФН. А] > —е и 0 Ио [о (1) | (4.10) 
Х=1 


Рассматривая функцию $, (2) и учитывая соотношение (3.3), 
мы, наряду с неравенством (4.10), получим неравенство 


+0 [(;)]. (4.11) | 


Из соотношений (3.3), (4.10) и (4.11) непосредственно вытекает, что 
_ для любого модуля непрерывности «({), удовлетворяющего условию 
выпуклости кверху, 


г. п («) 
п 


Ея 


> р 


К=1 


п м 


ТЕКС +0 Ё (;-)] (4.12) 


Для произвольного модуля непрерывности вместо функций $„(2) сле- 


2е, 9 (в) 
в. (ИОНы; & > — 
А=1 


1 
дует рассматривать функции = ф„(2), и мы получим в этом случае нера- 


венство (4.12) с вдвое меньшей правой частью, что доказывает первую 
часть теоремы 3 при г=0. Для получения второй части теоремы сле- 
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дует рассмотреть последовательность . функций. $, (2) = $, - (1) и про- 
вести аналогичные рассуждения. 

Остается еще заметить, что существу линейные методы приближе- 
ния (например, суммы Фурье 2, =1, 0<А< п; суммы Валле-Пуссена` 
ЖА = 1, ОВ р, = ри —р<Ё«<п- 1), для которых, 
в силу известных результатов [см. Е ыы (23)], неравенства (4,1), если 
в них правую часть увеличить вдвое, обращаются в асимптотические 
равенства при ® (1 =Г. В случае г=0 эти неравенства’ обращаются 
в асимптотические равенства при любом выпуклом модуле непрерыв- 
ности, например, для сумм Фурье [см. (18)], 

Теорема 3 доказана. Из нее вытекает 

ТЕОРЕМА 4. Для того чтобы линейный метод приближения 
0, (1: 2; \) при п-> оо осуществлял на всех классах ТОН и ИОН® 
(0<и<1) приближение того же порядка, что и Ор (7), необхо- 


димо, чтобы 


ке 1 — „т шп 


1) 
р КГ (п К-1) и +0(:) у в 


Для доказательства заметим, что функция 


со 
Г у с05 Ах 
171 (2) 7х > ия 


А=1 


при нечетном ги О<а<!1 имеет г-ю производную, удовлетворяющую 
условию МЛипшица степени &, а при четном г этим свойством обладает 
ее сопряженная функция *. Для нее 


п 1 —^ 09 п 1—0 : 
РО х нае = ее, 


А=—1 А=т-Н1 К=1 


и, следовательно, необходимо, чтобы 


аи 4 
ВЕ ВНЕ К 
р. А’ (ее) ` 


Таким образом, из необходимости условия (4.14) и неравенства (4.1) 
теоремы 3 непосредственно вытекает теорема 4 для г>0. 

В случае г =0 теорема 4 автоматически вытекает из одной только 
‘теоремы 3. 

Заметим, что условие (4.13), будучи необходимым, в общем случае 
еще не является достаточным для того, чтобы линейный метод И» (1; т; Х) 


* 
Это следует из того, что для наилучшего приближения имеет место равенство 


Е, =0(*). 
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давал на рассматриваемых классах наилучший порядок приближения. 
Чтобы в этом убедиться, достаточно рассмотреть метод, определяющийся 


матрицей Ом, у которой (7) —1 для << |=] и ^9-=0 для 


[+] <#<т+ 1. При помощи (3.6) нетрудно обнаружить, что эта си- 


стема чисел удовлетворяет условию (4.13). Вместе с тем, легко видеть, 
что в данном случае при п-—> оо имеет место соотношение порядка 


6, (ИН; 131) — тт,. 
Однако ниже устанавливается, что в классе матриц, удовлетворяющих 
некоторым естественным дополнительным ограничениям, условие (4.13) 
не только необходимо, но и достаточно. 

Отметим, что при г=0 соотношение (4.13) является необходимым 
условием того, чтобы метод суммирования Ик ($; 5; \) гарантировал равно- 
мерное приближение для любой непрерывной периода 2 функции / (2). 
В этом случае, полагая « = 0, получаем известный результат С, М. Ни- 
кольского [см. (15)]. 

Следующее предложение, доказательство которого будет вытекать и 
результатов 8 5, донолняет теорему 4. 

ТЕОРЕМА 5. Если матрица \® такова, что система чисел 

(о $2 
Е — | 
не убывает и выпукла, т. е. 


О<<п-+ 1, в =0) при кажбом фиксированном п 


БТ, в — 2 > 0, (4.15) 


то для того чтобы порядок приближения, осуществляемый полиномами 
0, ({:1;^) на всех классах УОН® и УОН® (0<«<\), совпадал с по- 
рядком верхней грани соответствующих наилучших приближений на 
этих классах, необходимо и достаточно выполнение условия (4.13). 
Условию (4.15) удовлетворяют многие из методов, применяющихся 
в качестве аппарата приближения. Ему удовлетворяют также известные 


наилучшие линейные методы, найденные Н. И. Ахиезером, М. Г. Крей- 
К 


ном (2) и Ж. Фаваром (5) и определяющиеся матрицей ^9 = >, и тм 
для 1Е [0, 1] 


= 1 1 
АЯ" Я И м се НЫ 
о. 2 ) Е 


если г четно, и 


} Е , 4 ИЛ 4 
№ ()=1—# У, а | 


А=1 


— если г нечетно. 
Из результатов следующего параграфа будет также вытекать 
ТЕОРЕМА 6. Если матрица х) 0 = 0 (1)) удовлетворяет второму 
из условий (4.15), либо вместо него — условию №. < 0, пе для того 


4 Известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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чтобы порядок ‘приближения, осуществляемой полиномами И„(}; х,) на 
всех классах \® ("> 0) и ИО (г>> 0), совпадал с порядком верхней грани 
соответствующих наилучших приближений на этих классах; необходимо 
и достаточно выполнение условия (4.13). 


$ 5. Оценки приближений 


В этом параграфе мы рассматриваем классы функций И’®Н®, 
ОН@©) и получаем оценки для произвольных линейных методов прибли- 
жения на них. 

Справедлива следующая общая теорема, дающая для верхних граней 
6 (УОН®; 4; ^) и 6, (ИОН®) т; ^). оценку сверху. 

ТЕОРЕМА 7. Для любого линейного метода приближения Ив (1; т; ^); 
для всякого целого числа г%0 и О<а<1 при п> со имеют место 
асимптотические неравёнстава: 

0 
и 


— х®) 
дз Не не и 59 +0 (==); 6-4 


© (ТН ®; х; ^) 
6, ТЭН; =;)) 


ой 
2 т—1 
оа--1 р п 
|< из 42 У и Е 
0 


п? пя 
А=0 


ОУ е-в 


п 
у А=) 


К’ 


Неравенства (5.1) в классе всех линейных методов приближения улуч- 
штть нельзя. Существуют линейные методы, для которых они обра- 
щаются в асимптотические равенства *.` 

Рассмотрим отдельно три случая. 

1°. г>0, четно и 0 <а<1. Если / (2) Е ТОН®, то имеет место 
представление 


2п 
в котором $ () Е И/®ФН® = Н® и | ф (1) 4 = 0. Поэтому 


0 


т па 
1 (=) — Ц» (1; <; ^) = \ $0 Ув соз [# (&— 2) +74 + 
—п #=0 
+ = \ $ (0 2% (—2) 4, (5.2) 


* В случае х =0 правые части неравенств (5.1) следует увеличить вдвое. При 
этом И(®Н@©) обозначает класс функций, имеющих почти всюду производную г-го 
порядка, по абсолютной величине не превышающую единицу. Во втором из нера- 
венств (5.1) случай г = 0; «= 0 исключается. 
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1-8 
где функции р" ‚© определены в $2 [ем. (2.9)], а в = 


(Оп, в® = 0. г 

Очевидно, что можно ограничиться лишь рассмотрением функций 
Ф () ЕН®, т. е. таких функций $ (1) Е Н®, для которых ф (0) =0. 
Кроме того, из известных соображений следует, что величины 
@® (ИОН®; т; ^) и 6, И7@)Н@): х; ^) не зависят от х. Поэтому удобно 
проводить оценки для х=0. Применяя к сумме, стоящей в правой части 
равенства (5.2), преобразование Абеля, получим: 


Е п Е 
9—0, (;0;%) |= | Х 4ь5» (6:0 - 
170) — 9» 0;0;%)1= | Х 415% 70 дн 
ас К 
+0 У <", 
-—я —и-2- 


где 9х ($; 0) — частная сумма порядка Ё ряда Фурье функции ф (1 в точ- 
ке #=0. 
В силу соотношений (А), (В), (С) $ 2 мы находим, что’ 


|7 (0) — 0» (;0;^) | = | У Дрй” 5» (9; о) р — 
И=0 


| 5, + (30 |++0(; — | (5.3) 


А=0 


равномерно по всем функциям $ () Е НО. К сумме, стоящей в правой 
части последнего равенства, еще раз применяем преобразование Абеля. 
Тогда 


|7 (0) — 0» (1; 0;^) | = 


=|- У 55» 0 — 95 5 я 9+ 0( о (5.4) 
—0 


4=0 4=0 
Введя обозначение 


К 
1 я 


=0 


мы, таким образом, получаем: 


ХО — 0, 6:0: 1< У АТ [в (650 |+ 
А=0 
че. [ов (9:10) 1+ 05). 
4* 
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ЕВЕ ЕВЕ Пе 


В силу первой части теоремы 1 (случай г=0) и леммы 4, имеют 
место неравенства: 


а--1 Е А й 
|9» (©; 6:0) |< = ет Вы = (5.5) 
) . 


которые выполняются равномерно по всем О< Ап и всем функциям 
$ (1 6 5“ (0 <«< 1). Поэтому 


ИО, ок бизвыйу Ра | + 


Е 
Р=0 


я. 
+0 | (+1 ыы +0 (==) 
А=0 


2°. г нечетно и 0<«<1. В силу (5.2), после применения пре- 
образования Абеля найдем, что в этом случае 


|1 (0) — 0, (1; 0;^) [= 
1 21-3 


у ы с085— —С05 5 1 
ое оО р Е Ва. 
- | Хот Е + 
| ( < ЗША 
0 У а, | 6.6) 
—пв А=п-2 


где 5» (ф;0) — частная сумма порядка # ряда, сопряженного к ряду Фурье 
функции $ (0, взятая в точке #==0, 

ПоуноЕ применявшимися уже соотношениями (А), (В), (С) $2 для 
ядра 042, (9 и учитывая, что 


и ув (п) из (") 
90 == \* бов, = Хам, 


нетрудно получить равенство: 
ИО 0, (6: и |4 в ©— МОЕ тыр 


1 Др. [$ ( (0) — Зы ( (Ф;0 


К==0 


==, (5.7) 
выполняющееся равномерно по всем функциям $ () Е Н®. Отсюда 


п—1 А 
70) — 0, (0:4) |= | -- ХА У, [6 (0) — 5. (8; 0)] — 


А=0 $=9 


о - ео] +0) 


4=0 
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Таким образом, мы приходим к неравенству 
п—1 
|1 (0) — 0» (4:0; [< +1) 14° [2 © — 3, (9;#;0) [+ 
№=0 
+ ® + 1) [8 0) — 9 (9:10) 1+0(- 
п- [в (0) ст ($; п; 0) | + пг-4а } 


где 


сп (Ф;Ё; 0) = т 5, (+; 0). 


1=0 


В силу второй части теоремы 1 (случай г = 0), имеют место неравенства 


а 


[$ (0) — о» ($;4;0) |< 


4 
к | за г аЕ т, (5.8) 
0 


которые выполняются равномерно по всем 0 <А п и всем функциям 
Ф()ЕН® (0<«<\1). Следовательно, 


п—1 
#514 У (Ш 
О 


И) — 0, (;0; | Ре А+ 


<= 
0 
т 2 (п) 1-а| (п) 1 
> И ы |] +0(-==). 
А=0 


Если же а =0, то из тождества (5.6) легко получить соотношение 


10) — И» (1; 0;^) | = 


У 4»? [6 (0) — 5% (@;0] |0 (5=)= 


А=0 
= [У ль, [6 ©) — 5, ($:0]] и О (5.9) 
#—=0 
где 
9 (0) => (12 —®(—0] 4-4, 


неа 


которое выполняется равномерно по всем ограниченным функциям ф (1. 
Остается еще раз применить преобразование Абеля и вместо неравенства 
(5.8) воспользоваться справедливым для всех функций |ф (4 | < 1 извест- 
ным неравенством 


в = 4 
[= (0) — в» ($;#;0) | <-= шут + 0(4, (5.10) 


которое можно получить непосредственно [см., например, (?6)]. 

Таким образом, первая часть теоремы 7 для г>>0 доказана. Из при- 
веденных рассуждений следует, очевидно, и справедливость второй части 
этой теоремы (г> 0). 
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3°. ‚=0. Очевидно, что без ограничения общности можно считать 
1 (0) =0. Так как 


(= | 19 {5+ 2 т соз 4} Ч 


то после применения двух преобразований Абеля получим: 


0 (7; 0; ^) = - Ум 5:0 = У. 4,50 = 
А=о0 т 
п—1 
Змеи + я о- 
А=0 4=0 
п—1 
=— + 04° 1 оь (1; #; 0) + ® +1 (1 -—№") ви (1; п; 0). 
Ё =0 
Значит, 
п—1 
10» (9; 0;^) [< У (+4) [41 || в® (1; №; 0) [+ (4) [1 (п; 0) | 
А=0 


и поэтому, согласно неравенству (5,5), 


«-- Е п—1 
ое | изм У КР АО 
0 А=0 
п—1 
но еек дне очи 
т” о 


‘Этим доказана первая часть теоремы 7 при г=0. Для доказательства 
второй части (0<«<1) оценим разность 


= - 1/0 р Аб ва Е 


1 (0) — 0, (0:0; ^) =70) 
и применим преобразование Абеля. Мы получим: 


10) —0,(;0;^) =710-— Х 45, (0; 0) = 


А=о0 


= У 0) — 5, (1:0) = У АА» [7 (0) — Зь-ь (0). 


А=0 й=0 


Вторичное применение преобразования Абеля дает: 


п—1 


7—0, (0) |=|- Зе, (©) — 5, 0;01+ 


Ни. °) > 00 — 5, 0:0] 


1=0 
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откуда 


п—1 


1710) — 0, (;0; 2) 15 Х &+ 114, _,|17 0) — в: 4:0) |+ 
А=0 


+ +1 [4—2 [|7 0) — (4; п; 0) [. 


Поэтому, в силу применявшегося уже неравенства (5.8), 


ет РВ т—1 
1% па | - ЕАМ Пит 
0 2 
ет 
+0{; Хи |+ 1—1. 
п у=0 


Из приведенной ниже теоремы 10 будет следовать, что неравенства (5.1) 
в классе всех линейных методов приближения улучшить нельзя: 
Теорема 7 полностью доказана. 
Наряду с теоремой 7 укажем еще на одну оценку подобного типа. 
ТЕОРЕМА 8. Для любого. линейного метода приближения 0. (1; х; ^), 
для любого целого числа т»%0 и 0<а<1 при п со справедливы 
асимптотические неравенства: 
ее, 
га ) : 


Н®. г: а ее а 
$. ИН 2 зла > ( > '=*) да 
п“ о 


© (ИН; т, ^) ” —0 ‘4=пП6Ё 
‚пы — : 
1 
Ё==0 к 
п—1 
4 1 — (п) \ 1 и“ 
Е и "— № д" (о +0 о. (5.11) 


где 9 — любое фиксированное положительное число, меньшее единицы. 
`Неравенства (5.11) в классе всех линейных методов приближения 
‚улучшлить нельзя. Существуют линейные методы, для которых они обра- 


щаются в асимптотические равенства. 
Доказательство. Так же, как и при доказательстве теоремы 7, 


рассмотрим отдельно случаи четного и нечетного г’ 
Если г четно и положительно, то, придерживаясь обозначений тео- 


ремы 7, в силу (5.3), имеем: 


п—1 


о 
| А=9 - 
‚ [47] 
.+0(- == =) УХ + А св (9:0) + 
Ё=0 


+ У {п—№) А" м) в, (ф;п—К; 0) + (п 1) Дао, (е:п;0) ея 


А=[ 41] +1 
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Так как мы считаем, что | |< С, где С — некоторая константа, то из 


тождества 
(4—1 


серн, = + У +9, 


[91] 


если учесть, что в = 0, будет следовать, в силу (5.5), что 


п—1 


110) — И. (/;0;)1=| № #—Ю А’ (в; п; 9+ 
Е=[ ап 
С [4т] | 
+0 Ха +0 (1). 
А=0 п 


Остается еще раз воспользоваться неравенством (5.5). 

Пользуясь вместо (5.3) и (5.5) соотношениями (5.7), (5.9), а так- 
же неравенствами (5.8), (5.10) и рассуждая точно так же, мы 
получим теорему 8 для нечетного г. Исследование случая г = 0 прово- 
дится аналогично, 

Из теоремы 8 вытекает 

ТЕОРЕМА 9. Для любого линейного метода приближения И, (};х;^) 
(1 Л») |< С) и для любого целого числа г» 0 имеют место соотношения 


го т: х;^ т Ве" 4 — (8) 
ие а ‚} =0 У У к м Е р (5.12) 
(> 0) ©. ; =; И Че р: 
Из той же теоремы 8 получаем 
Следствие. Асли 
п—1 
п— =) 1 
Е = 5.13 
2 (3.5 и `( АГ © < 
и существует такое 0<9<1, при котором 
[4т] 
Че, 18 
В а О 
2 (+1) ( : | ОЕ (5.14) 


то соответствующий линейный метод И» (};т;^) для всех функций 
классов У) Н® („> 0, 031), ИИ (/>0, 0<а<1; г-=0, 0<а<\) 
осуществляет приближение порядка О 


рта | * 

Применительно к случаю а =0’мы получаем отсюда, что выполнения 
одного лишь условия (5.13) уже достаточно, чтобы гарантировать наи- 
лучший порядок приближения на классах И ("> 0) и "® ("> 0). 

Таким образом, это следствие при г=0, «=0 содержит в себе 
результаты С. М. Никольского (15) и Б. Надя (19) о так называемых 
матрицах типа Р для непрерывных функций. 

Теорема 9 вместе с леммой 3 и теоремами 3, 4 доказывает теорему 6. 

Для линейных методов приближения, удовлетворяющих условию (4. 15), 
мы получаем следующий асимптотический окончательный результат. 
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ТЕОРЕМА 10. Если матрица чисел \»® Удовлетворяет условию 
(4.15), то для всякого 0 За 1 при п-> < имеют место асимптотические 
равенства: 


п 
= в 
5, ИНО: =) а 1—9 ша 4 
а. # т У —_д Е, 
6» НА вле я р (п А+ 1) п’ де * 


(5.15) 


где О (1) — величина, равномерно ограниченная относительно всех рас- 
сматриваемых матриц (при а =0 правую часть следует увеличить 
вдвое). 

Теорема 10 немедленно вытекает из теоремы 3 и теоремы 7, после 
применения леммы 3, если учесть, что при выполнении условия (4.15) 
будет: 


ъ 
У т, Зе 4 
АТ р пт-—1 | ^ 
К=1 

Из этой теоремы и соотношений (5.3), (5.6), (5.8) непосредственно выте- 


кают основные результаты, полученные в работе А. Зигмунда (1), касаю- 
щейся линейных методов приближения с матрицей 


п К 
лы 1 (1) 0<^<р. 


Отметим частный случай теоремы 10, соответствующий г = 0. 

ТЕОРЕМА 10’. Если у треугольной матрицы №” (Ё =0,1,2,...,п-4А; 
2—4, 1), =0) каждая строка образует монотонно убывающую и во- 
гнутую систему чисел“ то при О<а< 1 и п> со справедливы асимпто- 
тические оценки: 


ы % > т) Й 
@ А ь 
ра р п 24 > Е -|- (9) а . (5. 16} 


Эти равенства в общем случае теряют, силу для « =1 (первое из них 
верно также и_при а =0, если правую часть увеличить вдвое). 


Поступило 
3. [Х. 1952 
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Серия математическая 
17(1953), 135—162 


В. К. ДЗЯДЫК 


О НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ НА КЛАССЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ, ИМЕЮЩИХ ОГРАНИЧЕННУЮ 8-ю ПРОИЗВОДНУЮ 
(0<8<1!) 


(П редставлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В работе исследуется оценка приближения (равномерного и в сред- 
нем) класса периодических функций, имеющих дробную 5-ю производ- 
ную. В частности, находится нзилучшее приближиние в среднем при 
помощи тригонометрических полиномов заданного порядка функции 


со 
а 5т 
= У» °соз (№ — >) 
А=1 
при 0<$<1. 


8 1. Введение 


Под наилучшим равномерным приближением (т. е. приближением 
в метрике С) некоторой непрерывной периода 2 функции }( при 
помощи тригонометрических полиномов Т» (1) заданного порядка п будем 
понимать величину 


Ев [1 (1)]с = Ев (с = ий тах |7 (1) —Т,(0|, 


а под наилучшим приближением в среднем (т. е. приближением в мет- 
рике Г) суммируемой периода 2 функции $ (1) — величину 


ка 


Е, [9 (0, = Е, (9), = та | |1 —Т, (0 |4. 


п п 


Иногда (когда это не сможет вызвать недоразумений) мы будем просто 


писать Е» (/) или Е» ($). 
В $3 дано решение задачи наилучшего приближения в метрике Ё 


функции УТ, (1 (0<5;<1), представимой следующим тригонометрическим 
рядом: 


о (1) 


8 
А=1 к 


Для решения этой задачи мы в $2 исследуем поведение при достаточно 
больших п функции И’„(1, равной 


(=, — 71 (0, (2) 


зш т 
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где Т*_ (#) — тригонометрический полином (п — 1)-го порядка, интерпо- 
лирующий функцию .(1) в нулях яп и. Это исследование представ- 
ляет также самостоятельный интерес в силу того обстоятельства, что 
среди всех тригонометрических полиномов (п — 1)-го порядка полином 
Т*_,(#), как это будет доказано в $ 3, наименее уклоняется в мет- 
рике Г, от функции Ф,(1, в силу чего функция ИЙ’„(1) является ха- 
рактеристической функцией наилучшего приближения в среднем функ- 
ции ТФ, (1. 

Отправляясь от результатов $ 2 и 3, мы в$4и 5 распространяем на 
случай дробного $(0<$<1) ряд результатов, полученных для целых 
5 ($ =1,2,...) в работах Ж. Фавара, Н. И. Ахиезера, М. Г. Крейна, 
С. М. Никольского и автора [см. (1), (?), (3), (4) и (5)]; в $ А мы нахо- 
дим величину наилучшего приближения (в метриках С и Г›) на классе 
периодических функций, имеющих ограниченную 5-ю производную 
(0<;< 1), и указываем линейный метод, осуществляющий это прибли- 
жение; в $ 5 доказываем лемму, позволяющую находить (асимптотически) 
величину наилучшего приближения в среднем периодических функций 
с особенностями вида особенности функции $. (1 (0<5$< 1) в точке & = 0. 


$ 2. Исследование поведения функции 7, (#) 


ТЕОРЕМА 1. Пусть $ — произвольное дробное число (0«%3;<\1). 
Тогда при достаточно больших п ш ЕЕ (0, 2*) 


Узш К, 4 
ть - 1+0/——— ) а (3) 
2 з102 5 81 \» т а 4 
где 
ечеч 


- 8-1 ° 
го (2 1) 


7:9 К’ 4 
>И > а, 
1) $ и ( )> 12$ (1 Е 2) п (3 ) 
Е! #4 ей 4 п" 
т. нА г(Е Е) из? У 


где К, К’, К, и Ку’ — некоторые положительные постоянные и Ц =”. 
п 


Доказательство. В силу того что способы доказательства соот- 
ношений (3), (3’) и (3”) будут совершенно различными, мы разобьем 
доказательство теоремы 1 на четыре части. 


Г. Доказательство соотношения (3). Воспользуемся следую- 
щими предложениями: 


со 
1°. Пусть м ак со #1 обозначает ряд 
0 


со 
@0 
ах хх ах с03 Аё. 


К=1 
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Тогда если ах (соответственно 6») стремятся к нулю при А- со, то 
со 


7’ 
в каждой точке #, в которой сходится ряд р ах с03 АЕ (соответственно 


А—0 
со 
ряд № Ь, эт А), справедливы соотношения: 
#1 
со р Й —1. Й со 
311 74 о ак 60$ № = № (аи; — ап) эт Е - =. о (а;—п — ап) эт 1, (4) 
=0 9=1 1=п 
р. 4 со 
эт у Вуз КЕ = - (и 8+1) 08 + 5 У (65 "— Ви) 08 И, (5) 
Ё=1 7=0 1=п 


которые непосредственно вытекают при М -> со из следующих тождеств: 


м м 
эт 7 У ах с08 Ёё = р > ах [11 (А п) Е — м (Е — п) | = 


К=0 К=0 
М-+п Й п—1 Й №М—п 
= 2 апт 7+ 5. >. ав; 31 78 — >. №2 а;+п т 72 = 
}=п 1=1 1—1 
п—1 4 №М—п Й М№М+п 
1 с Е а 
=> р (@,—; — @п+;) 1 Л 5 я (4;—п — аут) п 7 5 № а 1, 
1=1 3=й 1=М—п+1 
м Я м 
зп 7 > Ву эш А = я р Бу [со ( — п) — соз (& Ёп) = 
К=1 К=1 
М+п 
-=. р п со8 Л = г —9 008 7-5 У 21608. 71Ё = 
СЕ 7=0 7=\ 
7 п—1 Й М Й 
== 2 (+ В+1) со й + 5 > (6+м — 6—п) 087 — 5 о Ь;_псоз 14. 
в 9=п 1=М№МЫ-п-+1 


2°. Если {\»} есть выпуклая нуль-последовательность, т. е. если 
Д*Ах = Ак — 2Алча + А+ >0 (=0,1,2,...) 
и’}\»—>0 при # -> со, то при $Е (0, 2м) 


со 


ЗЕ+И А =, (6) 
Х=0 
> №» 08 Е = . ЕК» Д*Ах [4 — ©03 (& + 1) | = 
&=0 4 10? 5 -=0 
ср А ДА с03 (® + 1) 8, (7) 
4 зп? 4 3102 > #-=0 
7 з 
о Л. АЁ= о. (Е + 1) зтё— эм (+1) = 
Х=1 4 3108 — #=0 
, 
ма НС о А?) эт (й -- 1). (8) 
4" > да ро 


2 р 
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Все эти соотношения доказываются при помощи преобразования Абеля. 
Докажем, например, (8). Мы имеем: 


У мт = У, АА» Дь (&) + „1 Бь (В = 


Ё=1 А=1 
Е 
У=1 
где 
РЕ 1 


1 
608 —608 —2—# 
2 


БУ п ОЕ 


Е 23ш — 


7 
г ы усов — [6082 +6055 #+.. Нео Е] 
К,(й = У 2; (8 = # 
я 2зт — 
7 
усов вв ИЕ 
т (У О зше— за (+ 4): 
= — р 
1 
ве Е 
2 эт 5 4 п 5 


Устремляя п к бесконечности и учитывая, что при этом пА»Х„->0 
[см. (6), стр. 64], получим первую часть ‘соотношения (8). Вторая часть 
справедлива в силу (6). Доказательство (6) имеется в работе ($) на 


стр. 64; наконец, (7) следует при п -— со из соотношения [см. ($), стр. 412]: 


У ме = + А,К, (1) + К, (9 (п -- 1) Аа В, (и, 
Ё=0 у=0 


где 


+5): 
Пи (= в ам" 


#=1 2 31 
2 
М1 (+ 5) : 
1—0 9—0 251 > 


вт (+ 1)-# ] 


т И — с03 (* + 1) 1. 

эт 102 

Ш А зт 5 

Отметим, что так как |005 | <1 и |зт/1| <#|[т#| (справедливость 
этого неравенства доказывается при помощи индукции), то при произ- 
вольном фиксированьом &, в силу (6), имеет место: 


У А), соз (у 4) | < У А, = д», 


У=0 У=0 


[5.43.1419] гаш] ( (+1) 4, = | шт 


У=0 У=0 
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и, следовательно, 


где 


8 


|» сов Е == № (14-8), (7) 
®=0 4 311? — 
: 2 

Ха = о (1-6, (8) 
А=1 4 3112 р 


19, |< 1 и |6, |< 14. 


Покажем, что при ЕЕ (0, 2м) 


2 т о д [отт “5. У Бля 7-Е эт "У а с08 п} =\%.( —12,,(), (9) 


где 


)=1 1=0 


1 


: 1 1 
а а (40) 
Е 2 [(21 —1)п]з > (7+ (21—14) п] к. 2 + (2—1 п] в 


Т,_: (#) есть некоторый тригонометрический полином (п — 1)-го порядка, 

очевидно, интерполирующий функцию Т,(1) в нулях 9п7ё и поэтому 
* 

совпадающий с Т»_1 (1) [см. (2)]* ‚ аг=хг(1) есть произвольная функ- 

ция от целочисленного аргумента [, удовлетворяющая при каждом дан- 

ном { условию: 


0<1—=< +. (11) 


В самом деле, применяя при фиксированных Пи { соотношение (5), 


получим: 


[® >) со 


1 
4 ик 
дывм учти 45 [м Хто Я 


2 ) ет 
ЕЯ Е 5 08] -- 2 В 


1=1 У=1 


-х т ЕЕ Та тт] 5 1 — 1 
7 ею + . (21 —1)п]° А (21 —1)п]* 
РЕ. 1 В | а ея — о 
2 2. —9т| ЗЕ 2 (21 —1)п]* 


1 
И й т 
Ре Е: 3 
тенис ртс 
1 з } 
> ®— 2 79. ея 
(+, и ый Ея т 


1=1 $=1 


=) 

- 1 1 
`В =} 008 ЛД = 
а [(2: а. в (+2 


[(21 


г 


* Существование и конечность предела 


А 
а |= увы за Е эр 57 та эл] - 5, (9 


1->со 
1=1 1=0 


в каждой точке 6 (0, 2) будут цоказаны ниже [см. (14)]. 
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, : 4 
= п— Е 2 АН. 
1—0 | и р (21 —1)п]° 2 Е 1+ 2) ы (+ 2%} 
1 
2 . г И с03 01 — гс0$ (п — 1)& 
а с08 1 — (1 — г? ) (У ЕТ 1 — 2г созё-Ё га 
$=1 


Га 1 | 
> а т. 


1=п 
Учитывая, что 
|7®-# + 21+} —2|<2(1 — =) < =, п), 


| 


21 
Хе #9), 


60$ 7ё — г 603 (п — 1) 1 2 4 
1 — 2. созё- г? ое в, 
у со _ У с03 (А— 2т)ё 
. За те 2 > 
ды 2 ВЕ | 
с К ыы зт Аи 
= ( —- "еов2 + ( № т паи 
Ё = (21--1) п Ё= (21+ п р 


(12) 


мы при каждом фиксированном п, устремляя / к бесконечности, найдем: 


4 


: в 1 
2 21 р 2 = | 
А и > еж. о ах [ (21 —тп}  (—71-+2т} (Л 2т)° [роз г: 


1=0 


со 
ВИ с03 АЕ 
__ 1 я > из = 1 (0), 


тде 


: ах 1 : 
т, Я РСТ 


4 4 } 
+ У Зе Е От ее | 


$=1 


Докажем [см. также (?), За Ш, что 


со 
231 пё Ша у а1 08] = ее: а, 
и 1=0 А=1 . 


тде 


[ 4 4 ] и 
— = 11 1. 
5 т —7° (м +11 | 


р 

= 

| 
= 
м: 
———=—. 
— |= 
М 


(9') 


(9”) 
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Действительно, в силу (4). 
со 


п—1 
2 У! ай с0з 4 = У И У 9 в — аи) эп 7 = 
71=0 1=1 1=п 
Е: 1 1 ии ыы _ эт _ 
А эп 7Ё — 
-> а (211 + И ВЕ 5 ал" (21% + 7) 


Устремляя / к бесконечности и учитывая, что при этом 


в и зш (А—2т)ё 
а 


= 
а Е) (аа) п 


—_ 6052 мЕ— о эт 2/пё— 0, 
Ё== (21+1) ® 


ыы (21+1) ® 


мы получим (9”). Из (9’) и (9”) следует (9). 
Применяя для оценки сумм в фигурных скобках (9) формулы (7) 
и (8), найдем [см. (6), стр. 7]: 
со со 1 
т Пт ТЕ == ре 
=> Ь, ал 5 ар - Зите 0 Е 7 ви 


$=1 


=1 ]=1 
т 1 Й со 1 
сы ПЕ . те я Бе ыы 1 2 — 
р. (5 ая > т ЕР п} о 
1—1 $=1 921 251—1 
пзшё 1 о 
и р 3 ил 
1 — 2рсозё г" 2 [(2Е — 1) п] 4 1? — го Ор = тр 


- ни 


а - 
ао 


(1 — 2" созё- г?) 3—1 


4 зш^ 5 
со 1 
1 ыы | 
эт --1 Е, 13) 
а Е (7= [+ (2—1)? Е. (7 ) ( 
. —. я д м к <! . ке 
ВА) = У а;1 608 ]Ё = я ( ВИА ре 08 71 
0) 7=0 \4=1 
их ы м ес 
В ин Рег Ани о т [7+ (2—1) п] ° 
1 т 


1 
1 1 
5 МИ » ЕЕ ЕЯ 


со 1 
(> а а т 


ри 


р 
М 
4 зп 5 1=0 


5 известия АН СССР, серия математическая, № 


| 
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устремляя { к бесконечности, в силу (11) и (12) будем иметь: 


Л . 
д Чу, 
а я (54 еее А 


@ (2) в. (10 = 


2 *=0 1=1 
об О А о 
и отит 


1 


со со т 
г Ата -нут) °еНЫН 


4 3102 >- = 


где 0< 0,1 @(&=1,2,...). Отсюда, в силу (2) и (9), следует, что 


Й’» (0 = 20055 -@ (#) 21-5 -8 (9 = 


сов со со . 4 
= —) (Е 
; 8 
2 3302 > = (х [У (21 —1) п] | 
ше Ш р со / © 


р а 
ОГ Оно р: о 2 1 2 2 [У (22—14) п] 605 (у | ) 2 
(14) 


Учитывая, наконец, что последовательность 


со № я 
а ан 


является выпуклой нуль-последовательностью, мы, в силу (7’)и (8'), 
получим: 


ош Й 
= [К+0(--)] + 
218+1 зн? -- 
2 
50 
о а о ее. 
нае 1+8 ХА [1+ 2—1 
яп > 4 зщ > И 
5 
1 —- й С со о ОН 
ОФ Е А ЕО 
п р) п р; Е 
-. ъп 
5. т -5 


> Е 
МВА Е] 
218- зи? ых пзш —- п? эта о 


И 
Отсюда и вытекает справедливость соотношения (3) при #6 (= ‚2в—- .}; 
п 


1 1 
справедливость (3) при 6 (о, или {6 |2* — о 2) следует из пер- 
вых частей неравенств (3) и (3"), доказательство которых мы получим 
в конце этого параграфа. Заметим еще, что так как в правой части 
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соотношения (14) все слагаемые, кроме первого, являются четными 
а знак первого слагаемого, в силу (8), совпадает со знаком зщ: 


5" 
©08-—— © 


И 
$12 | шо И, = 
8 о за — х (4 ое ( ) 
. соз 5 зш = 2 2 ИНЫХ БР МСО ё С 
= 5101 т : 1-6.) р РА [1+ @2:—1 1} | = вп 9, 
2 т? — 4 зщ? — 4=1 А 
Р 7 
то при ЕЕ (0, т) 
И >И, (-9 =И'; (= —9. (15) 


П. Доказательство второй части (3'). Воспользуемся сле- 
дующим Щи функции Ч. (1) [см. (8), $6]: 


п 1 й 
фо = Г(5) ке тб) Т С) о Чет т (4-8 о 
. жа 
} =. (& + ИИ) в я = : "= У т й Е — А; (0), 16 (0, 2), ] (16) 
где 
4 1 И 0з 
от а Саке ии" Е (2-8 т у 
Принимая во внимание, что, в силу теоремы о среднем, при ЁЕ (0, ж} 
2 (&+2) п ь , ой р 
И я 
Е < ыы 
2 (+ п го йе :: Зи)" 2(&—1) к и 


мы находим для произвольного 1: 


Й 
< и. 8 (тв 8 


и, следовательно, 
я 
се: А (#) есть ЕЕ монотонно убывающая выпуклая ‘функция. 
Обозначим через Г), (#) тригонометрический полином, интерполирую- 


Ап 
щий функцию 1 в точках = (& =1,2,...,2п — 1), а через 


Т®, (й — полином, интерполирующий в этих же точках функцию А. (1. 
Тогда, очевидно, 


п 1 1 (1) 
т таня + 7 0] + 


14 — 79, 0] =17 С; 9-Е, т) 


где 
баны 7, 0], СО=дн т. Ш 


5* 
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Оценим каждое слагаемое правой части равенства (17) в отдельности. 
1. Известно, что для всякого тригонометрического полинома п-го 
порядка Т» (0) справедливо тождество [см. (9), стр. 303]: 


2% 
0 09—60 
Т» (6) = С соз пб + > Х (—10* 7, в) в —^, (18) 
А=1 
где С имеет некоторое неизвестное нам значение, а 8» — нули с0$ п: 
Е т и о 
Покажем, что в правой части (18) слагаемое 
9 2т 9—6 
_ (—1)* 7» (6) с : [2 


&=1 
представляет собой тригонометрический полином п-го порядка, не содер- 
жащий члена с с0$ 76. 


В самом деле, при произвольном Ё (А =1,2,...,2п) 
0—6, го 1 + со$ (6 — 6,,) 
с05 пд. с65 р) — (—1) шп й (6 — 0; . — (0—6, _ 
и так как 
эт я (0 —6,,) 
эт (0 —6,,) 
есть тригонометрический полином (п — 1)-го порядка, а 
зшл (0 —6,,) 
1(@—9,). с05 (0 — 0,) 


есть четный относительно (0 — 0.) тригонометрический полином, не со- 
держащий зшп (0 — 0,) = (—1)* с0з и, то наше утверждение доказано. 
Отсюда следует, что для всякого тригонометрического полинома (п — 1)-го 
порядка Т„_1 (0) справедливо тождество: 
2% 6 6 
т” У (— 07 (69 аа (19) 


2?п р 
= 


я т й п 
Полагая Лии (0) = (6 + =. ‚ где 9 — произвольное фиксированное 


действительное число, получим: 
2т 


ат \ _ с03 п0 ) 9—9, 

Ти (о Е = 2% р 1) Теа (6 НЕ р с 2 о , 
или, если произвести замену переменной 0 =#— т = 5 : 
+2 п 
с08 (= -=) 2% . ее 
а АУ (-1° Ты в = 
А=1 
с08 (= —= = 2т—1 Е 
=— ^^ У ("7,1 (де и (20) 
А=0 


В частности, при 4 =1 находим: 


21—1 


То Х (-1". Ты) ав, (20) 


К=0 
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где &, — нули эп ий: = = а,..., 28-1): 


Учитывая, что, в силу равенств 


т \2п 
20—1 И Ат 
‘т 1 \ре 
У (10 О (=0,1,2,...,в—1), 
Ё=0 И е т 
для всякого тригонометрического полинома (п === 1)-го порядка Я (#) 
справедливо равенство: 


2п—1 


о 0, @ь 


&—0 
мы найдем, что в точке & =0 полином ТФ, (1) [см. (17)] примет зна- 


чение, равное 


21—1 21—1 


у к а (22) 


&=1 Е=1 
Поэтому, применяя тождество (20'), получим: 


21—1 


РЕ 8—1 ы 
к о 1 (0) 4 : + >> о бах 5 « . (23) 


А=1 


Так как, с другой стороны, 


Й р 21—1 
—- 
т = | 
ее а т 1 я 
95 8 -р т с 2 , 
то [см. (17)] 
1 25 —& д л 
@л (2* — 2) — эт |8 = [= 1-8 а (| — 
2т—1 ов 98 
У ды - 
#1 
1 1) 
— 2 | р Г в) Ти ()] 
21—1 а 
а 
= 
1 1 р а т — (21—11 
с ЕЬЯЙ (1) НЕВЕ, ее &—1 А 
т [7 ) и) 8 2 = е- 
ан В —#, 
2 #—1 Ы — (2—1 2 Ул 
` и = те #1, ТВ и 
65 =. в р) 
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Воспользовавшись разложением [см., например (1), т П, стр. 509] 


В (25) 


р 


т. пх 


= 1 
где 5»; = р эт, мы при #6 (с, ты будем иметь: 


А=1 
в 
(1) И РИ ожаы 
[719.0 —. > * (0) ее 2 У5ы(+) |= 
2 2—1 
ТФ (0) -+0(а), (а) 
е-Р 
м—1 3—1 1 п т 57 
ее НИЕ и 
и 1) пет а ве! — я 
: 
п—1 ‚3—1 а 2) 
а 1 (2—4) ( а 7 
Е (=) = 
#—1 =! 
=. И р) Не 
ео 


Ё=1 
п—1 21—1 
1 4 1 а: 
И 5 ты 4: ве р. Ё 
2 2) ри ты г =) 2 -е 


—1 А=1 
1=1 Е—1 
п—1 Е а с | я 
ь — во __ +09 (1) —— я р Я (—1)°* ( а | 
Ра т. Ус! —1)" [== ==) а +0 = 


1=1 К 1 


а и. и -+0(1) +0 (= 
2 а 
т $—1 м % 
Е аа ыеы Ве 
— 1—1 йе Е =. 
со п" 2—1 
а (—1)—1 Г ) 
г > бы > | (2®— 2%)" =8\ 2. 5? 


= 
м т и = 2—1 
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1) последовательность 


вв — (2—1) 1 
е—% 


[ (2® — 14) 1— (ж— а 


является монотонной и ограниченной, как последовательность угловых 
коэффициентов пучка прямых, проходящих через точку (2 — #; (2 — Ио) 
и точки (2= —1; (2=®— в) \); 

2) если ЕЕ (4, #1), то 


Е Е. 
х бя р (2=— в) * ( 2 ) & 
1, 4 4 1—3 21—1 
= (5-я) = + 
ъ (-1%- (и 2—1 
Е 55 5 ЕЕ ) -^_ 


1=1 й=4+1 


_ Подетавляя (а), (Ъ) и (с) в (24), получим: 


п—1 3—1 
2% (1) #—1 
ст [т УС +0) } (26) 
и" 1 1 
или, заменяя , Чы через а Е в силу (22), найдем: 
| 1 [76 Я (4119 
С: (= — 1) = |720) — 5 Нин) ве Н0 6) = 
А=1 Ё=1 
[У со: +04 ›}. (27) 
К=1 
Для оценки суммы в фигурных скобках исследуем сначала вид функции 
23 
=. 
_ Мы найдем: 
= — (1—8) : 
7) = а (1: =0, (28) 


и 


п (5 (2—3) +И:(2— $) „\ _ 
7 (= (2— $) (1—5) }=0. 


1 — 8) (2— $) 13 — 28 (2 — 3) #—з(1—3)И], 
(28') 


Отсюда следует, что: с 
а) функция }(5) растет при хЕ [с, == и убывает при > 1—;; 


т их == 
8) функция } (5) вогнута при х6 (о, ТЕН ‚) и выпукла при 
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ее Е в НА 

2—5) Ее 

32) АЕ |7.) |= = ео а: :) и, следовательно, 
А 
1% И га ее < 
а НН ПР ы [У (бык) — бизн) | < 
‚ ($(2— 8) НУ $(2— 
<—&:/ (ее 9 .). (29) 


Заметим, что если некоторая последовательность {ах} обладает тем свой- 
2 
ством, что при #<2М№М—2 А’а,<0, апри > 2М АД*а, >. 0, 


п 
то при условии [#]> м + 1 справедливо соотношение: 


(—1) ака Е 
У о а ре 2 
й=1 2 $=1 
[1 
$. 2 А? < [#2 1 х 
>. > я ант (ам — азм41); 
Ем 


принимая во внимание свойства а) и В) функции /(5), а также соотно- 
шения (28) и (29), мы получаем : 


У а Е мА 2 [+1 1 У. 25° 
Ве Рае ра ОЕ) =" 
Кыя1 |) 2 [+1 * ет) 
СО НИ о 
2 в Е ИИ НЕ ЕЕ) 
25 


о 
т $ (2—3) 4Уз(2— 5) к 
ра [тат 


ЕО |= 
оке 
(2—3) (1—1) 


м 5 (2 — $) (1—5) 
и ев 8 (2—3) +У (2—5) 
(ен) (2+2) 1 4 :2— (2—3+И5(2—$))* 
[32 —3)+У;@—э } (2— 2) 2: + (2—2): 
| а ЕН бь Зы 


ео 9 


ит я" т 
2—5 


=> = (1—5) Уз@—9(1—5)* 
| ве—9+7=5 ( 
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2— 23 $ т 
е-ы) ь — эв-8(1 — 5) 
М+И 


21° 1 СИ — 5) $ 


о = т 
т) ве +99 


1—$ й 
— 2 ЕН — 128 а Е (30) 

(++ И — = МУ о 

Поэтому, если # >24, то 
1— Ио 1— 

Ф(Й > 2 `. [т { Э — }> 
: Е) в в 
и Вена $ 5 ] 3 (1 5) _ (-— (4-я) и. (30' 
2-8 \1 3:721-5 3.22-—8 Ф =8° 


Если же {< 24 и р то в этом случае 


1 
В у ое: 


ии 

и из (30) следует, что 
ТГ 21° 1 Пе ЩЬЮ 
ни 


1 — 5 и 1 1 1—$ д и" 
= 9 з 0 
; Г ЕЕ Е >. 4 аы (3 ) 


5) > (+=) >> 


$ 
— $ 


1 8 
Наконец, если 2 ив > т то последовательность . 
Х 


будет, в силу а), убывать уже с первого члена и, следовательно, в этом 
случае 


$ 
#1 14 1 иене а 
У (1 ЕЕ —- ее, а, са аа = 


+9 Ре, 


[4 


8 (2— 28) в — (2°— 1): й 
о от ор 
35 (1—8) —8(1— 8) (2—8), 

6 1 


(1— $ и 5- 
— 5 . 
—_ тЫ) 


5 
а так как при а 


(1—$&—5>0, 


то 


$ (— 5°) ых 


Пе" ыы 


р. 


А=1 
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Принимая во внимание, что 


21|] ке в 


О я 
Ай У е-а, ре Е, 


+09 (1, 


мы из (27), в силу оценок (30), (30°) и (30”), получим, что при #6 (©, = 
п 


1 1 К 1 
2 —1 п 31 
С ) — 2 (п + =) `@ а) * ге (ё- а) пм’ (31) 

где К — положительная постоянная. 
2. Для оценки величины С. (2т —&) проведем сначала рассуждения, 
аналогичные тем, которые были проведены для С, (2п —1). В силу (21), 


Т® , (0) = У (—4)°— 78, (#4) = р ЕЙ А 
А=1 Е=1 


Эта величина, вследствие ограниченности и монотонности функции А, (1), 
является ограниченной равномерно по п. Воспользовавшись тожде- 
ством (20), представим Т®. 1 (Е) и А. (1) в виде: 


2%—1 
а [7 (0) + х (- 1)* д, ( а 
Ё=1 
2—1 
А = и [ лещ + У, Ао ия т 
К=1 


Отсюда следует, что при &6 — == 


Ст — 9 = {1% (0) — 4, (2* — 0] ешо + 


5 У (—1)^ [А, (&) — А, (2* — 9] ов а =} = 


К=1 
о У Ей га 
=1 (2) 2 &—1 4 3(4«) — А (2—1) 2 
= [ТА (0) — ыы а А и Е 
2 
—& 
25 —1 А. (25 —1 
= 2:= полно — | = 
НА. 1 
== (0 (1) +0(9+0(} =0 (=). (32) 


Подставляя оценки (31) и (32) в (17), получим вторую часть неравен- 

ства (3°”). 
Ш. Доказательство второй части (3’). Если #6 =, = 

—3]? 

318 * 

то справедливость второй части (3’) следует, в силу (15), из второй 

п ГА 
части (3"). Если же ё6 р т | ‚› то при достаточно больших п, в силу 
31—8/ 


{23) и (22), 
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у хе: 21—1 
@) __ эт ий а = = 1—1 
17а (| = в 5+У |< 
2 № &—1 
зтё 1 г | зшЕ 54 1 ше м (4 НЕ 
1 т — у 
ЕС и" ва 2 5 РЕ 9 
1 это 1 Х=тт 


1 зе | С ны 1 1 У 
< Е = я 1—3 = 2 У 55 1) т + (и ==) 08 ы 2 : < 
$=1 = 
2 аа #— Е 
оч МАО: к. 5 ни 
Ч 1=1 
п—1 
1 | т 1 1 е- а 2,5 
Е: У а 1)" (== т) =) 68 7 < #18 (33) 
$=1 РИ. . 


и, следовательно, 


1 1 та) В ем ма 
С, (1 = эт т Ти > т 72 ия [== ( ео = бе ва пе 
ев 


Так как, с другой стороны, легко проверить по аналогии с получением 


оценки (32), что С,(1) = 0(>,), 16 у и | ‚ то, в силу (17), 


гл 
318 


И = т += + 0(1)> 


8 ам 
т 
МЕ К’ 1 
2—8 2$ ен} пт 2 


где К’и К’— некоторые постоянные. 
ТУ. Доказательство первых частей неравенств (3') и 
{3”) непосредственно следует из (17), если учесть, что 


1) при # > 


справедливость этих неравенств вытекает из (3); 
91-8 
2). при ёЕ [0, ы. : 
31—85 
1 
() 79. 0 =0( =) [см. (33)], 
2 


т 2=—9=0(==) 


1 
[доказательство такое же, как и для (33)}]; 


й Л 
(06:9 =0(+), с -0=0 (+). 
Этим теорема 1 полностью доказана. 
Заметим, что из (3), (3’) и (3") вытекает, что при достаточно боль- 
ших И характеристическая функция И’» (1) является положительной для 
всех ЕЕ (0, 2м). 


152 в. К. ДЗЯДЫК 


$ 3. Наилучшее приближение в среднем функции Ч’, (1) 


ТЕОРЕМА 2. При произвольном натуральном п и произвольном дроб- 
ном $ 0<;$5<1 


к 


Ти—1 —п 


Е, [Ор = има | |5 — Г, = | [4,9 — Ты = 


п 


1 1 п р К-т 
= Во Ор, =} 1 — Фе = 9, (84) 


* 
где К. имеет то же значение, что и в теореме 1, а Ти (1 опреде- 
ляется формулой: 


* И ь к. 
А [ее ы = р ( с0$ АЕ -- Ух зщ 4), 
#=1 
где 
$1 
н 208 —- с | Й =] 
=— — Я 7 
ы в 2 [(:—1) (2 


те 
= 
| 
© 
© 
9) 
5 
—— 
>| = 
= 
[5$ 
— 
— 


$=1 


т ке: | 5) 

(2т — п) ® (221 — К) (211 -- К) 

жай < 1 1 

ее ис ЛР о 
я т >| О ОГО |} 

Доказательству этой теоремы предпошлем следующую лемму: 


ЛЕММА 1. Характеристическая функрия И’„(1) является положи- 
тельной при всех п(п=1, 2, ...). 


Доказательство. В силу равенств 


МТ к (++ № 2 Час й 
> е еее | й ЕН а 4 ВЯ 
у=0 в 2№# при Ё =2М)} 


для всякого сходящегося тригонометрического ряда 


со 
> (а;с08 76 -- В; зщ 71) 
7=0 
справедливо следующее тождество: 

2№М—1 © 

хх 


асов (Е 4+ зп › (# о = 
хр м) т м) 
А №: (чм; 608 72МЕ-- В, эт 72 №). 
1=0 
Применяя это тождество к функции И’„ (И, мы, в силу (2) и (9), най- 


дем, что при произвольном фиксированном т (т = 1, 2, 
точке ЕЕ (0, 2*) 


.,›) в любой 
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2№М—1 ) 2№М—1 
2 ИРыми (= р па В чт 7 [5 ы 
2№М—1 со 
5 
ре т а 08 И = =) р =2 и п 055 я 2» Ух т ал. Ре 


1 
1 


ИО т. —— ит) + 
2М—1 © 1 
-- эт п->— ы о В ‚ов (в) = 


1 ти 
о - - Аш 


2 2МУ- (2: — 1)2№т] ® 


=) ти 2 со" > (м 


ат т я 


-- 2М№ эт ео С о, 03 п} = 


со 1 1 
2) "2 сов о о) й 
А) г ро Но р О 
т 5 Е ЗИК 08 (= 2№) 7 ЗИ’и (В, 
ы Е Е . 
т. е. при любых натуральных ти М 
2—1 
уп 
УР (0 = Зоруке Изм ( д + 5). (36) 


Так как, в силу замечания, сделанного в конце предыдущего пара- 
графа, характеристическая функция И’ (1) при достаточно больших М№ 
является всюду положительной, то из соотношения (36) автоматически 
вытекает справедливость леммы. 

Доказательство теоремы 2. Из равенств 


21А4л 


А 2уп ; 
о И 4. 5 0, если ЙЕ ИУ, 


у=0 И.Е дости д 


следует, что для всякого сходящегося тригонометрического ряда 


со 


У (а; совй -- В; эт 72) справедливо тождество: 
А ©) 7 7511 ] р 


т 
У о [4 0$ ] (+= Е == + 6; зт 7 ( +57] == м (аи; с08 1 иё Е Вуз 71). 
у=0 7=0 ]=0 (37) 


Принимая во внимание, что, в силу (2) и леммы 1, 
мет [9 (0 — и (1)] = яп [911 И’ (#)] = 9101 зщ (38) 


и ато [см, (“), стр. 98] 


2п ИЯ 
) -Е йа О (8 —0,.1, 2, и, п 1), 


с0$ А 
0 
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ааа ——.——— 


получим, что, с одной стороны, 


2 2” 
Ета [4 (#)]1. но \ |9. (0 — Т,ь-, (1% < ) Т) — я (1) |@& = 
=} (9,0 — Ти, (0] вр эй ий а, (34’) 


0 
а с другой (учитывая (37)): 


2п 2 

Ев [Ф:(1)]+, = шт 7, (И— Ти, (| 90а ИР.) — 7, (вовти = 
Тито п 0 
2= 2 


== \ [Ф', (4) — Ть1 ()] во эт иё @ = | Ф, (#) еп 1 71 4 = 


0 


> 


| 
>—>з|а 
—— 
[2 
м! 
[ 
АА 
7 
| 
— 
_ 
< 
= 
ЕР 
< 
= 
< 
|3 
——“ 
—— 
>. 
< 
| 
ее—эз|а 


г п—1 а с в сов (иё— т) = в в( в) 
У (+ а. и = г ) 
® п 
к т/ © соз(и— т) эп у © соз(и— >) } 
а 
1” ое , 4И, т 
ор ов рее (34”) 
0 = () 


Из (34’) и (34") следует (34). (35) следует из (9), (9’) и (9”), если учесть, 
что 


Ты (#) = с03 5- У, (#)`- эт > Та (#). 


Этим теорема 2 доказана полностью. 


Замечание. Как известно [см. (2), (3), а также (1), стр. 244— 
242] при целых. $ ($=1 2..4) 


1 ее 4К 
ст Ви (0 = ши |, — Г, (044 = 


3 
3 , 
т—1 тв 


т: 


где 


г Ре (3+1) 
К,= У к 
УЕ) (2-1) 


к 


учитывая, что у [Ф. (#)]т, = пт ] | Ф',(#) —с| = 4К,,, имеем: 


ВР, (Др = шаа ЦРО — Та (ое РЕ). 


п п 
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Следствие 1. Из теоремы 1 вытекает, что, каковы бы на были 


положительные числа 8 (0<8< тп) и з(в>>0), при достаточно больших п 
справедливо: 


9 92 21—65 т—85 


И, (о — 7 = | -г аа < фи’, (04 < 
— 5 5 б 

5. зп. К, 2т—6 сш 8. 
< ) й =2(1 +). мп. К, т. 


: т 
$6 9308 — 
2 


Чтобы получить аналогичную оценку при целых $, мы воспользуемся 
следуюшими предложениями, доказанными Надем [см. (7), $ 2и $ 3]. 

Назовем последовательность а», ап+у1, @п+о, ...[ раз монотонной, 
если Да; = АГ, — А, >0 для 7 =1,2,..., [ (А®а; обовначает 
здесь просто а;) иё = п, п 1,.... Тогда: 

1. Для всякой трижды монотонной « нуль-последовательности 
п, ма, ... найдется тригонометрический полином (п — 1)-го порядка 
Ту *(#) такой, что 


р № с08 #Ё — Ттот (1) = 2608 пё.С (1), (39) 
К=п 
где 22 ео 
С=»Х чози, о ч= У (юнит. 
71=0 У=0 


22. Какова бы НИ была дважды монотонная нуль-последовательность 
со 
й Нх у й 
№п, Виа, -.. Такая, что ряд у Е сходится, найдется тригонометриче- 


А=п 
ский полином (п — 1)-го порядка Т гы 1 (2) такой, что 


У! ри зш АЕ — Та | (#) = Ша [21 юё Ру (1], (39') 
&=п г 


где 7 


О = ал оз 4, а’ = > ут 


1=0 у=0 


Полином Т\" (#) (соответственно Ти: * (6) является при этом полиномом 


со 
й 

наилучшего приближения в среднем функции № Л» с08 (соотвототвон- 
Ё=% 


со 
но > ВЕЗШ м) * 


К==п 
* То, что при условиях, наложенных па последовательность ^„, „у, ... 


со со 
й са 
(ии Иль» -.:)» РЯД р Л» с03 # ь и» эт м) сходится к некоторой сумми- 
К=П А=\ 


руемой функции ^ (#) (и (:)) и является ее рядом Фурье, доказывается ’в теории 
тригонометрических рядов [см. (°), $ 5.12 (Т) и $ 5.13]. 
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При помощи этих двух предложений мы ‘без труда сможем доказать 
следующее: 

1) если м, А\и+1, ... есть произвольная трижды монотонная нуль-по- 
‹<следовательность, то 


—6 к 


ре. 


12 


со 


У Л» с08 ЕЁ — о ) 4 < 4Ае : се 8 5} (40) 


= 


2) если ви, виза, ... есть произвольная дважды монотонная нуль-по- 


\ И 
следовательность и ряд 2 ть сходится, то 


К=иП 
—& п 5 
Е а ро (9 < 4А4,- сш, (40’) 
—п б'А=п 


где Ла, = зар Аа = Па = Ад! = р [Роу — Рота И 
1 1-><о —0 : 


со 
Асо= х (—1)° о-ут — Жену ]. 
У=0 


В самом деле, в силу (39) и (39’), 


—й) 
У соеди — (| < | +] с 2) | а, 


_5 п 
А=п 
о 


|+] 
| 


У вып — 71 (0) В < шар | Е [2 |2: (0) |4] 
—п 5 


8 


Так как при выполнении условий, наложенных на {\»} и {р}, по- 
следовательность {с;}- (равно как и при любом [ последовательность 
{4;}) является выпуклой нуль-последовательностью, то мы, в силу (7’) 
и (8), получим: 


—5 п п 

[и 
усе <2Аеь\ 2 = 4 ор, 
—п 5 5 эт 


5 
= 


\ в ты = 4Лаи. св (=1,2,...), 
5 $112 5 


откуда и следуют соотношения (40) и (40’). 


с03 Е: 


СЕ 
В частности, если №» = я › ТО при четном $ функция № ‚а при 


&=1 
нечетном — функция > ти обращается в а - Ч, ($) и поэтому: 
А=1 
1) при четном’ 5 
—5 п 
+ Из — 75, 01 < 
— 5 


5 у 4 1 4 
4 В оо: Ва РН ЗИ О № 
—- 2 520 ) Е ТЫ ыы ее 
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2) при нечетном $ 


—% л 
\ - МЧ) — 75 (#14 
ее ТЕ | 
< 408 5 аи. О (41°) 


где Ти_1(!) означает полином наилучшего приближения в среднем на 
интервале (0, 2*) функции ТТ, (1). 


$ 4. О наилучшем приближении на классе периодических функций, 
имеющих ограниченную 5-ю производную (0<5$< 1) 


Будем говорить, что функция / (#) периода 2т имест производную 5-го 
порядка (5 >0) в смысле Вейля, равную /“ (1) = (И), если $(|) есть 


функция периода 2т,’ суммируемая на периоде, удовлетворяющая 
2к - 


условию \ $ (1) 4Ё = 0 исвязанная с] (1) при помощи равенства 


0 
2" 


По \9(—9 9.8) 4 (42) 
( 

Из леммы 1 следует, что при любом п тригонометрический полином 
(п — 1)-го порядка Т»_1(1), интерполирующий функцию ФТ’, (1) в нулях 
з1ш 7, интерполирует ее только в этих нулях, причем с переменой знака. 
Функции с аналогичными свойствами были предметом исследований 
А. А. Маркова, Ж. Фавара, Н. И. Ахиезэра, М. Г. Крейна, Б. Надя 
и С. М. Никольского [см. (И), стр. 96; (1), (*), (3), (°) и (4)]. В этом 
параграфе мы воспользуемся некоторыми результатами С. М. Николь- 
ского, который, обобщив и развив все проведенные ранее исследования, 
получил целый ряд общих теорем [см. (“)]. * 

Пусть (Г) и (М) обозначают пространства функций периода 2, соот- 
ветственно суммируемых и ограниченных на [0,2], Ни®)— класс функ- 
ций ВЕ (М) с |#|и<\1, ортогональных ко всем тригонометрическим 


функциям порядка р—1 (р>0): 


2" 
Ио О Е (43) 
я Н:® (р>0) — класс функций АЕ (Г) с ||# (< 1, для которых выпол- 
няются те же и о При этом Нм® и Н!:® обозначают мно- 
жество функций #Е (М) с |#|м<1 и соответственно множество функ- 
ций ЙЕ(Г) с ре: 

ТЕОРЕМА 3. Если функции | выражаются через © при помощи 
равенства (42), то 


й Кэт 
Бор Ас = Ли =, (44) 
ФЕнм?) ФЕНм" Р 
(ро а...) 
4 Кэт —- | 
зир Е»(/)ь = т ‚У о. (44°) 
У: ФЕН) п 


6 известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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Укажем метод, дающий на классе функций, имеющих ограниченную 
5-ю производную, приближение, равное наилучшему. Зададим, следуя 
Надю [см. (7)], систему чисел 


Ир, Мо-1, ++: › Ит—1; Ур, Ур-1› его Уф О0<р< п (45) 
(при р=0 *=0). Приведем в соответствие каждой функции } вида (42), 
где ФЕ Нм? или 96 Н,?, тригонометрический полином (п— 1)-го 
порядка: 
2 т—1 
Ее У {р (ак с03 ЕЕ -Е р. зт Кё) - ух (ак зщ КЕ — бу созАё)}, (46) 
А=р 


определяемый системой чисел (45), где ах и 6, — коэффициенты Фурье 
функции $, которой соответствует при помощи равенства (42) функция /{. 

Полином Т„—1 (7; & в, У) можно рассматривать как приближение функ- 
ции ]/. Он линейно зависит от ф и называется линейным методом (опре- 
деляемым системой (45)) приближения функции ] вида (42). В качестве 
меры приближения функций / классов Ны® и Нь?Р при помощи этих 
полиномов, определяемых фиксированной системой чисел (45), можно 
рассматривать верхние грани 


@, (Ны®; в, ус = зар |1—Т (в, У) [с (47) 
Ен) 
и 
©, (Не; в,уг= зар ||/— Ть (вв, У. (47’) 
ФЕН, ®) 


Метод приближения вида (46) называется наилучшим для класса Ни?) 
(соответетвенно Нь®)), если он определяется такой системой чисел (45), 
для которой верхняя грань (47) (соответственно (47’)) будет наименьшей 
среди возможных. 

ТЕОРЕМА 4. Линейный метод (46) является наилучшим для класса 


Ни? при вв", =, [см- (35)] (К =р,р-+1,..., п 1), причем 
Й К-т 
О к 


Этот наилучший линейный метод для класса Нм? является един- 
ственным. 


ТЕОРЕМА 5. Линейный метод (46) является наилучшим для класса 


Ни.) при р = ид’, У == Уд” (= р,р +1,..., п 1), причем 
К. эр 
Е 4 3 2 
И о (49) 


п, 


Доказательство. Справедливость теорем 3, 4 и 5 непосредственно 
вытекает из доказанных ранее свойств функции Т,(#, ибо, как показал 
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С. М. Никольский [см. (4), $6, теоремы 3, би 7], каждая из этих тео- 
рем имеет место для всякого класса функций } (1), представимых в виде 


== ®К(—94, 


если только ядро К (1) удовлетворяет при каждом п(п=1,2,...) еле- 
дующему условию (А„”): 

1. Функция К (И суммируема, периола 2 и тождественно не равна 
нулю. 

2. Существует тригонометрический полином (п — 1)-го порядка 

о п—1 

* = * еее я 
2 - уу (не с08 АЕ + ук" т АЙ) 


К=1 


ий (2) = 


п 
и положительное число Х < — такое, что если 
п 


Ка’ 0 =К(-—Т. (0, 9( = К," (0, 
то для почти всех # 
Фи (Е ») = —Ф, (0. 
При этом только в правых частях (44), (44’), (48) и(49) вместо 


. 5п 

т ы И Аи 

Е тм 
к пз 

= 

Г к 
Е 
должна стоять соответственно величина интеграла — \ 1К (0 — Ти 1 (#) | 4, 
— 

а в левых частях (48) и (49) вместо чисел |,” и У," — соответственно 

з Е. УЕ 
числа ви у. 

в 2 ь 1 Ж. (р) : ь 
Линейный метод для класса Нм является единственным, если 
“ 
в полуинтервале [0, 2*) существует 2п — | точек, в которых К» (1) не- 
прерывна и меняет знак. Покажем, что все эти условия для ядра ТГ. (1) 
к 

выполняются, если взять } =-_. В самом деле, 

1) Ф, (#) в силу монотонности [см. (16)] на (0, 2*) обращается в 0 
только в одной точке; 


2) всилу (38), зв. (— Ти (9] = — Иа [ (+ =) тн (+ =] 


п 
3) в 2п —1 точках п, = (&=1,2,..., 2—1) функция Т. (1) 


непрерывна и разность 1’. (# —Т,_1 (0 меняет знак. 
Замечание. Отправляясь от ряда Фурье функции /® (#) =$(1) 
19 (9 =$ (0) — У (аксоз М + бьзт №4), 


К=1 


мы получим линейный метод (46). 
Если исходить из ряда Фурье функции ] (1) 


(0 — хх (ак с03 Е + Вьзш АЙ, 
&— 
6* 
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то. ввиду того что 
: к $ \ 
За = 1 ака + 64 05-5}, 
| ГО \ э у 
ы 5 
<-> 
: а - (1), 
(221 —К)* (2+) хз 
яв —>- 
: = (1—9, °), 
(2т- | К 
ов) — ура е (сь. )= 
в—1 е- н 
—= У [ва (а; созАё + Вх зп АВ) -- ух (ак т 1 — Вк с0з &{]], (50) 
Е 
= ый = = и - ее 
где в, = 1 — 605% —Е,* — т —— ще ч-7® = -5 1 зк (Е, %) 


$5. О наилучшем приближении в среднем функций с особенностями 


Приведем, наконец, доказательство одной леммы, которая вместе 
со следствием $ 3 даст возможность получить асимптотическую величину 
наилучшего приближения в среднем периодических функций с особен- 
ностями дробного порядка $ (0<з5< 1) [ем. (13), (13) и (ч)]. 

Обозначим через Е» [/ (1); а, 6; К], ге —т<а< < т, наилучшее 
приближение в среднем функции /(1) в промежутке [а, 6] при помощи 
тригонометрических полиномов Т„({) порядка п, подчиненных условию: 


[23 п 


7. (|4: < К. 


— 
®.— 


Тогда справедлива следующая лемма, идея доказательства которой 
в основном заимствована нами из работы С. Н. Бернштейна [см. (1?)]: 
ЛЕММА 2. Пусть число х удовлетворяет условию: 
1—$ 
22 р >. 
Тогда, каково бы ни было положительное число в, пра достаточно 
больших п 


В» [Ч (0; в, к; т| > а-э Е.Ф 0<<1, (5) 


п 


где й — произвольное положительное число. 
Доказательство. Пусть т=п-Е Е, где [= [12] — целое число, 


и пусть 
9(8 = о = (1 — <?) = с057 5 
Тогда для взвешенного наилучшего приближения имеем: 
Ее, осо (ОД = ЗЫ | |9 (0) 0 — Ты (046 Е, (0-9 (0. 
п —< 


> Е„ [4.0], — Е», (0 (1—9 (0. (52) 
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Учитывая, что, в силу (16), 


находим: 


| (4; (8) (Е —9 (8) _. 2 (1 — сои + № (Е созм #)+ 
+ 11, (6) соч! < а 1? < < Кит, 


$ 


где К, А, и К, — постоянные; отсюда 


Е. 1, (0) (4 а), =0("-) = 0 (=) =о (+) 


или, вследствие (52), Ев, а (1 [4 (1), > Вт [Ч (1)], — о ( . ) Так как 


п ы п в = 
(=) > (—"-) >21!—\, 10, в силу теоремы 2, 


` ® п и? 


тЫ 
Вы. д>— о 


или 


Ть 


Если теперь совершенно произвольный тригонометрический полином 
п-го порядка 7, (РГ) удовлетворяет условиям леммы, т. е. если 


й 


ий |47(0 — 7» (04 < 


< шах (1— вт". в ых 1.94} < 
пя АИ 
«(2 у ую я] = оды. 69 


—т 
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Сравнивая (53) и (54), мы видим, что при любом Т» (2) 


1 - 


| ед. — РЬ 014 > (1— $) Вы, 
— шах[ + } 901%, — 7 (0 |46>  — *) Вы, 
Т», — и 


и так как 0% 9(8 <1, то тем более 


Ел |ч, с | = пил \ [8 (8) — Го (#) |а[> (1—е) Е» 9. (> 
Ти 


и лемма 2 полностью доказана. 


Поступило 
26. УТ. 1952 


ЛИТЕРАТУРА 


' Кауага Х., АррЦеаИов 4е 1а Гогише зоттаботе 4’Ещшег А 1а авшопзгаймов 4е 
Чае!диез ргорг1еЁ6з ех{тета]ез 4ез’ 1166 ота]ез 4ез гопсИоп$ рёг1о4иез ои ргездие- 
рё1о919иез, Маешайзк Т1азкгИ, КфБепвауп, В, Н. 4 (1936), 81—94. 

*? Кауата Л., Зиг 1ез шеШеитв ргосвабз 4’арргохииаИоп 4е сегашез с]аззез 4е 
Гопсйопз раг 4ез ро]упбшез и1еопошеычапез, Ви. Че 5е1. Мабв., [ХТ (1937) 
209—224, 243—256. 

3 Ахиезер Н. И. и Креин М. Г., О наилучшем приближеьвии тригонометриче- 
скими суммами дифференцируемых периодических функций, Доклады Ак. Наук 
СССР, ХУ (1937), 107—141. 

“Никольский С. М., Приближение функций тригонометрическими полиномами 
в среднем, Известия Ак. Наук СССР, серия матем., 10 (1946), 207—256. 

5 Дзядык В. К., О наилучшем приближении в среднем периодических функций 
с особенностями, Доклады Ак. Наук СССР, ГХХУП .(1951), 949—952. 

8 Зигмунд А., Тригонометрические ряды, М.— Л., 1939. 

7? Мару В., ОБег ое\ззе ЕхбешаИгасеп Ъе! фтапз{огицег{еп (т1еопошей1зсвеп 
Епб\саисеп, 1. Рег1о@1зсВег ЕаП, Вегев{е Ч4ег р К!. АкКадепие 
{. №133. 2а Герже, ХС (1938), 103—134. 

$ Лусшип4 А., Зтообь Гиисйоптз, Бике шацвем. }., у. 12, к 1 (1945), 47—76. 

» Гончаров В. Л., Теория интерполирования и приближения функций, М.— Л., 
1934. 

10 Фихтенгольц Г. М., Курс интегрального и дифференциального исчисления, 
М.—Л., 1948. 

1 Ахиезер Н. И., Лекции по теории аппроксимации, М.—Л., 1944. 

1? Бернштейн С. Н., О наилучшем приближении |5 —с|Р, Доклады Ак. Наук 
СССР, ХУШ (1938), 379—384. 

13 Никольский С. М., О наилучшем приближении многочленами в среднем 
функции |е—*]*, Известия Ак. Наук СССР, серия матем., 14 (1947), 139—180. 

11 Никольский С. М., О’ наилучшем приближении многочленами в среднем 
функций с особенностями вида а—х|°, Доклады Ак. Наук СССР, Г.Х (1947), 
195—198. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
17(1953), 168—180 


Л. И. КАМЫНИН 


О ПРИМЕНИМОСТИ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ 
К РЕШЕНИЮ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ. 1 


ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫХ 
УРАВНЕНИЙ 
(П редставлено академиком С, Л. Соболевым) 


В работе устанавливается различие теорем единственности для 
уравнения теплопроводности и соответствующей ему системы конечно- 
разностных дифференциальных уравнений. 


Введение 


Решение дифференциальных уравнений в частных производных методом 
конечных разностей приводит к необходимости изучения, наряду с диф- 
ференциальными операторами, также и конечно-разностных операторов. 
Однако эти операторы далеко не эквивалентны, их свойства во многом 
оказываются различными, что иногда приводит к принципиальным 
трудностям при применении метода конечных разностей. 

В статье различие дифференциального и соответствующего конечно- 
разностного операторов показывается на примере изучения одной клас- 
сической задачи математической физики решения уравнения тепло- 


проводности: 
р ди _ 0%и 1 
9: 07 ( ) 
для бесконечной области изменения 5 (— со «х< - с) с начальным 
условием` 
и (х, 0) =$ (2). 

Методом конечных разностей эту задачу можно свести к решению 

бесконечной системы конечно-разностных дифференциальных уравнений 


9% (®,)_ 5 (#09 (2-Е А, 1) — 24% (2,1) и (#—1,1)) (2) 


0 
(п =..., — 28, —Л, О, Л, 24...) 
с начальным условием 
и (в, 0) = $ (2). (2*) 
В статье показывается, что для единственности решения системы (2) 
требуется более сильное ограничение на рост в зависимости от х по 
сравнению с теоремой единственности А. Н. Тихонова (1) для уравнения 
теплопроводности (1). Согласно теореме А. Н. Тихонова, решение (1) 
единственно в классе функций, удовлетворяющих оценке 
шах и (т, #)е-с*->0 при |х|-> со. 
0<#<т 
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Единственность решения системы (2) обеспечена в классе функций, 
подчиненных условию 


[шо (Аи) (3) 


где х=..., —2й, —Й,0,й,21,...; О<Е<Т, А и 0О<в<1 — постоян- 
ные, однако в классе функций с оценкой роста 


|465 (2, )|<А [+99] 
единственность нарушается. 

Таким образом, условие единственности решения системы (2) суще- 
ственно суживается по сравнению с условием единственности уравнения 
теплопроводности (1). В связи с этим естественно возникает вопрос о 
сходимости конечно-разностного процесса для уравнения (1). Вопрое о 
сходимости будет рассмотрен в следующей статье автора. 


В работе доказывается также единственность решения системы 
2т 


ди (х, 
> де . т (-—- ПС @-&— ль, 1), (4) 
где 2 —=.. 5—2, — А, 0, р. м 6 ; #® (д, 0) =$(=2); г> 0 -— целое число, 


0<:<Т при г нечетном, 
0>:> —Т при г четном, 
в классе функций с оценкой 
| (в, < А[аф® Я] (|< 7) 
и показывается, что в классе функций с оценкой 


| | 
[о (| Аа +® 1 ЧТ 

единственность уже не наблюдается. Система (4) есть конечно-разност- 
ный аналог параболического уравнения 

ди д?"и | 

Е (5) 
с начальными данными: и (5, 0) =ф (х). 

Для системы (4) строится эффективное решение 


и) (пи, 1) = о } \(- зы 2): г} + 


+— о (2 ( (пи + Ай) - $ (п — ну \ с05 йхехр {( (- я э з} п 4х 


0 


Е 


(6) 


п 2 
1 44 м 2 
если г=1, то = | 05 па ехр (зи 4 =е А (=), тде [» (2) 
0 
есть фуюкция Бесселя от мнимого аргумента; это решение системы (2) 
указано автору С. Л. Соболевым), причем ряд справа сходится, если 


19) 1<4[(-- 


Результаты настоящей статьи содержатся в работе (2). 
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$ 1. Теорема существования и единственности для бесконечной 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка: 


©. 


А аи] (ЕО 2 О г), (7) 


4 
где г_>. 1 — целое постоянное число. 


ТЕОРЕМА. Пусть дана система дифференциальных уравнений . (7), 
правые части которых удовлетворяют условиям: 

15. ] и (#; Ин»... Ииуь) определены при любых ит и ц < -+Т. 

25. ] (1, Ип-ь,...,Ип+ь) Измеримы по & для фиксированных ит, причем 


ь+Т 
\ |5 0,..., 0) [а Ч, 


где А из (0«<е<1) — постоянные. 


3°. р (Е ии... ,Ипь) удовлетворяют условию Липица: 
т-г 
а О 
и=пт—г 


для всех 1% << -Т, причем К — постоянная. Тогда система (Т) 


имеет по меньшей мере одно решение ит (1) (т =...,—2,—1,0,1,2...,), 
удовлетворяющее начальным данным 
01 0.. }, 


если только 
ре т 
[што | < В [4 в) |, 


где В — постоянная. 
Всякое решение системы (7), удовлетворяющее условиям 


ит (1%) = Ито (Пе... =, 1,0141, 02....) 


при %ц << -Т (С — постоянная) единственно. 
Доказательство. Заметим, чтоесли в {м (1; И_,,... , Ип-ь) вместо ит 
подставить любые суммируемые функции фи ({), то }л (1; Фи, (#),..., Фиг (1)) 
будет суммируемой при & <Е<ь + Т. Действительно, ввиду условия 3° 
теоремы, ]м (#; Фи, (й),... ‚ Фи» (1)) будет измеримой по # [см. (?), стр. 556] 
и, кроме того, для нее выполнено неравенство: 
ь+Т ь+Т 


) | Хь (1; Фик (1), . . › Фил (0) | 41 < ) |И» (#;0,...,0) а 


ь 
ь 


Е | 1» Е Фи (8), ... › Фи+» (1) — м (1 0, и ‚ 0)|141< 
к п-т %+Т 
«А-а инк Х 0 
= в. 
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Ввиду этого систему (7) можно заменить системой интегральных 


уравнений 
! 


ии = + | (зи, (©), .. вы» (©) 4 
5 
(Пао Па. (8) 
Будем искать решение (8) методом последовательных приближений, 
беря за нулевое приближение функции ип (ешь, Тогда 


11.2 (9 — А ин... 8.) | < 
<нвьо.....0 ое + №6 и°_,..., Ш, )— /(5;0,...,0)|[%< 
<А[4—в) " | и ео 10° | 4 < 
«Аа Ге 7+ ножа [а 9 (11+ + 1)|1< 


<м[а-э (+1), 


причем 
тб (Ода + [об (0) — я А [а в) + 
| 
ее (1 8 1) 
В силу 2° и 3%, [ (5; и, (1,...,и@ ,(1)) суммируема при & << + Т: 
| № (8) — и, @ (2) | < 
| 
< еро, ©), 0, 9) — ео... < 
а 1 
ие» \ы «а ( (9 — и & < РМ [1 —®) (= т 2) 1@—%), 
ИА 


где Г, = (2х + 1) КВ, причем 


1 (2 |< [о | + [ибо (6) — шие | + [ши (6) — и, (2) | < 


МПТ | (1— =) и) | 
[п | . 
Аа м [4 9) (1+ 1) т ре НИ 
т.е. (Ни®  (1,...,и®, (1)) суммируема при & << +Т. 
Методом | полной математической индукции легко показать, что имеют 
‘место оценки 


| (2) — и 9-9 (1 < МЫ" [и —_ ты #4 1] | Ч 


|ко (<А[(4 — =) ны Ре ее оВЫ 
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откуда следует суммируемость Те (в и® (4), .... И, (1) при любом [Ги 
и <#<ь -Т, причем ряды 
+ со : 
во Е № О — 80 (0 [ Ш... 62, —1.0,1,2,...) (9„) 
1=0 


мажорируются абсолютно сходящимися рядами 


1=0 И д 
но 
а меры! [#9 (7 +1+1)] 
о ет > 
те т 
м ы ей Иар-и)! ны 4141] з 
1=0 
оо 1 1 
М У ЕЕ) каче 
1 [Е и] т Е О ')] > 
а) ыы м 
в $ 21 (1 ут. | т +1+1)] й 
=0 
+м[; ] > (2 (Е —1)) а” 
= 
где [а]” означает наименьшее из целых чисел, не меньших а, и 
=[#—а =) (“+ 1), 
причем, если 
И [#— (1 —е) (= ыь 1) = 
= [ео (+ а [в е+)-и— 9 (7+ 1], 


но 


е-ю-а-э (и! +1) << а+9-@-9(7+1), 


то 
1 4" 
[+] << [+]. 
Ясно, что ряды (9»„) сходятся равномерно на отрезке & << + т 
к непрерывным функциям О»(0 (п=..., РО, Эль ий 


можно для любого 9 >0 выбрать столь большое М (1, и), что для дак- 
ного п будет выполняться неравенство 


10» (8 — и, (|< при Г> М (1, п). (11 
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Для функции О»„({) имеет место оценка: 


РЕ СР  ату [в-э (+2 +1] 


1=0 
1] \ (27) И 
- м |. ] а — 
т=о0 
—= /|п| Го | 
ЕС; +1)] сту [9 +11] 
<м т 
1=0 
И в ИМ а) 1 
+м|=] (27) *^”’ехрТ)*, (12,) 
откуда следует суммируемость м (#1 И„—„(1,.. ., Иль (2): 

Полученная система функций ПО„()(п=...,—2, —1,0,1,2,...) 
является решением системы (8), удовлетворяющим начальным условиям: 
= (Вы... 0, ЕО а... 

Действительно, 
В и 
|-> + © ; 
ит (В (6) = ии + 
[а 
5, ©; ЩИ), -.., С) 160. ® 1, ©} 
ь 
+ 
те №; о аа (13) 


ь 


В силу условия 3° и (11), для любого 9`>0 и данного п можно 
найти числа М и 6 такие, что как только [>> М, то 


|9) —9, (|8 (т=пр—г..., п!) 
и 
[ЕО о. бл, о, ое. 
ть 
‚а | ии 0, сб, ФО 


Переходя в (13») к пределу при (-> + со, получаем: 


ое И ое бы 9 


и 


чем доказано существование решения (8). Докажем его единственность. 
Пусть 9» (1 — любоэ решение (7), удовлетворяющее условиям: 


о) = = ов 


(о С[а-—® 1 при в << +7. 
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Тогда легко установить оценку: 
(2+1) кс) (1—9) (+: | 
й (1 к ь) ? 
где и„(® (1) — 1-е последовательное приближение, построенное в первой 
части теоремы. Но | —&|<Т и при достаточно большом { 


> (+1, 


|9= (6) — (|< М 


поэтому . 
Нш и, (0 = о» (0, 
[> + 
откуда 
И о, 


$ 2. Теорема существования и единственности рещения бесконечной 
системы конечно-разностных дифференциальных уравнений, 
соответствующих уравнению параболического типа 


би _ ди 5 
т. (5) 


Рассмотрим бесконечную систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений 


Чи (1) 1 № р 
ив У (1) С» иилни-ны 0. (4) 
#=0 
Положим илл (1) ==и® (х, {), где х=пй=..., — 21, —Й, 0, Й, 2й,... 


Тогда систему (4’) можно записать в виде 


2" 
р ЕЕ (Сы е+&-эьд 
тат (4) 


о Она. 


Очевидно, при й-—>0 уравнение (4) переходит в уравнение (5). 
ТЕОРЕМА. 41°. Уравнение (4) имеет по меньшей мере одно решение 
и (х, #) ("— целое число; х=..., —2й, —й, 0, й, 2й,...; ОЗЕ<тТ 
при г четном, 0>1> —Т при г нечетном), удовлетворяющее началь- 
ному условию 
ив) (Е 0) =— Ф (1) (2 =..., — 2, —Й, 0, 1 21 ,’. . 2) 


если только | 
ЕЯ 


|9 (214 [аб-9 |, 


где А>0 и 0 << 1 — постоянные. 
2°. Если решение уравнения (4) 9% (1, 1) (1=..., —2й, — В, 0, 
й, 2й,...) удовлетворяет условиям 


9 (т, 0) = $(2) 


9 (е, |< В[—8) 9] при | «Т, (14) 


то оно единственно. 
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3°. Однако для любого в>0. существует решение уравнения (4) 
%" (х, 1) 0, удовлетворяющее условиям : 


р 


| 4 (х, < С[а +95] при || <Т. 
Доказательство. Рассмотрим вместо уравнения (4) систему (4’) 


и перейдем к системе интегральных уравнений 


ин (8 = Ф (ий) + 
| 


г. И (ще--юуь (<), а: И(п+г)ь (<)) 4° (п=. ек: а, —1, 0, 1, 2, ие .), 
0 “ 
= Й 2 
(ит ь)ь› ...) И(п-г)ь) = то я о Самка. 
К=0 


Очевидно, } удовлетворяет условию Липшица с константой К о. 


и первые два утверждения теоремы $ 2 есть следствия теоремы $ 1. 
Покажем справедливость третьего утверждения. 
Функции ил (№, заданные равенствами 


[=] ту Зе м" | 
чать (= У #^" Л а №. Ва. 
у=0 1=— гу (15) 
90 (#) =0, 
пл (1) = — ил (1), 


где Ё (1) — произвольная функция, имеющая производные любого порядка, 
являются решением системы (4). Действительно, вводя обозначения 


гу 


1 
Рима (п) = П т 


1=—ху 


2х 
А?" Руна (п) = № (—1)* Саут в-А— г), 


В=0 


заключаем, что 


А?" Рам (”) = Р.-(,1)+1 (п). 


Поэтому 
[ 
аш, (1) : г о 
д вт. У рат) ЕР (9, 
У=0 
|®|-—1 
1 . с { 
т Ан) дао” ( У АРТ] Р® (1 + 


У—=) 
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[в |-—1 |п|-=1 
а ЕН 
А р: АР Е (2-Е Г | 0) = 
2 ( [| +1) +1 
|®|-—1 
г. 
= рип о я () ь 
У=0 
Итак, 
ав. , (1) 4 р 
т = = Ан (#) для |п|=7, ^-Ё4,..., 


Докажем, что и для |п|<г 


4}, () А л2е 


Для этого отметим равенства: 
ла (1) = пАЕ (1), 
если |п| =0, 1, 2,...,г; 


пнд ИР ++ ли -рзчот П ("+0 2” (0, 


=—^ 


если г + 1<|п|<2^. Отсюда 


(дь (8) =1(Г—0Е(1) для 0< 1 <, 
4% „ув (1) С 
= (Ра, 


2тг 
Ань () = У (—1* Сул (9 = 


Е=0 


-(-5 (О а-ю+У С° — 1)-®-Р (0) + 
Ё=0 А=1 


м Е ый 
+ в (С О-В мы (0. 


Понажем, что 


Ее (—1)'С» (1—1) + у (—-1'С,(&—1 =0. (16) 
А=0 =1+1 


Действительно, дифференцируя по { обе части тождества 
2" 
(Е — 1)" = У (-1) "Сы 
Хо 
и полагая { =4, получим равенство (16). 
Покажем, что 


2г 


У (9-01 +1. 40 =е-А (п) 


==^+1+1 
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Для этого. продифференцируем (2г 1) раз по # обе части 


27 
ИИ = м Е- со иАек 
—=0 
Тогда получим: 


а и а 42718 
ое м 


У С 


$=0 
2" 


О 1 


=и-++1+1 


Полагая #=1, найдем (17). Таким образом, 


О 4% „ль (1) 


27 
Аналогично показывается, что 


А” )н(®) 


= —#(7— ПЕ’ (1) для 01 <г 


Если выбрать функцию ЁР(!) такой, что 
ое 

2) (0-0; 

3) |Р° (0 |< 1+)! (0< < 2—1) при || <Т 


то ил (#) будут удовлетворять условиям: 


тождества 


= ("— ИЕ (= — для 01 < 


О о 


причем 


я те 
пе (015 М П лее чыи= 
и [=— уп 
ты 


([ш |) ((| п | #)*— #2 ((1п |1)? — (гв)? 
х к - И Не] 


| 
юань 
< О о в 


У=0 


| Е 6 мы 
[9 тл (8) | < а бо) >] | 


У=0 
о 


УказанНый выше выбор Е (1) возможен [см. (*)]. Оценка 


ЧЕ 
| (®- 1) о 


|< 


Х ви чы< [+ (ея [а ь 


где зе, >0, завершает доказательство теоремы. 
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Замечание 1. Решение задачи Коши для уравнения 


в бесконечной области изменения х; методом конечных разностей приво- 
дит к бесконечной системе уравнений 


Чаи» а 


=» Е Пе. ИИ А+тГИч 1. та : 
1=1 А=0 (18) 


О О то) 


Тогда следствием теоремы $ 2 является утверждение: 
Если ит,..то (1) есть решение системы (18), удовлетворяющее нуле- 
вым начальным данным и условию 


пы (то [4—9 . "|1 при |(|<Т, 


то Ит,..та (#) =0. 

Действительно, правая часть (18) есть функция, удовлетворяющая 
условию Липшица © постоянной К = С... 

Переходя от (18) к системе интегральных уравнений 


Ит, ...та (1) = ‚+ у у ©. Чт, ...ту—щту — Ктту-у. то (<) Я 


$=1 А=0 


и беря за нулевое приближение числа 


и ео | 4 —.= | я | 
ит, та (| о | 


получим для (-го приближения оценку 
а т. 
ее ( р пы 
[— 
ОАК Зе Об нЕ 


Дальнейшее доказательство единственности проводится аналогично 
приведенному в теореме $ 1. 
Рассматривая, наряду с (18), системы 


И 2 | 
не № била 
— (18; 
а О Е В. а), 


мы видим, что если ий, (1) есть решение (18,), 20 


р 
Ит, ...та (1) == |9 Ит; (1) 
1—1 
есть решение системы (18). 


174 Л. И. КАМЫНИН 


Поэтому для любого е>0 можно построить ненулевое решение си- 
стемы (18) с нулевыми начальными данными такое, что 


ши ЕО ([(@ +9] 1) при |117. 


Замечание 2. Если и® (5, }) — построенное в теореме решение 
уравнения (4), удовлетворяющее неравенству 


ен 
| и®) (2, 1) | < А р (27 + 1! 4)! < [4 =) У]! , 


у=0 


и если Пи и® (х, 1) =и(х, #) есть решение уравнения (5), то для этого 
®—>0 


решения в пределе сохраняется оценка 


2тУ+1 АР 
|ш(=, 0 |< А 5 ИМ — 51 < Алехр [7 
ЗЕ 

прил = 1, ввиду оценки |и (5, #) | < А ехр [|= ыы и (т, #) удовлетворяет 
условиям теоремы единственности А.Н. Тихонова [см. (1)]. 

Замечание 3. Для каждого фиксированного й и любого =з>0 
можно построить решение (5х, #1) уравнения (4), нарушающее един- 
ственность, причем 


[5 -})] 
|109 (2, |< У я (4-е! < <А[( 5 =); | | 


где в, >=>> 0. 

Замечая, что %®(х, #) мажорируется абсолютно сходящимся рядом, 
заключаем, что 
со 

2тУ--1 
1 00 (д, = ЕО (1 
6 (=, 1) № (2+ 1)! (0 


есть решение уравнения (5), не равное тождественно нулю, принимаю- 
щее нулевые начальные данные при 1=О0и удовлетворяющее оценке 
2" 


| (х, #)| < Вехр РЕ 


При г =1 получаем пример А. Н. Тихонова [см. (1)] с оценкой 
2 


| (о, |< Вехр [||| (0<8<1). 


Замечание 4. Из теоремы $ 2 следует, что единственность реше- 
ния системы (2) обеспечена в классе функций, подчиненных условию 


и (2, < А[@— «И! о ВО м бе 


однако в классе функций с оценкой роста” | и® (х, 1) | < А[( + г) в! 


единственность нарушается. 
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Таким образом, область единственности решения системы (2) суще- 
ственно Уже области единственности уравнения теплопроводности (1). 
Это различие теорем единственности для уравнения теплопроводности (1) 
и соответствующей системы  конечно-разностных дифференциальных 
уравнений (2) не дает возможности применять метод конечных разно- 
стей для решения уравнения теплопроводности (1), если $(5) в началь- 
ном условии 


за О ое О-о) 


есть функция, которая, хотя и обеспечивает единственность решения (1), 
но допускает неединственность при решении соответствующей конечно- 
разностной системы (2). 


В качестве такой функции можно взять 
$ (2) =О(а*®“); 
тогда для любого й можно построить решение %&® (х, {), нарушающее 
единственность, с оценкой 


оо (А [| 1, 


но 
ое] < а=в-* 


для достаточно больших |2|. 

Замечание 5. В силу доказанной теоремы единственности для 
системы (18) при решении уравнения теплопроводности на 9д-мерной 
плоскости (42.2) методом конечных разностей существенное значение 
для единственности решения соответствующей системы (18) имеет выбор 
направления осей сетки. Так, при повороте сетки на угол ф без измене- 
ния первоначальных узлов сетки соответствующая уравнению 


ди _ ди д?и 
9 д ТГ др 
система 


аи 
а" = Ит+1л — 2Итп + Ит—п + Ити+1 — 2Итт + Итп—1 (19) 


м 10-122 


1 . 
при {= > примет вид: 


ее. == : (ел — РИть -- Ит—эт—1 - Ит—1т-2 — 2 тп Е Ит-+1т—2) 
а. (20) 


и вместо условия 
[ть (#) | = © ([(4 —®) (т + "|1 1) 


для единственности решения системы (20) потребуется условие 


ии (ОО [а И) (ит). 
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Ввиду указанной анизотропии, оси сеток удобно выбирать либо 
параллельными координатным осям, либо наклоненными к ним под 


углом 45°. 
8$ 3. Построение эффективного решения конечно-разностной системы 
дифференциальных уравнений (4) 
Решение системы уравнений (4), как будет показано ниже, можно 
искать в виде 


п 


иль (#) = ее окр (— Ане Вт Е 
, 
, } 


+ вой в) +30 — М) есзаекр {(— 5? 2 2) 14 (6) 


А=1 


а 


ТЕОРЕМА. Формула (6) дагт решение системы уравнений (4), 
удовлетворяющее начальным данным 


ин (0) = $ (ий), 
если х (пп) удовлетворяет условию 
[$ (ил) | < [и—э) и, 
где а <1 и Ё > 0 — постоянные. Всякое решение ть (1) системы (4), 


удовлетворяющее тем эже начальным данным, совпадает с указанным 
решением, если только 


19 (|= ([(4—=09-]!] 0<ы<4, 1157) 


д оказательство. Как легко проверить непосредственным вычис- 
лением, выражение 


п 
а д \г 
(®) (1 - Е% 8— 
и®) - = оз (п— А) г-ехр{(— ош 5 п 
0 
есть решение системы (4), удовлетворяющее начёльным данным 

и) (0) = | а 
ь 0, ПЕ 


откуда следует, что (6) есть формальное решение системы (4). 

Для того чтобы доказать, что (6) есть решение системы (4), нужно 
показать, во-первых, что ряд в правой части (6) равномерно сходится 
на любом отрезке 7, <1<Т, и, во-вторых, что ряд, полученный фор- 
мальным почленным дифференцированием (6) по & также сходится 
равномерно на любом отрезке ТГ, <#< Г.. 

Предварительно оценим 


п 
5 


1 й 4 г 
т | сз пз-ехр | т 9102 5) | азы 


0 


Й : п 15 Е 
= —ехр [а ;|(совя. ехр Е ее сова 42. 
0 


&=1 
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Е а 


п 
Интегрируя по частям [=] раз интеграл правой части равенства, по- 


лучим: 


ый 
21 и 
с08 И2  ехр & > (—10°*' Су" воза | == 
&=1 


> Со \ (со (й —а1) 3 — 00$ (п - а) 2): 


0 


‚ ехр Г о А)" со гие] 4: = 


Е 
р 
= 


# 2 
м ь [4 —& - 9. $. ре" 1 
а = 
0 


@=1 


©:=1 


с0$ (п + а: — &2) & + 


1 
605 (п — а: 95) 2 — Е 


> па: 
1 : 2 Е ` ог уг 
Е о (п -Е о, + а) 2-5 р (—1) А ‘осъдуя 4 = 


ры 
2" й Г иг т 
_ © ны 
= 0; =1 
[= у; с08) "ее В, Е... ЕВГ, 
ыы В 


ие ны Вмыви 


“) т 
. ехр т ^. (Ср твовая 42, 


 =1 


где 1, может принимать значения +1, а В; = + 9,. 
Оценивая это выражение, найдем: 
ий 
| 


(с: и 
27 2" ги 
< —__/^ __ @хр [2+ 1) о . 
и 


к 

1 А 

г р и 

= со па ехр (( ьа 9 :) 1( 43 
0 

Без ограничения общности дальнейшее доказательство можно вести 


для случая г=1, А =1;. тогда 


к бе, (21) 


и] 


п 
5 \ 60$ 2 ехр ы 41911” е 43 


п 


Ряд (6) примет вид: 


ехр Г 41911? 5 |4 + 


>= 
з 
— 
< 
— 
| 
г. 
“|5 
<.—>5а 


п 2 
—41$10* — 
2 


+= У Фи + е—) ( созйа-е 2 


0 
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Пусть п> 0; тогда 
оо п 
№) ф (п - № \ сов 2 -ехр Е 41 511? я 4: = 
А=1 0 
ее |} . 
[Ен] г а ет" 2. 


= ` ф (п - А) \ соз Аз.е 8 ЧЕ 
> \ 
=1 


0 


= у Ф (п + №) \ соз Ё2.ехр ее 41 5 а2 = 
к] ее ь 
ре р >. 
=. Дик (0 > Ф(®- А) \ с0з Ё2:ехр | 4411? я 42; 
ый 


очевидно, Ди» (1) — непрерывно дифференцируемая функция от . 
Рассмотрим ряд 


+ со С аз: 2 
Ф (п - К) \ с03Ё2.е 2 42. (22) 


= [==] "| ет ы 


= 


Ввиду (24), ряд (22) мажорируется рядом 


(1—2) + г 
в [(1 — =) ("+ А)! (4)* ег (4) 
Ге я К < 1 [= : т з>. (29) 
и "а рено 
а поэтому сходится равномерно на любом отрезке 7, <Е<Т.. 
Рассмотрим теперь ряд 
ме г ана. — 
У +("—*) \созйз-е 2 аз; (24) 
А=1 0 


совершенно аналогично приходим к выводу, что ряд (24) мажорируется 
рядом 


_ ап ие 


ВЮ 


= т! 


т=о0 


и поэтому сходится равномерно на отрезке 7, <Е< Г». Для п < 0 оценки 
получаются аналогично, следовательно, ряд (6) сходится равномерно на 
любом конечном отрезке Г. < Е<Т.. 
Пусть 
(1) = («т ®) +Ф(п—\)) вх (0, 
— 131" 2. 


п 
где ох (#) = = созйв-е * 4, 
0 


к (1) = (Ф(® А) + Ф(п—®)) (сьча (1) — 20% (1) + ок (1)). 


ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 4179 
Е а 


Ряд (6) после формального дифференцирования почленно по # пере- 
ходит в ряд 


Е 
+ Ух (1 = 2 (п (в1 (9 — (1) + 
Ё=1 


оо 
+ ХФ" + +" —1) (вн (1) — 20% (1 + вв (1) 
А=1 - 
или 
+ со 
29 (п) в1 (#) — 2$ (п) во (1) + У (ФП А— 1) Нэп—#—1)) в» (1 — 
К=2 
+ со < 
—2 У (@®-+№ +391)» (9 + У Ф®-+- +9 — 1). 
=1 А=0 


Доказательство равномерной сходимости по # этого ряда на любом 
отрезке 7, <#<Т., проводится аналогично доказательству равномерной 
сходимости рядов (22) и (24). 

Поэтому дифференцирование ряда (6) законно и (6) действительно 
есть решение системы (4), удовлетворяющее начальным данным 


и (0) =$(п) (п=...,—2, —4,0,%2,.,.). 


Докажем, что всякое решение 9„({) системы (4), удовлетворяющее 
начальным данным %9„(0) =$(п), совпадает с указанным выше реше- 
нием, если только 


19, (0|=0([(1 —е!)|п|]!) (&>)0. 
Если показать, что | ин (1) | = О ([(1 —е,) |*|]!) при |#| < Т, то, в силу 


ранее доказанной теоремы единственности, 


(==, (п-=..., —2,—1,0.1,2,...). 


Итак, оценим |и„(0|. и»(1) мажорируется при п>0О функцией: 


1 1—= 1-—= 


1 (9 (п) во (1) + | р (|+ Де" [= (ми *" Аа М )\ 


но 
[$ (п) во (1) |< Ге" [(4 — в] п]! 
| =») 
|Рнь (01 < Я 198+ (0 | < 
и 
ру М [ао 
Ё=1 
откуда - 


1 1—5 1—е 
куй —п —_— 


(о Рем (а — етич в) меч Те (49° +9 °)). 
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Очевидно, 
| И (#) | =О ([(1 — =,) п], 
если 1 —в > -—е . Для п<0 оценка получается аналогично, поэтому 


окончательно имеем: 
Ги» (2) | = О ([(1 — е1) [п]. 


Замечание. Для г=1 построенное решение (как указано автору 
С. Л. Соболевым) имеет вид: 


в > Чо 
ик (ое (ине "1 (8) + ХФ (ав + в) + эй — 88) "1, (6) 


Ё=1 
где /»(2) есть функция Бесселя от мнимого аргумента. 
Полагая пй =х и Ай =, получим: 


2 


и® (2; 4) =вит ( = (те "1 (=) + 
+ со ь _# 
+ У вечоче@е-\е "1. (=), 
ЕА га 


—1,2.... 


причем ф(х) должна удовлетворять условию: 


19 (2) (5—8) 91 (0<#<5). 
о 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
17 (1958), 181—188 


К ПЯТИДЕСЯТИЛЕТИЮ 
АНДРЕЯ НИКОЛАЕВИЧА КОЛМОГОРОВА 


25 апреля 1953 года ‘исполнилось 50 лет со дня рождения выдающегося 
советского математика — академика Андрея Николаевича Колмогорова. 

Характерными чертами математического творчества Андрея Николае- 
вича являются его исключительная разносторонность и сосредоточение 
усилий на решении актуальных проблем. Работы Андрея Николаевича 
по теории вероятностей, теории функций и топологии оказали значи- 
тельное влияние на последующее развитие этих разделов математики. 

А. Н. Колмогоров поступил в Московский университет в 1920 г. 
и сразу же включился в научную работу. Интересы Андрея Николаевича 
в эти годы концентрируются в основном вокруг нескольких трудных во- 
просов теории множеств и теории функций. Уже первая работа Андрея Ни- 
колаевича «Об операциях над множествами» (1922 г., опубликована в 
1928 г.), содержащая определение широкого класса операций над мно- 
жествами (55-операций) и устанавливающая некоторые общие свойства 
этих операций, внесла ценный вклад в развитие общей теории операций 
над множествами. 

К 1922—1926 гг. относятся работы Андрея Николаевича по теории 
тригонометрических рядов и рядов но другим ортогональным системам. 

В 1922 г. Андрей Николаевич построил пример суммируемой 
функции с расходящимся почти всюду рядом Фурье, который вместе 
с доказанным им признаком сходимости ряда Фурье, для которого ряд 
У (42 -{ 62) шп сходится, и до сих пор является одним из самых сильных 
результатов в этой области. 

Из более поздних работ Андрея Николаевича по теории функций отме- 
тим работу «Исследования понятия интеграла» (1929 г.). В этой работе 
Андрей Николаевич построил весьма общий процесс интегрирования, 
содержащий в качестве частных случаев известные ранее процессы 
интегрирования. 

Работы Андрея Николаевича по теории приближения функций содер- 
жат существенно новые постановки вопроса. Укажем на одну из них, ка- 
сающуюся равномерных оценок приближения для классов функций. 
В 1935 г.А. Н. нашел выражение главного члена п-го остатка ряда 
Фурье для класса функций, 7-я производная которых ограничена. 

Из работ Андрея Николаевича в области функционального анализа 
отметим возникшие в связи с теорией случайных процессов работы об одно- 
параметрических группах операторов в гильбертовом пространстве и 
найденное им условие компактности в [.,. 

В топологии Андрей Николаевич создал теорию набла-гомологий, 
ставшую необходимой составной частью топологического аппарата. 
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Среди других математических дисциплин теория вероятностей в наи- 
большей степени носит на себе отпечаток влияния Андрея Николаевича. 

Перенесение идей московской теоретико-множественной школы в тео- 
рию вероятностей позволило Андрею Николаевичу (а также А. Я. Хинчи- 
ну) совершенно изменить ее облик, сблизив с другими направлениями 
современной математики, одновременно расширив возможности прило- 
жения теории вероятностей к технике и естествознанию. Невозможно 
в короткой заметке сколько-нибудь полно отразить исключительное 
значение работ Андрея Николаевича по теории вероятностей. Отметим 
лишь, что отчетливое понимание математического содержания теоретико- 
вероятностных понятий ведет свое начало от книги Андрея Николаевича 
«Основные понятия теории вероятностей» (1933 г.), а также, что Андрей Ни- 
колаевич является создателем теории случайных процессов. 

Андрей Николаевич постоянно проявляет интерес к методологии 
математики и связанным с математикой философским проблемам. Этот 
интерес находит свое отражение как в рассчитанных на специалистов- 
математиков работах по математической логике и основаниям математики, 
так и в статьях; рассчитанных на широкий круг читателей. 

Творческой работе Андрея Николаевича всегда сопутствовала плодо- 
творная научно-педагогическая деятельность. С 1931 г.’ Андрей 
Николаевич — профессор МГУ, а в настоящее время — директор Инсти- 
тута математики и механики МГУ. 

В 1939 г. Андрей Николаевич избрак действительным членом Акаде- 
мии наук СССР, он руководит отделом теории вероятностей и матема- 
тической статистики в Математическом институте им. В. А. Стеклова. 

Работая в Академии наук и Московском государственном универси- 
тете, Андрей Николаевич много внимания уделяет воспитанию научных 
кадров. Среди его многочисленных учеников имеются широко известные 
ученые. 

Кроме того, Андрей Николаевич принимает активное участие в редак- 
тировании журналов, являясь членом главной редакции БСЭ, редакто- 
ром математического отдела «Докладов АН СССР» и редактором журна- 
ла «Успехи математических наук». 

Советское правительство высоко оценило большие заслуги А. Н. Кол- 
могорова как ученого и общественного деятеля, присудив ему Сталин- 
скую премию (1940 г.) и наградив двумя орденами Ленина, орденом Тру- 
дового Красного Знамени и медалями. 


СПИСОК ТРУДОВ А. Н. КОЛМОГОРОВА 
1923 


4. биг Г’ог@ге 4е ртапдеиг 4ез сое с<епёз 4е 1а з6ме 4е РЕопчег-ГеЪезоие (Ви. 
ае Г’Асаа. Роопайзе, Сгасоме, з6т. А, 83—86). г. 
2. Опе з6е 4е Коптег-Гефезрие Фуегоеще ргезаие рагёотф (Рипа. Май. %. 4, 324—328). 


1924 
3. Зиг Ла сопуегрепсе 4ез з6ез 4е Еочмег [Сотрёез геп4из, Раз, %. 178, 303—306 
(совместно с Г. А. Селиверстовым)]. 


4. Опе сопё1Ъиайоп а |’6а4е 4е 1а сопуегвецсе 4ез зёмез 4е Ропмег (РГипаат. Ма., 
4. 5, 96—97). 
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1925 


5. О принципе 4егНиш поп дабаг (Матем. сб., т. 32, № 4, 646—667). 

6. Оъег Копуегреп# уоп Вешеп, 4егеп СНейег аигсь деп 7лйаП Ъезишнше зегаеп 
[Матем. сб., т. 32, №4, 668—677 (совместно с А. Хинчиным) |. 

7. Га а6Ёйиоп ах1ошай ие де 1 1пёбрга]е (Сотрёез гепаиз, Рамз, +. 180, 440—111). 

8. Зиг 1а роз 6 4е 1а а6Йп оп рбиёга]е 4е 1а 96тубе 4е 1’1пёбога]е её де 1а зот- 
шаНоп 4ез з6мез а1туегоетцез (Сотрёез гепаиз, Рашз, &. 180, 362—364). 

9. Биг 1ез ГопсИопз Вагтоп1Чиез сопибибез её 1ез зёчез 4е Ропмег (Рипаат. Май., 
$. 7, 24—29). 

10. Оше з6е 4е Копнег-Гефезсие Фуегреле рагоиь (Сотрёез гепаиз, Рашз, &. 


183, 1327—1328). 
1926 


11. Зиг 1а сопуегаепсе 4ез збез 4е Копмег [А 4. В. Асса4. Глпсе, %. 3, 307—310 
(совместно с Г. Селиверстовым)]. 


1927 


12. Зиг 1а 101 вед 2тап4з потЬгез (Сотрёез гепаиз, Рат1з, $. 185, 947—919). 
13. Зиг 1а сопуегрепсе 4ез э6мез 4е ЁГопсйопз, ог Повопаез_ [Маз№. 715ейг., ВЧ. 26, 
432—441 (совместно с Д. Меньшовым)]. 


1928 
14. Об операциях над множествами (Матем. сб., т. 35, № 3—4, 415—422). 
15. Зиг ипе {огише НшИе 4е М. А. Кьшисыше (Сотриез гепаиз, Раг1з, $. 186, 
824—885). 
46. Оъег @е Зишшеп @игсв' деп ща Ъезишииег ипаЪВАпе1еег Стбззеп (Моё. 
Апп., Ва. 99, 309—349). 
17. Зиг ип ргосё46 а’1тпёёртайоп 4е М. Оепдоу (Еипаат. Маь., %. М, 27—28). 


1929 


48. Общая теория меры и исчисление вероятностей (Сборник работ математичского 
раздела, М., изд. Комм. акад., секция естественных и точных наук, т. 1, 8— 21). 

19. Современные споры о природе математики (Научн. слово, № 6, 41—54). 

20. ОЪег Чаз Сезеёх 4ез Иетегеп Т.овагИвииз (Май. Апп., ВА. 104, 126—135). 

24. Вешегкипееп ха шешег Агье «Оъег 4е Зашштеп 2а{АШрег Стбззеп» (Мал. 
Апп., ВЧ. 102, 484—488). 

22. Зиг 1а 101 4ез огап4з пошьгез (Аш 4. В. Ассаа. Глисет, %, 9, 470—474). 

23. Баг 1а 101 {ое 4ез стапдз пошЪгез (Сотрёез геп4из, Рагаз, %. 194, 910—912). 

24. Олцегзисвипоео аЪег деп ПиертаФерий (Маф. Апп., ВЧ. 103, 654—696). 


1930 


25. мг {юроозсв-отаррепВеогейзсвеп Вертап@ипе 4ег Сеошебле (М№асйг. Сез. 
Й7:55., Сб иееп, Касвотарре 1 (МаМешайЕ), №. 8, 208—210). 

26. Зиг 1а помоп 4е 1а тоуеппе (А а. В. Асса. Глпсе, %. 12, 388—391). 

27. Метод медианы в теориж ошибок (Матем. сб., т. 38, № 3—4, 47—50). 

28. Оъег @е апа!уйзсвеп Мешто4еп 1ш ег \УУавтзсвешИсвкейзтесвияюе (Май. 


Апп., Ва. 104, 415—458). 
1931 


29. ОЪег Кошрак ей 4ег ЕипкНопепшепзеп Ъе! дег Копуегвеп2 ии Ме (Масйг. Сез. 
Й’:55., Сбтреп, Н. 1, 60—63). 

30. Еше УегаЙвететегиие 4ез Гарасе-МарочпоЙзевеп Бафшез (Известия Ак. 
Наук СССР, ОМЕН, №7, 959—962). 

34. Зиг 1е ргоёше а’айемще (Матем. сб., т. 38, 101—106). 

32. Теория функций действительного переменного (В кн. «Математика в СССР за 15 
лет». М.—Л., ГТТИ, 37—48). 


1932 


33. ЗаПа Гога репега!е 41 ип ргосеззо зёосазИсо оторепео (п ргоеша 41 Вгапо 
4е Елейя) (А: 4. В. Ассаа. Гапсе, %. 15, 805—808). 
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34. Апсога заЙа {огша репега!е 4 ип ргосеззо зюсазИсо ошовепео (Аг 4. В. Асса4. 
Тапсеё, %. 15, 866—869). 

35. Вейгёе 2аг Маззфеоме (Май. Апп., В4. 107, 351—366). 

36. 7аг Решишя дег ши иоп1зсвеп Тю (Ма. 2азсйг., ВЧ. 35, 58—65). 

37. 7аг Вертапаипе' дег' ргодекиуеп Сеошейче (Апп.о} Май, у. 33, М1, 175—176). 

38, Введение в теорию функций действительного переменного [М.—Л., ГТТИ (сов- 
местно с П. С. Александровым)]. 

39. Введение в` теорию функций действительного переменного [Изд. 2 стереот., 
М.—Л., ГТТИ (совместно с П. С. Александровым)]. 


1933 
40. Сгипаъегре ег У’абтзсветИсвкейзгесвияи? (ВегНп). 
41. Оъег е Степт\емзё ше дег УМавтзсвеаНсвкей &згёсЬпип (Известия Ак. Наук СССР, 
ОМЕН, №3, 366—372). 
42. г Вегесьпаюе 4ег Ги ИЛегеп Вто\’пзсвев Есве [Р®уз. Разерг. боюрей, В4. 4, 
1—13 (совместно с М. А. Леонтовичем)]. 
43. К вопросу о пригодности найденных статистическим путем формул прогноза 
(Ж. геофиз., т. 3, № 1, 78—82). 
44. 7ог ТВеот6 4ег э4ейзеп хо Шееп Ргозеззе (Ма. Апп., Ва. 108, 149—160). 
45. ЗаПа дееги{таяопе етшри1са 4 ипа 1ерое 41 Ф1зи1Ьилюопе (Слогпе 15. ГП. 
Апиа, %. 4, 83—91). 
46. О предельных теоремах теории вероятностей (Известия Ак. Наук СССР, 
ОМЕН, № 3, 366—372). 
1934 
47. О сходимости рядов по ортогональным полиномам (Доклады Ак. Наук СССР, 
т. 1, 291—294). 
48. О точках разрыва функций двух переменных [Доклады Ак. Наук СССР/|. 4, 
105—106 (совместно с И. Верченко)]. 
49. Продолжение исследований о точках разрыва функций двух переменных 
[Доклады Ак. Наук СССР, т. 4, 361—362 (совместно с И. Верченко)]. 
50. Оце]4тез гетагаиез зиг ]’арргохииаИоп 4ез {опсИопз соппмез (Матем. сб., 41, 
№ 1, 99—103). 
51. О некоторых новых течениях в теории вероятностей [7Т'руды 11 Всес. съезда матема- 
тиков в Ленинграде 24—30 июня 1934 г.», Л., Изд. АН СССР(тезисы доклада)]. 
52. Современная математика (Фронт науки и техн., № 5—6, 25—28). 
53. Институт математики и механики Моск. гос. университета (Фронт науки и 
техн., № 5—6, 75—78). 
54. АЧАШое Вемерипреп (г ТВеоче 4ег Втго\упзсвев Ве\уесипе) (Апп. 0} Май., 
У. 35, 116—117). 
55. (мг Могичеграгке епез` аЙоешешеп ‘юоро!орлзсвеп Ппеагею Ваштез (52а 
тайй., %. 5, 29—33). 
1935 
56. О некоторых современных течениях в теории вероятностей. (Труды [1 Вее- 
союзн. съезда‘ математиков в Ленинграде 24—30 июня“ 1934 г., Л., Изд. АН СССР, 
т. 1, 349—358). 


57. Уклонения от формул Харди при’частичной изоляции (Доклады Ак. Наук СССР, 
т. 3, 129—132). 

58. Га бтапз$югтайоп 4е Гар]асе Чапз 1ез езрасез Побайтез (Сотрёез гепаиз, Раз, 
$. 200, 1717—1718). : 

59. баг Стоззепог4апите 4ез ВезюИедез Кочмегзсвеп Вевеп а ехгопаегЪагег 
РипкИопеп (Апп. о/ Маёй., у. 36, 521—526). 

60. ог Твеоме 4ег МагкоЙзсВеп Кейеп (Май. Апп., ВЧ. 112, 155—160). 

] 1936 
61. Основные понятия теории вероятностей, М.—Л., 
62. Уравнение (БСЭ, т. 56, 163—165). 


63. Современная математика} (Сборник статей по философии математики, М.., 
Учпедгиз 7—13). 


66. 


67. К 


79. 


80. 


81. 
82. 


ЗИ уе 


``. К ПЯТИДЕСЯТИЛЕТИЮ: А. Н. КОЛМОГОРОВА 485 


. Оъег @е Опа бёёь 10 Апаи 4ег КошЫпаюнзсвеп Торооре (Матем. сб., 


т. 1, №1, 97—102). 


. АШаоззртапде 4ег Тьеоме 4ег МагкоЙзсвеп Кейеп ши олепаНсь м@еп шбоЦ- 


свеп 2аз&пдец (Матем. сб., т. 1, №4, 607—610). 


Ношоюрлегип? 4ез} Кошр!ехез. ип 4ез 1юКа]-ЫКотракеп Ваишез (Матем. сб., 
т. 1, №65, 701—706). 

условию А. И. Плеснера для закона больших чисел (Матем. сб., т. 1, 
№.,6, 847—849). 


Гез ртоирез 4е Вей 4ез езрасез 1оса]етепь 1 сотрасёз (Сотрёез гепаиз, Рашз, &. 202, 
1444—1147). 


. Ргорг!6\6з 4ез стопрез 4е Вей 4ез езрасез 1оса]ешепь Ысотрасёз (Сотрёез 


геп4из, Раг1з, $. 202, 1325—1327). 


. Гез ртопрез 4е Вей 4ез езрасез шёи1иез (Сотрёез теп4из, Рагз, &. 202, 1558— 


1560). 


. СуЧез те]а. Тьботёше 4е ЧиаШ6б 4е М. А1ехапаег (Сотрёез гепаиз, Рашз, 


$. 202, 1641—1643). 


Оъег 4е Ъе%е Апиёвегипр уоп’; РапЕМопеп ешег везеЪепеп КипкНопепказзе 
(Апп. о] Май., у. 31, 107—410). 


. Епабсье Оъегаескипреп форо]орйзсвег Вёише [Рип4ат. Май., +. 26, 267—211 


(совместно с П. С. Александровым)]. 
. ЗиПа {еопа 41 УоЦегга деПа 1оИа рег 1’ез1з4епта (Стотпие ]3:. Пай. Ациат, %. Т, 
14—80). 

1937 


Исследования уравнения диффузии, соединенной с возрастанием количества ве- 
щества и его применение к одной биологической проблеме [Бюлл. МГУ (А), Ма- 
тематика и_ механика, т. 1,\в. 6 (совместно с.И. Г. Петровским и Н. С. Писку-' 
новым)]. 

. Цепи Маркова со счетным числом возможных состояний (Веда. МГУ (А), 
Математика и механика, т. 1, в. 3). 

К статистической теории кристаллизации металлов (Известия Ах. Наук СССР, 
серия математ., т. 1, 355—359). 

Кососимметричные величины и топологические инварианты [Труды семинара по 
векторному и, тензорному анализу с их приложениями в геометрии, механике и 
физике, ГТТИ, М.—Л., 342—347 (под ред. проф. В. Ф. Кагана)]. 

Ешп {егей{асщег Вежез 4ез Викрой-КЫшисЫтезсвеп Егро4епза&тез (Матем. 
сб., т. 2, № 2, 367—368). 

7иг ОшкевгЬагке 4ег заИзИзсвеп Мабгрезее (Ма!. `Апп., Ва. 143, 
766—772). 

ОЪег оНепе АЪЪАппееп (Апл. о} Маё., у. 38, 36—38). 

Хаусдорф Ф., Теория множеств [М.—Л., ГТТИ (ред. и дополнения) (совместно 
с П. С. Александровым)]. 


1938 


. Введение в теорию функций действительного переменного [М.—Л., ГТТИ, Изд. 


3-е перераб. (совместно с П. С. Александровым)]. 


. Марков Андрей Андреевич (БСЭ, т. 38, 152—153). 
. Математика (БСЭ, т. 38, 359—402). 

. Математическая индукция (БСЭ, т. 38, 405—408). 

. Многомерное пространство (БСЭ, т. 39, 577—518). 


Теория вероятностей и ее применения («Математика и естествознание в 
СССР», М.—Л., Изд. АН СССР, 51—61). 


. Об отделе информации в первом выпуске «Успехов математических наук» 


(Успехи мат. наук, вып. 4, 326—327). 


. Одно замечание по поводу оснований геометрии (К вопросу о необходимости ново- 


го перевода «Оснований геометрии» Д. Гильберта) (Успехи мат. наук, вып. 4. 
347—348). 
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. От редакции (Успехи мат. наук, вып. 5, 3—4). 

. Об аналитических методах в теории вероятностей (Успехи матт. наук, выш. 4, 
5—41). 

. Упрощенное доказательство эргодической теории Биркгофа-Хинчина (Успехи 
мат. наук, вып. 4, 52—56). 

. Несколько проблем теории функций действительного переменного [Успехи мат. 
наук, вып. 4, 232—234 (совместно с Г. М. Фихтенгольцем и И. М. Гельфандом)]. 


: К решению одной биологической задачи (Известия НИИ мат. и мет. Томск. 


ун-та, 2, вып. 1, 1—12). 


. Опе 26пбгаНза4 оп 4е 11п6раШ16 4е М. 7. Надатааг4 етите 1ез Богпез зарёмеигез 4ез 


46тубез зиссезыуе 4’ипе ЁопсМоп (Сотрёез гепаиз, Рамз, 6. 207, 764—765). 


. Лебег А., Об измерении величин [М., Учпедгиз (ред. предисловия) ]. 


1939 


. Алгебра, ч.1 [М., Учцедгиз (совместно с П. С. Александровым)]. 
. Ориентация (БСЭ, т. 43, 342—344). 


. О кольцах непрерывных функций на топологических пространствах [Доклады 
Ак. Наук СССР, т. 22, 11—15 (совместно с И. М. Гельфандом)]. 


. О неравенствах между верхними гранями последовательных производных про- 


извольной функции на бесконечном интервале (Уч. гап. МГУ. вып. 30, Математика, 
кн. 3, 3—16). 


. Зиг Римегро]аИоп еф ехётаро!айоп 4ез зайез збайоппатез (Сотрёез геп4из 


Раз, %. 208, 2043—2045). 
1940 
. Поверхность (БСЭ, т. 45, 746—748). 


. Кривые в гильбёртовском пространстве, инвариантные по’ отношению к одно- 
параметрической группе движений (Доклады Ак. Наук СССР, т. 26, 6—9). 


. Спираль Винера| и некоторые другие интересные кривые в гильбертовском 


пространстве (Доклады Ах. Наук СССР, т. 26, 115—118). 


. К шестидесятилетию Сергея Натановича Бернштейна [Известия Ак. Наук 


СССР, серия матем., т. 4, 249—260 (совместно с В. Л. Гончаровым)]. 


. Валерий Иванович Гливенко (1897—1940) (Успехи мат. наук,Гвын. 8, 379—383, 


некролог). 
Романовский В. И., Математическая статистика (Успехи 'мат. наук, вып. Т, 
327—329, рецензия). 

1941 
Вступ до теорий функшй д!йсного зм1нного [«Радшкола», Киав (совместно 
с П. С. Александровым)]. 
Стационарные последовательности в гильбертовском пространстве (Бюлл. 
МГУ, Математика, 2, вып. 6). 
Интерполирование и экстраполирование стационарных случайвых последо- 
вательностей (Известия Ак. Наук СССР, серия матем., т. 5, 3—44). 
Локальная структура турбулентности в несжимаемой вязкой жидкости при 
очень больших числах Рейнольдса (Доклады Ак. Наук СССР, т. 30, 299—303). 
Точки локальной топологичности * счетно-кратных открытых отображений 
компактов (Доклады Ак. Наук СССБ, т. 30, 477—479). 
О логарифмически-нормальном "законеУраспределения размеров частиц при 
дроблении (Доклады Ак. Наук СССР, т. 34, 99—101). 


. К вырождению изотропной турбулентности в несжимаемой язкой жид- 


кости (Доклады Ак. Наук СССР, т. 31, 538—544). 


Рассеяние энергии при локально-изотропной турбулентности (Доклады 
Ак. Наук СССР, т. 32, 19—21). 


. Свойства неравенств и понятие о приближенных вычислениях [Математика 


в школе, № 2, 1—12 (совместно с П. С. Александровым)]. | 
Иррациональные ‘числа [Математика в школе, № 3, 1—15 совместно с 
П. С. Александровым)]. 
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119. Сопй4епсе Низ {ог ап ппкпомп @1зЫ1Ьайов псов (Апп. ор Май. бла- 

И5Исз, у. 12, М4, 461—463). 
1942 

120. Определение центра рассеивания и меры точности по ограниченному числу 
наблюдений (Известия Ак. Наук СССР, серия матем., т. 6, 3—32). 

121. Николай Иванович Лобачевский. К 150-летию со дня рождения, [М.—Л., 
‚ ГТТИ (совместно с П. С. Александровым)]. 

122. Великий русский ученый-новатор. К 150-летию со дня рождения Н. И. Ло- 
бачевского (газ. «Известия» 2.ХТ, № 259). 


1943 

123. Число попаданий при нескольких выстрелах и общие принципы оценки эффек- 
тивности системы стрельбы [«Сборник статей по теории стрельбы», Л.—М., 
изд. АН СССР, т. 1, 7—25 (см. также Труды Матем. ин-та им. В. А. Стеклова 
АН СССР, т. 12)]. 

124. Искусственное рассеивание в случае поражения одним попаданием и рассеи- 
вания в одном измерении («Сборник статей по теории стрельбы», Л.—М., изд. 
АН СССР, т. 1, 26—45). 

1946 

125. К вопросу о законе сопротивления при турбулентном течении в гладких 
трубах (Доклады Ак. Наук. СССР, т. 52, 669—671). 

126. К обоснованию метода наименьших квадратов (Успехи матем. наук, т. 1, 
вып. 1, 57—70). 

127. К обоснованию теории вещественных чисел (Успехи мат. наук. т. 1, вып. 1, 
217—219). 

128. Ньютон и современное математическое мышление (В кн. «Московский универ- 
ситет — памяти Исаака Ньютона. 1643—1943», М., МГУ, 27—43). 

129. Дискуссия по статье члена-корреспондента АН СССР М. А. Великанова «Пе- 
ренос взвешенных насосов! турбулентным потоком» (Известия Ак. Наук СССР, 
ОТН, № 5, 781—784). 

130. Советские физики и математики (к присуждению Сталинских премий) (газ. 
«Известия», 3/1, № 28\ 

4947 

131. Развитие математики в СССР (БСЭ, том СССР, 1318—1323). 

132. Средние величины (БСЭ, т. 52, 508—509). 

133. Одна формула Гаусса из теории метода наименьших квадратов, [Известия 
Ак. Наук СССР, серия матем., т. 11, 561—568 (совместно с А. А. Петровым и 
Ю. М. Смирновым)]. 

134. Ветвящиеся случайные процессы [Доклады Ак. Наук СССР, т. 56, 71—10 
Совместно с Н. А. Дмитриевым)]. 

135. Вычисление финальных вероятностей для ветвящихся случайных процессов 
[Доклады Ак. Наук СССР, т. 56, 783—786 (совместно с Б. А. Севастьяновым)]. 

136. Статистическая теория колебаний с непрерывным спектром («Юбилейный сбор- 
ник, посвященный тридцатилетию” Великой Октябрьской социалистической 
революции, ч. 1, М.—Л., изд. АН СССР, 242—252).1 

137. Роль русской науки в развитии теории вероятностей [В кн. «Роль русской науки 
в развитии мировой науки? и культуры», т. 1, кн. 1, М., МГУ, 53—64 (см. также 
Уч. зап. МГУ, вып. 91)]. 

1948 

138. Статистическая теория колебаний с непрерывным спектром («Общее собрание 
Академии” Наук СССР, посвященное тридцатилетию Великой Октябрьской 
социалистической революции», М.—Л., изд. АН СССР, 465—472). 

139. Теория вероятностей [«Математика СССР га тридцать лет, 1917—1947», 
М.—Л., ГЛТИ, 704—727 (совместно с Б. В. Гнеденко)]. 

140. О двух теоремах относительно вероятностей [В кн. «Чебышев П. Л., 
Полное собрание сочинений, т. 3, Математический анализ, М.—Л., изд. 


АН СССР, 404—409. (комментарии)]. 
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141. Замечание по поводу многочленов П. Л. Чебышева, наименее уклоняющихся 
от заданной функции (Успехи мат. наук, т. 3, выц. 1, 216—221). 

142. Евгений Евгеньевич Слуцкий (Успехи мат. наук, т. 3, вып. 4, 143—151, 
некролог). 

143. Крамер Г., Математические методы статистики, (М., ИЛ., ред. предисловия). 


1949 


144. Полные булевские алгебры с мерой (УГ 21/424 Миетиукож Ройзкеь (\Маг- 
зама, 22—30). 

145. О дроблении капель в турбулентном потоке (Доклады Ак. Наук СССР, 
т. 66, 825—838). 

146. Решение одной задачи ‘из теории вероятностей, связанной] с вопросом о ме- 
ханизме слоеобразования (Доклады Ак. Наук СССР, т. 65, 798—196). 

147. Локальная предельная теорема для классических цепей Маркова (Известия 
Ак. Наук СССР, сер. матем., т. 13, 281—300). 

148. Реальный смысл результатов дисперсионного анализа (Труды Второго Все- 
союзного совещания по математической статистике. 21 сентября — 2 октября 
1948 г., изд. Ак. наук Уз. ССР, 240—268). 

149. О суммах случайного числа случайных слагаемых [Успехи мат. наух, т. 4, 
вып. 4, 168—172 (совместно с Ю. В. Прохоровым)]. 

150. Предельные распределения для сумм независимых случайных величин 
[М.—Л., ГТТИ (совместно с Б. В. Гнеденко)]. 

151. Аксиома (509, т. 1, 613—616). 

1950 


152. Несмещенные оценки (Известия Ак. Наук СССР, сер. матем., т. 14, 303—326). 

153. К вопросу об определении коэффициента температуропроводности почвы 
(Известия Ак. Наук СССР, сер. географическая и геофизическая, т. ХЛУ, 91—98). 

154. Алгебра. в средней школе (БСЭ, т. 2, 61—62). 

155. Алгоритм (БСЭ, т. 2, 65). 

156. Алгоритм, Эвклида (БСЭ, т. 2, 65—67). 

157. Бесконечно малые (БСЭ, т. 5, 67—71). 

158. Бесконечность (в математике) (БСЭ, т. 5, 73—74). 


1951 


159. Обобщение формулы Пуассона на случай выборки из конечной совокупности 
(Успехи мат. наук, т. 6, вып. 3, 133—434). 

160. Иван Георгиевич Петровский (Успехи мат. наук, т. 6, вып. 3, 161—164). 

161. Статистический приемочный контроль при допустимом числе дефектных изде- 
лий, равном нулю (Л., изд. Всесоюзн. общества по распространению политич. 
и научн. знаний, 1—24). ^ 

162. РароеИеп Уа16521005651 уаШо20К — Оззхевешек паё&ге]оз?Аза: [Вадарезё (со- 
вместно с Б. В. Гнеденко) (венгерский перевод) 1. 

163. Величина (БСЭ, т. 7, 340—341). 

164. Выборочный метод (БСЭ, т. 9, 4417—4418). 


1952 


165. К вопросу о сопротивлении и профиле скоростей при турбулентном течении 
в трубах (Доклады Ак. Наук СССР, т. 84, 29—30). 

166. Д. Гильберт (БСЭ, т. 114, 370—371). 

167. Дифференциал (БСЭ, т. 14, 497). 

168. Дифференциальные уравнения [БС9, т.] 14, 520—526 (совместно с Б. П. Де- 
мидовичем)]. 

169. О профессии математика (в помощь поступающим в вузы) (М., Изд. Совет- 
ская Наука). 
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Серия математическая 
17 (1953), 189—248 


И. М. ГЕЛЬФАНД и М. И. ГРАЕВ 


УНИТАРНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ВЕЩЕСТВЕННОЙ 
УНИМОДУЛЯРНОЙ ГРУППЫ (ОСНОВНЫЕ НЕВЫРОЖДЕННЫЕ 
СЕРИИ) 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе дается описание основных невырожденных серий унитарных 
представлений группы вещественных унимодулярных матриц произволь- 
ного порядка и доказывается неприводимость полученных представлений. 


Введение 


4. В работе (') были рассмотрены все неприводимые унитарные пред- 
‚етавления классических комплексных групп. Эти представления задава- 
лись там как представления в пространствах функций на тех или иных 
многообразиях, на которых действует группа. 

Рассмотрение представлений вещественных полупростых групи вы- 
являет по сравнению с комплексными группами ряд новых особенностей. 
Это отчетливо видно уже при сравнении представлений группы ком- 
плексных унимодулярных матриц второго порядка, рассмотренных в ра- 
боте (2), с представлениями группы вещественных унимодулярных матриц 
второго порядка, рассмотренными в работе (5). Поясним имеющееся здесь 
различие на основных сериях представлений этих групи. 

Представление основной серии группы комплексных матриц второго 
порядка задается следующим [образом. Мы рассматриваем пространство 
функций ] (2) от комплексного переменного 2 =1 -- 1 с интегрируемым 


квадратом: 
со оо 


С Го Рае ду < ео. 


—©ю-—©® 
Представление основной серии задается целым числом т‘и числом р и 
. [#2 
состоит в том, что каждой матрице 8 = ь ы ставится в соответствие пре- 
образование, переводящее любую функцию ] (2) в функцию 


тол) = аа" а". 


Группа вещественных матриц имеет две основные серии представле- 
ний. В первой из них рассматриваются функции ] (7) с интегрируемым 


квадратом на вещественной оси: 
+ со 


Мо) №42 < оо. 


—© 
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Представление задается вещественным числом р и состоит в том, что 


> [*2 
каждой вещественной матрице # = ь я ставится в соответствие преобра- 


зование 


То (о) = ЕТ) ва 8 


или преобразование 


То! (®) = =) 162 + 8-1. ват (82 + 8). 


Эта серия представлений является наиболее естественным аналогом опи- 
санной выше серии представлений комплексной группы. 

Однако имеется еще одна основная серия представлений 'веществен- 
ной группы. Представление этой серии задается целым положительным 
числом т. Оно реализуется в пространстве функций }(2) комплексного 
переменного 2 =х--й/, аналитических в полуплоскости у>0, для кото- 
рых сходится интеграл 


‘Грлору"-вауая, 


—©о0 


Представление состоит в том, что каждой вещественной матрице #]= | >. 


ставится в соответствие преобразование 
ЕЕ а. 
т.о = (ЕТ +8)". 


Другая часть этой серии может быть построена в пространстве функций, 
аналитических в полуплоскости у< 0.* 

Естественно поставить вопрос о представлениях вещественных про- 
стых групп. В частности, возникает вопрос о причине появления серий, 
задаваемых на аналитических функциях, о причине возникновения 
нескольких серий вместо одной и т. д. 


* Отметим, что эта серия может быть также задана как "представление на ве- 
щественной оси, поскольку аналитическая в полуплоскости функция }(2) вполне 
определяется своими граничными значениями } (1). При этом скалярное произведе- 
ние будет задаваться уже не формулой 


со со ЧУ 
} 2 > №) у" ау аа, 
—с©0 
а формулой 
40 оо 
| | [2 — 2." * р (21) 1 (25) ах, Чт. 


Однако здесь приходится рассматривать не все функции, а лишь граничные к ана- 
литическим из верхней или соответственно из нижней полуплоскости. 


ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ВЕЩЕСТВЕННОЙ УНИМОДУЛЯРНОЙ ГРУППЫ 191 
ЕЕ В То 


В этой работе мы рассматриваем представления вещественной унимо- 
дулярной группы любого порядка. Здесь уже выступают все характер- 
ные черты представлений вещественных групп. В публикуемой работе 
мы рассматриваем лишь основные серии представлений вещественной 
унимодулярной группы. Другие серии представлений этой группы, 
а также характеры представлений, теорбма Планшереля и другие вопросы 
будут рассмотрены впоследствии *. 

2. Выясним, как именно конструируются представления основных 
невырожденных серий вещественной унимодулярной группы. 

Напомним сперва, что представления группы @® комплексных унимо- 
дулярных матриц п-го порядка строились в (1) в пространстве функ- 
ций ]}(2), определенных на элементах 2 многообразия правых классов 


смежности группы © по подгруппе К комплексных треугольных матриц. . 


Конечно, подгруппа К и любая сопряженная с ней подгруппа Кв 
приводят к одному и тому же многообразию и, следовательно, к одним 
и тем же представлениям. 

Перейдем теперь к группе @ вещественных унимодулярных матриц. 
Здесь нам придется уже делать различие. между подгруппой К треуголь- 
ных матриц и сопряженными с ней подгруппами К“ = 25 \Ке, комплекс- 
ной группы ©, так как пересечения этих’ подгрупп © вещественной 
группой С могут быть различными. При этом подгруппы К, имеющие 
существенно различные пересечения с (**, могут приводить к различ- 
ным сериям представлений групп @ вещественных матриц. 

Представления, отвечающие заданной подгруппе А  — И. строятся 
в пространстве функций, определенных на элементах многообразия пра- 


вых классов см6жности вещественной группы @ по ее пересечению @ [Г] К*® 
< подгруппой К“. Однако это пространство состоит, вообще говоря, не 
из всех функций, а лишь из функций, аналитических по некоторым из 
переменных. 

Весьма интересно появление здесь аналитических функций; оно 
объясняется следующей причиной. 

Пусть сперва © — комплексная группа и К — ее подгруппа. Простран- 
ство функций, постоянных на правых классах смежности группы © по 
подгруппе К, можно задать еще и тем условием, что эти функции посто- 
янны при бесконечно малых сдвигах, отвечающих умножению элементов 
группы © слева на инфинитезимальные элементы из К. Так как беско- 
нечно малые сдвиги задаются операторами Ли, то эти функции удовле- 
творяют уравнениям Х;]} = 0, где Х; — операторы Ли, отвечающие инфи- 
нитезимальным элементам из К. 

Перейдем теперь к вещественной группе. Будем рассматривать функ- 
ции /(2) на группе С вещественных матриц. Пусть Кв — подгруппа 
вещественных треугольных матриц и К = "Кв, — некоторая под- 
группа группы ® комплексных матриц, сопряженная с Кв. Предположим 


* Конструкция представлений для общего’ случая [полупростой вещественной 


группы Ли была намечена в работе авторов (3). 
** Т. ое. эти пересечения не являются сопряженными в @ подгруппами.. 
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сперва, что матрица 8, при помощи которой определена подгруппа К*, 
вещественна. Тогда К является подгруппой вещественной группы @. 
Потребуем, как и в случае комплексной группы, чтобы функции ] (2) 
были постоянны при бесконечно малых сдвигах, отвечающих умножению 
элементов группы С слева на инфинитезимальные элементы из К“. Это 
требование выразится, как и в случае комплексной группы, в форме 
некоторой системы ‘линейных дифференциальных уравнений Х;] = 0, 
которой должны удовлетворять функции {(5). Коэффициенты этих урав- 
нений будут аналитически выражаться через элементы матриц #5. Велед- 
ствие этого, мы можем формально написать операторы Ли Х; также и 
для того случая, когда матрица # уже не является вещественной, и 
потребовать, чтобы функции ] (2) удовлетворяли соответствующей системе 
дифференциальных уравнений Х;]/ = 0. 

В случае, когда матрица 85 вещественна, получаемая система диффе- 
ренциальных уравнений является, как и в случае комплексной унимо- 
дулярной группы, гиперболической. Ее характеристиками будут как раз 
правые классы смежности вещественной группы @ по подгруппе К®. 
Уравнения Х;/ = 0 означают поэтому, что функции ](8) постоянны на 
классах смежности @ по К”. Если же матрица &, комплексна, то соот- 
ветствующая система дифференциальных уравнений для функций }(8) 
уже не будет гиперболической *. Ее решениями оказываются в этом 
случае функции, постоянные ня правых классах смежности группы С 
по ее пересечению @ | 5.1К8%, с подгруппой в 1Кв, где К — группа ком- 
плексных треугольных матриц, и, кроме того, аналитические по неко- 
торым из параметров группы (С. Таким образом, постоянство по некото- 
рым из параметров группы заменяется при переходе от комплексной 
группы к вещественной требованием аналитичности. 

Представления группы С вещественных матриц реализуются, в силу 
сказанного выше, в пространствах функций, определенных на многооб- 
разии классов смежности группы С по ее пересечению с какой-нибудь 
из подгрупи &.*К&, сопряженных с группой К комплексных треуголь- 
ных матриц. Получаемые таким образом все возможные многообразия 
можно описать также иным способом. Напомним сначала, каким 
образом это делалось в работе (1) для случая комплексной унимоду- 
лярной группы ©. В этой работе была введена в рассмотрение 
подгруппа & треугольных матриц, имеющих над главной диагональю’ 
нули, а по главной диагонали единицы, т. е. группа таких матриц. 
2 = || 2ра ||, ЧТО 2рр =1 и 2ра =0 при ра (р, а=1,...,п). Было дока- 
зано, что почти всякую матрицу # комплексной группы ® можно одно- 
значно представить в виде 8 = #2, где К — треугольная матрица из К, 
а 2 — матрица из 2. В соответствии с этим, многообразие правых классов. 


* Действительно, характеристиками системы в этом случае должны были быть. 
классы смежности группы С по ее пересечению с подгруппой в &0- Так как это 
пересечение отчасти мнимо, то и некоторые из характеристик мнимы. Заметим, что 
указанная ниже аналитичность функций по некоторым из параметров и заменяет 
собой постоянство на классах. смежности по «мнимой подгруппе» группы С. 
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`смежности комплексной группы © по ее подгруппе К можно (© точно- 
стью до многообразия низшей размерности) отождествить с многообразием 
элементов группы #. Преобразование многообразия 7. матрицей 2 ком- 
плексной группы © сводится тогда к`тому, что элемент 2 этого много- 
образия переводится в такой элемент 2:, что 28 = й2:, где К — матрица 
из подгруппы К. 

Многообразие 2 не транзитивно относительно преобразований элемен- 
тами группы С вещественных матриц, а’ потому должно распадаться на 
некоторое число транзитивных многообразий. Рассмотрим какое-нибудь из 
этих транзитивных многообразий в 7. Пусть 2 — какая-нибудь точка этого 
многообразия. Тогда стационарной подгруппой для 2 будет пересечение 
СП;1К2 группы @ с подгруппой =1К2. Поэтому рассматриваемое много- 
образие можно отождествить с многообразием классов смежности груп: 
пы @ по подгруппе @П2*1К2. Обратно, почти все элементы комплексной 
группы @® можно представить в виде & = 2, где КЕК, 264, а потому 
почти всякая подгрунпа, сопряженная подгруппе К треугольных матриц, 
имеет вид 21К2. Следовательно, всякое многообразие классов смежности 
групны С вещественных матриц по ее пересечению с подгруппой, сопря- 
женной группе А, можно отождествить с некоторым многообразием в Я, 
транзитивным относительно преобразований элементами группы @. Таким 
образом, представления группы @ вещественных матриц можно реали- 
зовать в пространствах функций, задаваемых на том или ином много- 
образии в 7, транзитивном относительно преобразований элементами 
группы @. 

В этой работе мы приводим лишь те транзитивные многообразия в 7, 
которые нужны для получения основных невырожденных серий пред- 
ставлений вещественной группы С. 


3. Опишем найденные в работе представления группы @ вещественных 
унимодулярных матриц. 

Начнем с описания тех транзитивных относительно вещественной груп- 
пы @ многообразий в Й,. которые, приводят к нужным сериям... 

Рассмотрим совокупность таких матриц 2 из 2, которые можно пред- 
ставить в виде произведения 2 = хх лвух матриц Е = |2 | и = || тра || 
из 2 следующего вида.. Элементы 21о, 234,..., 2т_1,зт матрицы 2 —ком- 
плексные числа, мнимые ‘части которых отличны от нуля (т — фиксиро- 
ванное число); остальные же элементы этой матрицы, лежащие под 
главной диагональю, равны нулю. Матрица х = вещественная матрица, 
причем 212 == 234 = ++: = Тт—1, эт = 0. Оказывается, что если 2т меньше, 
‘чем порядок: п рассматриваемых матриц, то описанная совокупность эле- 
ментов 2 образует многообразие 7», транзитивное относительно преобра- 
зований элементами вещественной группы @. При 2т =п эта совокуп- 


из `них состоит из таких матриц 8=2%, для нора произведение 
т ‘ 


ПО 2 = мнимых частей элементов ‚—1,2р Матрицы р. больше нуля; 
2р—1, 2 р—1, 2р 
р=1 


нуля. 7 


А 
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В качестве параметров, определяющих элемент ==2х многообра- 
зия (т, мы примем комплексные элементы 2, = У а 
= И „п матрицы 2 и вещественные элементы хра матрицы 2. 

При п<> представление резлизуется в пространстве функций 


1 (2) = 1 (21,...,2т, 2), определенных на т, от т комплексных пере- 
а - Е п (п— 1) 
менных 21 =1,-- И), 2 = 2, ..., т =2т Е Ит и о —т 


вещественных переменных Хр. Мы требуем, чтобы эти функции были 
относительно каждого комплексного переменного 2, аналитичны отдельно 
в верхней и отдельно в нижней полуплоскости. (При этом не предпола- 
гается, что эти функции продолжаются через вещественную ось.) Далее, 
мы требуем, чтобы для этих функций при заданных целых положитель- 
ных числах 71, П.,..., Пт сходился интеграл 


Ле ПП 42 4-4 (9. 


(4в (5) обозначает произведение дифференциалов 4тр« элементов матрицы 2.) 
` Представление состоит в том, что каждой вещественной матрице 8 


‚п-го порядка ставится в соответствие преобразование, переводящее функ- 


цию ] (2) =/(21,..., 7т, 2) в функцию 
Т,/ (= / (28) а (в, 8). () 


Здесь 2 обозначает преобразование 2 при помощи матрицы &. Функция 
а (2, 8), характеризующая представление, определяется заданием т целых 
положительных чисел пи, По,..., Пи, Т+-*—4 вещественных чисел 
Фр Ро» Рита (9 = В — 2т), а также’ заданием ®— 1 индексов 
81, е.,..., 81, принимающих значение, 0 или 1. 

Опишем функцию а (2, 8), отвечающую заданным числам Пр, ра И е- 
(р=1,...,т; а=4,....Т-+*—1; г=4,..., 4). Для этого рас- 
смотрим вещественную матрицу 2, входяшую в разложение 2=2=х 
матрицы 2. Можно показать, что матрица хе может быть однозначно 
представлена в виде 16 = №х:. Здесь х, есть матрица того же вида, что 


_и матрица 2, а матрица имеет следующий вид: 


с в то 0 . 0 0 0. ЕО 

№ 5: 0 хо 0 0 0 550 

Юз за © В ..- 0 0 0 ... 0 

Ка Каз Уз ба 0 0 0 т 

= Юта А тЬ1,2 К тп, Е т, 4 ыы ем В 0 20 
т, 1 К т, 2 А т, 3 Ат, ля Ут О 0 ... 0 
ытАлул Яотчьь,а Мотчаьз Кот-д" "Коту ат-л Атьат м ^° 0 


1 че Е 


В Е С О о С ООО оо ао о 


А А 


7 с вр_ 
т п2 из т4 Ки, 2т—1 Ат И зтат" "№ 
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Введем обозначения: 


а] 
при т, 
Др = { [1рбр ы 
А при р=т- 1, т-2,..., т-+ < 


(< =п — 2т). Оказывается, что тогда функцию а (2, 8) можно предста- 
вить следующей формулой: 


чи > — 
— Вр2р 5 бр Тр ттт 42 -т—1 р Я 
а (2, 8) = П =) П [А›| т. П (5101 Др) т. 
р=1 рр — Вр\ь | ее ЦИ 
4 А, у” | Аз ль 3 М РАЯ 2) 
(Здесь принято ЕВА РЕ и. = Гы ь == 45) 


Таким образом, при т 5 представление реализуется в описанном 
выше пространстве функций. Оно задается т целыми положительными 
числами 71, По, ..., Пи, + < —1 вещественными числами ру, рэ,...› Рт-т-1ь 
а также <—1 индексами в, е,,...,2:_, принимающими значение 0 
или 1. Оператор представления Ту, задается формулами (1) и (2). 


При т => представление реализуется в пространстве функций опи- 
санного вида, определенных не на всем многообразии т, а лишь на 
одной из его частей, И или, Й к Представление задается т целыми 
положительными числами пП1, По,..., Пт и т — 1 вещественными чи. и 
61, 62,..., бт. Оператор представления определяется в сответстьия 
с формулами (1) и (2). 

Полагая т = 0,1,..., [#] ‚ мы получаем [# +1 различных основ- 
ных невырожденных серий представлений вещественной группы С *. 

4. Не следует думать, что описанными здесь сериями исчерпываются 
все серии унитарных представлений группы С вещественных матриц. 
Описание всех остальных серий будет дано в дальнейшем. Мы укажем 
здесь лишь в качестве примера еще одну с.рию унитарных представле- 
ний, которая существует для групи матриц четного порядка. Предста- 
вления этой серии замечательны ‚тем, что они определяются в простран- 


* Отметим, что число т равно числу пар комплексно сопряженных собствен- 
ных значений у матриц стационарной подгруппы для фиксированного элемента 
многообразия бд. 

Вопрос 0б эквивалентности этих представлений будет, как обычно, автомати- 
чески вытекать из формул для характеров, которые будут приведены впослед- 
ствии. Эти же формулы для характеров проливают свет и на существова- 


в > 
ние различных серий. Грубо говоря, существование [=] + 1 различных серий 


п 
связано с тем, что в группе вещественных матриц имеется [$] + 1 различных | 
типов классов сопряженных элементов. При этом характер представления серии, 
определяемой числом т, равен тождественно нулю на матрицах, имеющих более 
чем т пар комплексных собственных значений. 
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стве чисто аналитических функций (т. е. функций, аналитических по всем 
параметрам). 

Для простоты будем рассматривать группу С вещественных матриц 
четвертого порядка. 

Оказывается, ‘что многообразие & комплексных матриц, на котором 
действует группа @, распадается на два транзитивных относительно С 
многообразия 7+ и #`, имеющих ту же размерность, что и само ©, и на 
граничное к ним многообразие низшей размерности. Наши представления 
реализуются как раз в пространстве функций, задаваемых на одном из 
многообразий 7+ и 27°. 

При подходящем выборе параметров многообразия 2* и 2 можно 
рассматривать как многообразия пар (2’, 2”) точек трехмерного комплекс- 
ного пространства %, 2’ (2,, 2,, 2,) и 2” (2,, 2, 25), координаты которых 
‘удовлетворяют внеравенству 


2. 2, А 54 
ГА п и 
А те 
2.2”) = |= = = 0 
а 1 
2, 2. 2. 1 


или, соответственно, неравенству ДА (2', 2”) < 0. 

„Действие группы С в трехмерном пространстве % сводится к тому, 
что матрица & == |2 ра|| переводит точку 2(2, 2, 23) этого пространства 
в точку 26 с координатами 


от + 2564 | 236 Р ва 
21614 | 2264 Е 236за | 64а 


((=4, 2, 3). 


Представление рассматриваемой серии строится в пространстве функ- 
ций } (2, 2”) шести комплексных переменных 2; и 2; (1,7 =1, 2,3), опре- 
деленных на одном из описанных многообразий. Мы требуем, чтобы эти 
функции были на рассматриваемом многообразии аналитичны по всем 
переменным 2; и 2;. Далее, мы требуем, чтобы для этих функций при 
заданном целом положительном т сходился интеграл 


| |1 (2', 2") Р-[А (2, 2") |" * да, ах, аа, да аа аз. 


(Здесь через 42 обозначается произведение 44 4у, если 3 =2- 1.) 
Представление задается целым положительным числом т и состоит 


_В том, что каждой матрице 8 = ||8„ || четвертого порядка ставится в соот- 
ветствие преобразование, переводящее функцию ] (2, 2") в функцию 
То (=, =") = 


=1 (28, 278) (пед авы вы Е ви) (ива ви Е вы + вн) ". 


Описанная серия представляет интерес в связи с автоморфными фор- 
мами многих переменных. 
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5. Переходим к краткому описанию содержания отдельных парагра- 
фов данной статьи. 

$ 1—3 носят подготовительный характер. В этих параграфах изучаются 
некоторые из подгрупи группы © комплексных матриц и группы С ве- 
щественных матриц. Изучение этих подгрупп оказывается необходимым 
для описания представлений основных невырожденных серий группы С. 

$ 4 содержит описание некоторых многообразий в подгруппе @ ком- 
плексных треугольных матриц, транзитивных относительно группы &. 
При помощи этих многообразий в дальнейшем строятся представления 
основных серий вещественной группы @. 

В $5 мы доказываем, что пространства функций, на которых реали- 
зуются представления основных серий, состоят из функций, аналитиче- 
ских по некоторым из параметров группы @. 

Наконец, в $6 дается построение всех основных невырожденных 
серий унитарных представлений вещественной группы С. 

$ 7 посвящен доказательству неприводимости найденных представле- 
ний. В основе этого доказательства лежит та же идея, что и для случая 
группы комплексных матриц [см. (1)], однако ее проведение связано 
с некоторыми дополнительными, специфическими для случая группы 
вещественных матриц трудностями. 


8 1. Некоторые подгруппы групп © и С 


Аналитическое описание представлений основных серий связано с рас- 
смотрением некоторых подгрупп комплексной унимодулярной группы © 
и вещественной унимодулярной группы С. 

В дальнейшем мы будем изображать все матрицы как клеточные. 
Зададимся целым числом т е и положим т =... =7Тш==2, ГиыЕ 
=... = =1 (“=и—2т). Матрицы & из © или из С будем запи- 
сывать в виде 


8= ||| (Р.9=\1,....т-%, (1.1) 


где &,. обозначает матрицу, состоящую из тр строк и 17а столбцов. 
В соответствии с такой записью рассмотрим некоторые подгруппы. 
А 


1. Подгруппы Кш- и Ктл. Подгруппа К, + состоит из матриц 
К =||Кра|| комплексной группы @®, удовлетворяющих условию 


Ри =0 при р>9. (1.2) 


Подгруппа Ки, + состоит из вещественных матриц # = || ра ||, [удовлетво- 
ряющих условию (1.2). у 

2. Подгруппы 7т- и 7т„. Подгруппа /ж„ состоит из матриц 
© =||С| комплексной группы ®, удовлетворяющих условиям 


ба=0 при ри (‚р —единичные матрицы. (1.3) 


Подвруппа 7+ состоит из вещественных матриц (= ||ра||, удовлетво- 
ряющих условиям (1.3). 
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3. Подгруппы Фит и Ди. Подгруппа Фи, + состоит из матриц 


4’ = || Чра| комплексной группы @, удовлетворяющих условию 
Чи=0 при Р+9. (1.4) 
Подгруппа От, состоит из вещественных матриц 4 = || 4ра ||, удовлетво- 


ряющих условию (1.4). 
Матрицы 4 подгруппы Ди, + и, соответственно, подгруппы Ди,- будем 
для краткости записывать строчкой 


ие т (1.5) 


где @р= 4р о А 
4. Подгруппы Де, : и Дю, +. Подгруппа Ди, - состоит из матриц 
дак дес Ч 
группы ©, удовлетворяющих условию 
| Че а»|`=4 (р=1,2,...,т+%). (1.6) 


Подгруппа Д»,‹ состоит из вещественных матриц, удовлетворяющих 
условию (1.6). 


5. Подгруппа Де, -. Подгруппа Ош. состоит из вещественных 
матриц 


=, а, а ей 
удовлетворяющих условиям: 
Чт =... = т = 1, [ 4т--= | =1, 


и матрицы @ (р< т) имеют вид 


, р) 0 . 
1, =. №) причем |4е 4, | =4 и #® > 0. (1.7) 


Легко видеть, что правоинвариантная мера в подгруппе О». опреде- 
ляется по формуле 


ар» (4) = а» (4,) ар» (4)... аи (4»), (1.8) 


где 4, (4,) (р=1,..., т) — правоинвариантные меры в группах матриц 
@› второго порядка. Эти меры, в свою очередь, выражаются фор- 
мулами 


ар, (а›) = ай? а? (1.9) 
[см. (2)]. 


Введем в рассмотрение элемент 
Е 0 0 0 
И К К и | (1.10) 


подгруппы треугольных матриц Й, где 


и. == =(; |). (4.14) 
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Пусть элементом а подгруппы Д»,. элемент & преобразуется в 


2=44. (1.12) 
Очевидно, что 
2= [9:, 9)... и, 4] (1.13). 
где 
го : 
%- (:. ы 2р =1р- р (р:-=1,...,т).. (1.14) 
Из равенства (1.12) следует: 
а 
Эо@р = Фр, ` 
в силу чего 
2 Вани С ри 
оо Киви И 
т. е 
и й 
у) ьФ) , Ут ыы (®())* 
Отсюда 
(р) 
1 м рф) 
тр = — ай — — = ай, 
нс 
2% (р). 
ур = + ет 4й52 
Следовательно, 
ат»4у, = 2 — аа ан® = 2 | пад | “ай ФаК®). 


В силу (1.9), мы получаем 


м 1 
ар, (ар), = 2 (2, 47» ур. (1.15) 
Таким образом, в параметрах #,, у» (р =1,2,..., т) правоинвариант- 


® 
ная мера в группе Ри, определяется по формуле 


д» (4 = = [ 22) *-Феау, ... @еьау,. (1.16) 
р=1 
9% 
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6. Подгруппа Ит„-. Подгруппа И»„ состоит из вещественных 
матриц 


ни 1 
где и — ортогональная матрица: 


и(Р). — и) 
ы (мо () (и) (из) =1. (1.47) 


7. Подгруппа С»т,-. Подгруппа Сп,- состоит из вещественных 
матриц 
С == [С1, С, -.. › Ст+], 


удовлетворяющих условию: при р<т с» — диагональные матрицы вида 


У», 0 
= ны Х Е 1.18 
ы=(°ух) №20 (4.18) 
8. Подгруппы Хи.и 7т,-. Подгруппа Хю, - состоит из веще- 
ственных матриц х = ||2ра||, удовлетворяющих условию: 
Тра =0 при р<Ч9и т,» — единичные матрицы. (1.19) 


Легко видеть, что группа Хш„- обладает двусторонне-инвариантной 
мерой: 


4 (2) = ав (трд), (1.20) 
р>а 


где 4р (2ра) — произведение дифференциалов всех элементов матрицы хра 
ср. (9), формула (41.18). - 

Подгруппа т, ‹ состоит из комплексных матриц 2 = || 2ра ||, удовлетво- 
ряющих условию (1.19). 


Индекс т в обозначениях подгрупп мы будем в дальнейшем, как 
правило, опускать. 


$ 2. Канонические разложения 


1. Разложение элементов групи © и С. Согласно (1), почти 
всякая матрица 8 комплексной группы © может быть представлена, 
и притом единственным образом, в виде 


8=#, (2.1) 


^ ^_’ ^ ^ 
где ЕК, 26 (т. Исключение составляют лишь матрицы, у которых 
хотя бы один из миноров Вт.+ь+...+то+а Равен нулю. 


Напомним, что через 8, обозначается минор вида 
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То же самое справедливо и в отношении вещественных матриц 26 С. 
Именно, почти всякая вещественная матрица группы С может быть. 
представлена, и притом единственным способом, в виде 


Киа 8 = №5, (2.1°) 
где АЕ Ки, Е Хм. 
В работе (") были получены также аналитические выражения эле-. 


ментов матриц # их в формуле (2.14) или (2.1) через элементы матрицы а, 
которые мы сейчас и приведем. 


Б Ра Рз--- Рт 

удем обозначать через ря а. ) МИнор матрицы 8, составленный 
Ио бы @Р- 

из элементов с номерами строк ри, р»,..., Рт и столбцов 01, да, ..-9т, 


а через &т, как и выше, — минор 
в т--1...т 
ПоВНОый В анКУР 


Пусть # = || #рё || из=||2ра||. Тогда элементы #:® матриц ра можно 
найти по формулам 


0. — 1 ВВ бла В исх 
8т. +... 4та+! ЕЕ ох Е Фо луеЕ, На, ЕЕ та-+2, 5 > 
22) 


Определитель Л матрицы Ёр› выражается равенством 


8т,+..- +Гр—1+1 


Ар = (2.3) 
8. + ***тТр+1 

а матрицы хр находятся из выражений 

| 
Фра = Йррйра» (2.4) 

гле элементы ро. й матриц Йра определяются формулами 

0) 1 ны В. 
на Во етрНа та На тр Е т тр +2. п 
(2.5) 


[Ср. (1), формулы (12.16), (12.13), (12.14) и (12.15).] 

2. Разложение элементов групп р и ет Любой элемент 
®=|| ра || группы Ки может быть представлен, и притом. единственным 
способом, в виде 


® =Са, (2.6) 
где (6 Я ФЕ О». Элементы матрицы 4, 


7, в — [, а,, не =], 
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определяются из формул 
4Ч=Ё»р (р=\1,...,т-+*). (2.1) 


Точно так же любой элемент # вещественной группы №» может 
быть представлен, и притом единственным способом, в виде 


р аЕд) (2.8) 


где СЕ 7, 46 Пи. 
В свою очередь, любой элемент 4 группы ДП» может быть предста- 
влен в виде 


4 = сд, (2.9) 
где сЕСи, аЕД». Это представление будет единственным, если потре- 
бовать дополнительно, чтобы матрица 

В Зоо 
удовлетворяла условию: 
ср>0 при рт. (2.10) 


Аналогично, любой элемент 4 вещественной группы О»„ можно пред- 
ставить в виде 


4 


| 
© 
© 


(2.11) 


где с6С., 46 О». Легко проверить, что такое представление един- 
ственно, если потребовать дополнительно, чтобы матрица 


а= [а 4., ока а] 


удовлетворяла условию: 


^ 


@тдл== ‚... = Фит == ТЕ (2.12) 
Согласно (2), любая вещественная матрица ©, второго порядка с де- 

терминантом +1 может быть представлена в виде 

8. = иэйь, (2.13) 


где и, — ортогональная матрица, а й., — треугольная матрица вида 


йо == Г 0 ) 
Ро Аз 
Такое представление будет единственным, если предполагать дополни- 
тельно, что Йз. > 0. 
Отсюда непосредственно следует, что элементы 4 группы Ди, удовле- 
творяющие условию (2.12), можно представить, и притом единствен- 
ным образом, в виде 


= и, (2.14) 
где иСИт, ЕД. 
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Таким образом, элементы & группы А„ можно представить, и притом 
единственным способом, в виде 


К = (виа, (2.15) 


где СЕ 7, СЕ Си, и ВОт и 46 Би. 
В силу (2.1') и (2.15), почти все элементы # группы @ можно пред- 
ставить, и притом единственным способом, в виде 


8 = (сих, (2.16) 
где (67, СЕ Си, ив, ЧЕ) и #6 Хь. 
$ 3. Подгруппы 6»: и Н», «. Некоторые интегральные соотношения 


Особую роль в дальнейшем будут играть подгруппы би. и Ны, 
{или, короче, б„ и Ни) вещественной группы С„, которые мы теперь 
и рассмотрим. 

1. Подгруппа 6. Рассмотрим в группе С совокупность всех 
матриц $ вида 


а (СИЕ, ВЕ), (3.1) 


Непосредственно видно, что эти матрицы образуют подгруппу группы &, 
которую мы и будем обозначать’ через 5. 
В силу (3.1), элементы $ = || $ра | группы 5„ удовлетворяют условиям: 


5ра =0 при р>9; 
при рт $рр — ортогональная матрица, умноженная на скаляр; г (3.2) 
при рт $рр — произвольное число. 


Найдем выражение для меры в груше $т. Положим для краткости 
Чебя и, = А, р=4, ....т-®. (3.3) 


Тогда 
АзАз: .;. Аяде== 4. (3.4) 


Положим, далее, если: т > 0, 
> 4 
$11 = = 511 (3.5) 
уе 
5:1 представляет собой ортогональную матрицу (если т = 0, то пола- 
гаем 1 —=1). За параметры в $ мы примем параметры, определяющие 


матрицы $1 и 52 (р<а, 9>\. 
Рассмотрим левый сдвиг 5’ = 505 при помощи матрицы $° = ||50 ||. 


Он сводится к’преобразованию 


— ма > 


0 
$11 — 511511, за —= 81181 Е $1288 ЯЕ 51, т-т == 


= $1151, инт Рае 9. т-+т$ тут, ту, 


= 50052, тат В ++ Е 59 _ тт 


о, Ка а. 1 клев Не ФЛ 052%. 46 


ба = == бб, биз = = 52053 Яы Зе ее: О т-4т — и (3. 6) 


ы 0 
$т+1, тт = $т + ттт Эт, тт + 
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Определитель этого преобразования есть 


РА та (4°) тот Ни-т (48+ та ЕРтт (49) т Нттдьт (4%. +.) т 


= (т ео о 


Поэтому левойнвариантная мера в ®„ определяется по формуле 


т-т 
ар (5) = тат (6): П] 4+ (рр)- И Яр (5ра). (3.7) 
р=2 р<а 


Здесь 4 (5.1) — инвариантная мера в группе ортогональных матриц 
$1 (при т=О0 этот множитель отсутствует), 4» (5$рр) — инвариантные 
меры в группах матрип вида 5$рр, в (5ра) — произведение дифференциалов 
всех элементов матриц $ра. Совершенно аналогично мы найдем, что 
правоинвариантная мера в 5 определяется по формуле 


т-т 


1 а > 
ар» (9) = ГА 9 (а) - П 4% 6%) П 4% (во, (3.8) 
т р=2 р<а 
где 
А, ен (А,) г. + т, (43) ть ее дн то Тит | 
Полагая 
а (5) 
8 (5) = аи, (5), (3.9} 
получим 
8 (5) ре: |5А: | "5% Ат" Зуи Аа ан Тт-+т В (3.10) 


2. Подгруппа Ни. Рассмотрим в группе С совокупность матриц # 
вида 


= (46 О, #ЕХ,). (3.14) 


Непосредственно видно, что эти матрицы образуют подгруппу группы &, 
которую мы и будем обозначать через Нш. 


В силу (3.11), элементы # = || #ра|| группы Н» удовлетворяют усло- 
виям: 
при р<4 № =0; при р<т 1» — матрицы второго порядка 
вида 
22 0 
И | 
при р=тЕ1,..., ПЛ И ое = ) 


Рассуждая так же, как и в случае группы 5„, но учитывая, что 


\Черйрр| =1(р=1, ..., т-+*), мы получаем следующий результат: 
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Правоинвариантная мера в группе Ни определяется по формуле 


т 
а» (в) = ан» (вр) [4 (по). (3.13) 
р=1 р<а 
Здесь 4, (рр) — правоинвариантные меры в группах матриц вида йЙрр, 
р (йра) — произведение дифференциалов всех элементов матрицы #ра. 

3. Разложение элементов группы (С. Согласно (2.16), мы 
заключаем: 

Почти все элементы группы @ (за исключением многообразия низшей 
размерности) могут быть представлены, и притом единственным спосо- 
бом, в виде 

МЕЕЗД, (3.14) 
где $56эи, АЕ Ню. 

4. Интегральное соотношение! на группе Н». Рассмо- 
трим функцию ](й), суммируемую на Ни. Так как всякий элемент 
®ЕН» можно представить единственным образом в виде № = ах, то 
1(®) = 1 (42) является функцией от 46 Би изЕ Хи. 

Мы получим здесь формулу, сводящую интегрирование по Ни к по- 
вторному интегрированию по Ди и Хи. 

Связь между элементами матриц й = || Йра||, = ||Хра|| и ее [91 бы чаь 

., 4т+:| выражается формулами 


Йрр = @р Йра= Чрйра при р> 4. 
Учитывая, что |4е 4, | =1, получаем 
@рт (йрр) = @ъ, (@>), ав (ра) = @ъ (ро) 


(при фиксированном 4). 
Принимая во внимание формулы (1.8), (1.20) и (3.13) для мер в рас- 
сматриваемых группах, имеем: 


7%) ар, (в) = \ ав (@) \1 (42) 4», @. (3.5) 


5. Интегральное соотношение на группе С. В груше С 
существует двусторонне-инвариантная мера 44 (5). Рассмотрим функцию 
1(е), суммируемую на @. Так как почти всякий элемент &6Е С можно 
представить единственным образом в виде & = 5й, то } (8) = } (51) являет- 
ся функцией от 365 и ЙЕ Ню. 

Мы получим здесь формулу, сводящую интегрирование по С к повтор- 
ному интегрированию по бт и Нм. 

Поскольку равенство '8 =зй устанавливает аналитическую зависи- 
мость между параметрами, через которые выражается мера в группе @, 
и соответствующими параметрами в бт и Нт, то должна иметь место 


формула 
7 () 4» (®) = \ 4 (®) \1(6®) о (5, ®) ат ($), (3.16) 


где (5, №) — некоторая положительная функция переменных $ и й. 
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Легко убедиться, однако, что функция о (5, й) фактически является 
константой "с, зависящей от нормировки мер ав (8), а (5) и ар, (#). 
В самом деле, в силу инвариантности меры ав (8), 


\7(е) 4» (в) = |1 (вов) ар (в). 
Отсюда, в силу (3.16) и левой инвариантности меры ар (5), имеем: 
а», (в) (1(5®) (5, #) ра () = } в» (®) | 7 (о5®) в (8, ®) ава (5) = 
= | 4», (®) 7 (5%) © (55 15, ) а ($). 
Ввиду произвольности функции / (51), это означает, что 
о (5, №) = о (515, 1), 


т. е. функция о (5, й) не зависит от $. Аналогично, в силу инвариант- 
ности меры 4» (5) и правой инвариантности меры 4, (й), получим из 
формулы (3.16), что 

е (5, #) =® (5, ВВ. 1), 


т. е. функция ® (5, Й) не зависит от й. Тем самым доказано, что ® (5, Й) 
есть константа с, и, следовательно, 


7) 4+ ® = са, (®) 1 6®) ат 9. (3.47) 


6. Формула преобразования меры в Ни. Пользуясь фор- 
мулой (3.17), мы найдем теперь, как преобразуется мера а, (й) при 
преобразовании й, = йе. 

Покажем предварительно, что в группе 5 имеет место формула 


У (651) ра (5) = 8-1 (1) |7 (5) ам (6). (3.18) 


В самом деле, переходя от левоинвариантной меры 41 ($) к правоинва- 
риантной мере 4», ($) в соответствии с формулой (3.9), имеем: 


7 (з,) Чи (8) = (1 (554) В (8) ав, (8) = \ 1 (8) В (591 *) вл (9). 


Но функция В (5), определяемая формулой (3.10), обладает следующими 
свойствами: 


В (5155) = В (518 (52), В) =87 ($). (3.19) 
Поэтому 
198 (65 *) 4#, ($) = 
= 15) 9-1 (5) 8 6) а, (= (в) (7 (64) ав (9), 


и равенство (3.18) тем самым доказано. 
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Подставляя в формулу (3.17) функцию вида (5) = /(#) $ ($), мы по- 
лучим: 


]2(6) 4 (6) = | а», (0) 96) ан. (3.20) 
Пусть & — произвольный элемент из С. Положим 
йо = 51й1, следовательно, Ибо = #.. (3.24) 


Тогда 82° = зй8о = 5511 и 2 (8) = 1 (18) $ (551). В силу инвариантности 
меры 4 (8), имеем: 


\= (6) 4» (в) = |= (вв) 4 (8), 


откуда, в силу (3.17) и (3.18), 


1 (®) 4», (№) | © (в) ав ($) = (1 (во) ав, (№) ($ (68) ав (6) = 
=\1( 1 (о) В * (51) ар» (®) \®(5) ая (5). 
Следовательно, 
}7(®) 4х (®) = \ (во) В" (54) ав» (№), (3.22) 
где элемент $1 определяется из равенства 
йе = $1. (3.23) 


Переписывая равенство (3.22) в виде 


|7 (иво) аъ, (вво)= | У (Иво) (64) ав» (), 
мы получаем искомую формулу преобразования меры в Н»: 


Ч. (йво) 


$ 4. Некоторые транзитивные многообразия в # 


Рассмотрим подгруппу 2 комплексных рых матриц 2 =| 2; |, 
тде 2; =1 и 2; = при ет =Ь, п). Согласно (!), почти вся- 
кий элемент #  комплекеной группы @ можно представить, и притом 
единственным способом, в виде произведения & = #2, где 267, а матрица 
Е имеет нули под своей главной диагональю. Ввиду этого, каждый эле- 
мент & группы © задает преобразование &-> 2, = 26 группы Я, где 2, 
определяется из соотношения 28 = #2. 

В этом параграфе мы опишем некоторые многообразия в подгруппе 2, 
транзитивные относительно преобразований 2 элементами вещественной 


группы @. 
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Й 


1. Многообразия т, -, быти 2, -. Обозначим через бт, с0во- 
купность матриц 2 из Де, : вида 


се [О ь ан Ча (4.1) 


где Фр — матрицы второго порядка вида 


по 
= |, ей и, (4.2) 
Гу 


п > 3 
При т = 5. мы введем также в рассмотрение совокупности бло и Ят,о- 


Про есть совокупность матриц 2 из С»„„ вида 
2+ = [91, 92( 8:10:59 9] (4.1а) 
где ор — матрицы вида (4.2), удовлетворяющие. условию 


Та По... Па, 0: (4.3) 


Аналогично, Си». есть совокупность матриц 2 из „„ вида (4.1а), где 
©, — матрицы второго порядка вида (4.2), удовлетворяющие условию 


Пи 2: -Па 2.... Пи 2. < 0. (4.За) 


При т-= > элементы совокупности де могут быть переведены 
друг в друга преобразованиями группы 2 при помощи элементов 5ЕС. 
При т = 5 это же утверждение справедливо в отношении совокупно- 
стей био и бы 

Доказательство. Если 9, и 9, — две матрицы второго порядка 
вида (4.2), то, как известно, существует такая неособая вещественная 
матрица второго порядка 8», что 


и: = и, (4.4) 
где Ё› — матрица вида 
Кр) К(р) 
р и 12 с (4.5) 
0 КР) 


о реб При этом, если числа 2, и 2, принадлежат одной и той 


же полуплоскости Пи 2>>0 или ш2< 0, то 4еёз, >0. В противном слу- 
чае 4ез,<.0. Мы можем всегда считать, что |4её 8›| =4. Отсюда легко 


п 
усмотреть, что при т == = матрица (4.1) преобразуется в матрицу 
2 = [© Юз, .--› От, о | 
при помощи вещественной унимодулярной матрицы 8), вида 


8 = [21, 82, #96 бть Ст-ьь ...)у И (4.6) 


ии ОН . 
ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ВЕЩЕСТВЕННОЙ УНИМОДУЛЯРНОЙ ГРУППЫ 209 


ГДЕ Ст4а,...-,Ст+=— произвольные числа, удовлетворяющие условию. 


Стоуа.. . Стфт- 90 2, де &....Чеб ет =1. 


При т = 5 соответствующая матрица &, 
НЕЕ [ен об (4.ба) 


будет унимодулярной тогда и только тогда, когда знаки выражений 
Гл 2, - Пи 22. + - Па 2т 


для матриц ги 2 совпадают, т. е. тогда и только тогда, когда матрицы 
и 7 принадлежат однозременно И или Ито 

Определение. При т = 7 5 обозначим через 2», то многообразие 
в 7, транзитивное относительно преобразований элементами #6, которое 
содержит в себе многообразие т При четном и обозначим через Я», о 
и бп12,о транзитивные многообразия в 0, содержащие в себе соответствен- 
но многообразия #0 и и, о. 


2. Аналитическое описание многообразий т, ро. о 


и 73,0. Всякую матрицу 2 из Вит -- 7) можно представить, и при- 


2 
том единственным образом, в виде 


2=27 (260 26 Хы). (4.7) 


При т = 5 всякую матрицу 2* из Яко (2 из био) можно представить, 


и притом единственным образом, в виде 
Я (2212) (4.7а) 


где 2+6 нь (2 67.) и $6ЕХи,. Обратно, все матрицы, представимые 
указанными способами, принадлежат соответствующим транзитивным 
многооб разиям *. 
п 
Доказательство. Остановимся на случае т - 5. Прежде всего, 


матрицы вида 25, где 26йи и 56 Х»ь, принадлежат многообразию бт 
Это вытекает непосредственно из транзитивности многообразия т и того 
_ очевидного факта, что элементы ри 25 принадлежат одному и тому же 
транзитивному многообразию. 

Обратно, зафиксируем в многообразии 7„ матрицу 


= [90,...,00, 1,..., 1], (4.8) 
где 9% — матрицы вида 
О 
в = (} Нл рт. (4.9) 


® В обозначениях многообразий мы будем, как правило, индекс т опускать. 
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Покажем, что любая матрица 28, где 2 ЕС. (если: только таковая опре- 
делена в Й), представима в виде 28 = 22. Прежде всего, почти всякая 
матрица &6С может быть представлена в виде & = , где #6 и 
х6еХ»и. Исключение представляют лишь те матрицы &, у которых хотя 
бы один из миноров 8», +....Ё”„+1' (см. $ 2) равен нулю. Поскольку, по 
предположению, матрица 2 определена, миноры (258) матрицы 28 
($ =2,...,п) должны быть отличны от нуля. Заметим, что матрица 2 
получается из матрицы & прибавлением к каждой строке с номером 
2р (р=4,...,т) предыдущей строки, помноженной на #. Отсюда сле- 
дует, что 


буи ++ тра = (208) +---+тр+т› 


а потому все миноры 65,,+....+г_41 ОТЛИЧНЫ От нуля. Итак, матрица & пред- 
ставима в виде & = #5. 

Рассмотрим матрицу й = || Жра |. Матрицы №» (р=\,...,т) — неосо- 
бые, а потому матрицы 09° можно представить в виде 


о 
А а Ё, Эр, 


рде #р и 9› — матрицы вида 


и) и) а 
ь- (№), ь- (1 °), выч 


о 2 р 


Отсюда непосредственно следует, что матрицу 2й можно представить в 
вдде 20 = 2, где ЕК, 26 7. Таким образом, 258 = Ка, т. е. 


208 == 25. 


Единственность представления вида 2 = 22 вытекает непосредственно 
из того факта, что группа ри! содержащая в себе все многообразие Им 
имеет в пересечении с группой Х„ лишь единичную матрицу. 

Все приведенные рассуждения сохраняются и для многообразий 7+ и 
2. В случае многообразия Й„ нам следует исходить из элемента 2 
вида (4.8), где 


м (1 1) 1 %-(' й р (4.9а) 


1 


3. Описание многообразия 2„ при помощи подгруп- 


пы Н». Согласно результатам $ 3, всякий элемент #6, представимый 
в виде 


8=й2 (ЕЕК, #6 Хр), 


может быть также представлен, и притом единственным образом, в виде 
8 = $1, где $65, РЕНи. В свою очередь, всякий элемент АЕ Ни может 
быть представлен, и притом единственным способом, в виде й = 4х. 
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Будем исходить из фиксированного элемента 2, многообразия 2, опре- 
деляемого формулами (4.8) и (4.9). 
Элементу й из Ни сопоставим элемент 20й из Ят 


#— 20й. (4.10) 


Легко видеть, что формула (4.10) представляет собой взаимно одно- 
значное отображение многообразия Нт на т. В самом деле, если й = 4, 
то, очевидно, 


4%-> (204) =. (&.10а). 


В то же время соответствие 4-> 24 представляет собой взаимно однознач- 
ное отображение подгруппы Ди на Й (ср. 8 1, п. 5). 
Покажем, что преобразования #-> #2 группы Ни элементами # груп- 


пы С: 1 


№8 есть такой элемент й, из Ни, что йе = 51, (4.11) 


совпадают с преобразованиями в 7. Иными словами, соответствующие 
друг другу элементы из Ни и й„ переводятся любым 86 С снова в с00т- 
ветствующие элементы. 

Заметим, что единичному элементу ев Ни соответствует в И» эле- 
мент 2. Наше утверждение будет полностью доказано, если мы покажем, 
что элементу ее из Ни соответствует элемент 228 из Йт, где в — произ- 
вольный элемент из @. 

Пусть & = зй. Тогда, очевидно, её =. С другой стороны, 


ло == (205) й. 


Но матрицу $ можно представить в виде 5=(си, где (62, СЕСи, 
ие». Легко видеть, что 2% = 2%, 206 =2 и 250 =. Поэтому 255 = 2%, 
следовательно, 2 = 20й, и наше утверждение доказано. 

Отметим, что 5„ представляет собой стационарную подгруппу для 
элемента 25. 


п 2 
При т = > каждое из многообразий 75 и 7„ можег быть описано’ 


аналогичным образом при помощи соответствующей подгруппы Нт 
Операторы представлений мы будем реализовать в пространствах 
функций ] (22) = /(2,...,2, 2) на определенных выше многообразиях бт 


8 5. Аналитичность функций 7 (21,...,@» 2) 


Согласно (!), представления комплексной унимодулярной группы © 
строятся в пространстве функций, заданных в многообразии 2’ правых 
классов смежности группы ® по подгруппе К комплексных треугольных 
матриц. Аналогичным образом они могут задаваться в пространстве клас- 
еов смежности групны @® по любой подгруппе К!:, сопряженной с грун- 
пой К. 

В случае вещественной унимодулярной группы @ приходится уже 
делать различие между подгруппой К треугольных матриц и сопряжен- 
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ными с ней подгруппами К’ =. 1Ка, комплексной группы ©. В самом 
деле, пересечения этих подгрупп с группой @ вещественных матриц могут 
быть различными, а потому мы должны приходить к различным предста- 
влениям группы @ вещественных матриц. 

Представления, отвечающие заданной подгруппе К’ =. 1К&., строя“ - 
ся в пространстве функций на элементах многообразия правых классов 
смежности группы @ по ее пересечению С П К” с подгруппой А’. Однако 
это пространство должно состоять, вообще говоря, не из всех функций, 
а лишь из функций, аналитических по некоторым из переменных. 

Объясним появление здесь аналитических функций. Вернемся сперва 
к комплексной группе ®. Пространство функций, постоянных на правых 
классах смежности группы © по ее подгруппе К, можно задать еще 
и ‘тем условием, что эти функции постоянны при бесконечно малых сдви- 
гах, отвечающих умножению элементов группы © слева на инфинитези- 
мальные элементы из К. Так как бесконечно малые сдвиги задаются опе- 
раторами Х;, то`эти функции удовлетворяют уравнениям] 


РО, (5.1) 


где Х; — операторы Ли, отвечающие инфинитезимальным элементам из К. 

Перейдем теперь к вещественной группе. Будем рассматривать функ- 
ции }(2) на группе С вещеслвенных матриц. Пусть Кв — подгруппа 
вещественных треугольных матриц и К’ =. 1К Е, — некоторая подгруппа 
группы © комплексных матриц, сопряженная с Кв. Предположим сперва, 
что матрица 2:,, при помощи которой определена подгруппа К’, веще- 
ственна. Тогда А’ является подгруппой вещественной группы С. Потре- 
буем, как и в случае комплексной группы, чтобы функции Д(2) были 
постоянны при бесконечно малых сдвигах, отвечающих умножению эле- 
ментов группы @ слева на инфинитезимальные элементы из К’. Это тре- 
бование выразится, как и в случае комплексной группы, в форме некото- 
рой системы линейных дифференциальных уравнений Х;/=0, которой 
должны удовлетворять функции }(8). Коэффициенты этих уравнений 
будут аналитически выражаться через} элементы матрицы 2,. Вследствие 
этого мы можем формально написать операторы Ли также и в том случае, 
когда матрица &, уже не является вещественной, и потребовать, чтобы 
функции ] (8) удовлетворяли соответствующей системе дифференциальных 
уравнений Х;/ = 0, 

В случае, когда матрица &: вещественна, получаемая система (диффе- 
ренциальных уравнений является, как и в случае комплексной группы, 
гиперболической. Ее характеристиками [будут как раз правые классы 
смежности вещественной группы @ [по подгруппе К’. Если же матрица 
&, комплексна, то соответствующая система уравнений для }(е) уже не 
будет гиперболической. Решениями ее будут функции, постояннные на 
классах смежности группы С по соответствующей подгруппе (а именно, 
по подгруппе & | КЕ, где К — подгруппа комплексных треугольных 
матриц) и аналитические по некоторым из параметров\группы. Тем самым, 
постоянство функций по некоторым параметрам группы заменяется при 


переходе от комплексной группы к вещественной требованием аналитич- 
ности. 
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В дальнейшем мы будем рассматривать подгруппу 
2 ‘Арс, 


где 2, — элемент многообразия й», определенный формулами (4.8) и (4.9). 
В этом параграфе мы покажем, что решениями соответствующей системы 
дифференциальных уравнений будут функции, постоянные на правых 
классах смежности группы @ по подгруппе 2;1К2, | @, где К — группа 
комплексных треугольных матриц, и аналитические по некоторым пара- 
метрам. Чтобы выделить эти параметры, мы заметим, что подгруппа 
2 1Ка, Г] С является стационарной подгруппой для элемента 2 много- 
образия б„. Поэтому многообразие правых классов смежности группы @ 
по этой подгруппе можно отождествить с многообразием Си и задавать 
функции на этом последнем многообразии. Мы покажем здесь, что эти 
функции должны быть аналитичны как раз по каждому из комплексных 
параметров 21, 2.,...,2т многообразия д (см. 8 4). 

Опишем сперва элементы группы Кв вещественных треугольных ма- 
триц. Поскольку эта группа является подгруппой группы Ё„ клеточных 
треугольных матриц, ее элементы, согласно 8 2, могут быть представле- 
ны (и притом единственным образом) в виде 


& = (са, (5.2) 
где С@7, с = [Сб с»... ,Сть"| @ Ст, [а матрица = пони еб 
и удовлетворяет условию (2.12): | 

Фил =. == Читы == 1. | 

При этом матрицы 4» (р=1,...,т) имеют вид: 
й к) и) , = 

4, ( ыы г | её! = 4. 5.3) 

0 АР) 


Установим, какой вид имеет матрица 2,1 #2. Заметим, прежде всего 
что 2.1(2о есть матрица, принадлежащая группе 7 комплексных кле- 
точных треугольных матриц, и что 2,12 =с. Путем непосредственного 
подсчета мы устанавливаем, далее, что 


дай = [аа в.а, (5.4) 
где 
(р) + ;4(Р) (р) 
и ых Кро 12 ] (р<т). (5.5) 
КФК и 


Ввиду этого мы заключаем: 
Всякий элемент Ё’ подгруппы К” может быть представлен в виде 


Е = са, (5.6) 
тде С — элемент группы р 7т20, являющейся подгруппой группы и 


с ЕС, а4 Е Ди и определяется формулами (5.4) и (5.5). 
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Согласно $ 2, почти всякий элемент & вещественной группы @ может 
быть представлен, и притом единственным образом, в виде 


в = Сеат, (5.7) 


те 62, се би, ЕЛ а= [4 ф, ЫЙЗ И ЕД» и удовлетворяет 
условию (2.12): 


Чета = а = 1 


Поэтому всякую функцию, заданную на группе @, мы можем рассматри- 
вать как функцию от СЕЙ, СЕ Си, а Он, теЕХи и писать: 


1 (в) = / (са). (5.8) 


Чтобы составить дифференциальные уравнения, которым удовлетворя- 
ет функция ](5), мы должны рассмотреть инфинитезимальные элементы 
подгрупп 2" иёох Си и нодгруппы РБ элементов 4, определяемых форму- 
лами (5.4) и (5.5). Легко видеть, однако, что система дифференциальных урав- 
ненийХ. 2 —0, отвечающая инфинитезимальным элементам из 20 '7и2%, экви- 
валентна системе дифференциальных уравнений, отвечающей инфинитези- 
мальным элементам из самой подгруппы Йт. Поэтому решениями этой 
системы уравнений будут функции, постоянные в классах смежности 
группы @ по 7». Вследствие этого, мы можем написать: 


1 (сах) = } (са). (5.9) 
Аналогично, рассмотрение дифференциальных уравнений Х9:= 0, 


отвечающих инфинитезимальным элементам из С», показывает, что функ- 
ции / (с) не зависят фактически и от сЕ Си, а потому 


1 (сах) = } (44). (5.10) 


Рассмотрим теперь инфинитезимальные элементы из р И составим 


отвечающую им систему дифференциальных уравнений для функций /. 
Полагая в (5.5) 


ЕР) —= —=1+ аЕР), КР = аР, 


мы получим инфинитезимальный элемент 


За [Ва о, ооо (5.11) 
где матрицы 84, (р =1,...,т) имеют вид 
ва (р) ; 1+ (Ф) (р) 
заеы и ор 4 | | (5.12) 
ЧР) — ЗАРЕ — ЕР 
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Пусть 
4= [4,, 4... аш, (5.13) 
где 
в @ 
Тр бр 
Тогда 
а.о = [ба -4, 34..0.,....За-а», 0,...,0], (5.15) 
где 
84р-@» = 
__ [са + (ь- а) ар Вы -- (6 Е 28,) 442 
— (р 2205) 41” — (ь-Н1ь) 44 — (6,--28,) 6—1 (6, 8,) ай? | 
(5.16) 


Операторы Ли, отвечающие инфинитезимальным сдвигам АКР) и АК, 
имеют поэтому следующий вид: 


д 
Хх”) = бр 


д а : 
и В ая г (—- 1» — 24) + 2. (—%№— 28», 
хо 97 (: з ба - . 9) ь >. . 
= ди. (р-р) в 2+») бу (ра) —1 98 (8»--В»). 


Мы требуем, чтобы функции 1 (42) удовлетворяли дифференциальным 
уравнениям ХР) =0 и г” 0, т. е. чтобы имели место равенства: 


о д : 
ар р В» И (5.17) 
и 
9 . д - 
=. (вр рр Не в + 8) =0, (5.18) 
где р=1, 2,...,т. Вычитая из уравнения С уравнение (5.17), 
умноженное на #, мы получаем: 
9} 9} 91 9} 
а ЛР ор. бр ду, = 8 Вр = 0, (5.19) 


Система уравнений характеристик для уравнения (5.19) имеет вид: 


а а а 48 
а ое (5.20) 


Ур бр = — В» 


Легко найти первые интегралы этой системы: 
2 2 
Яр бр — Вр1р = Сл, рр 1рбр =С3 и В- вр = С.. (5.24) 
Поскольку, кроме того, элементы а В», Тр’ б, матрицы 4 › Удовлетво- 
ряют условию 
= В, 
3* 
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то, в силу уравнений (5.19), функции 1 (42) являются функциями пере- 

менных 

р бр Вр + рр. = брбр— Вр\р 
Вр + 85 Вр + 85 


(5.22) 


и элементов матрицы х. 
Выясним, что представляют собой переменные 2, и ур. Положим цля 
этого 


=. (5.23) 
Тогда, как легко видеть, 
[9 9... ЕЙ, - (5.24) 
где 
9» = = и | (5.25) 
причем 


ыы ев брВр + Урёр брбр—Вртр _ : 
Е +8, р ава а Е — ва =» + р. (5.26) 
Таким образом, числа 2› = 2, + {у› представляют собой параметры, отве- 
чающие элементу 45 в многообразии Ст. 

Представим, в соответствии с (2.14), элемент 4 в виде = ид, где 
п6О„, 46 Б». Поскольку 20. ==2,, а потому 24 =2,4, функция / (4) = 
—=/(и4х) не зависит от и. 

Мы заключаем: 

Функции } (8), определенные на @ и удовлетворяющие дифференциальным 
уравнениям Х®}=0, Хх} =0 и (5.19), являются функциями, постоян- 
ными на правых классах смежности группы @ по группе бт. Согласно 
результатам, $ 4, их можно рассматривать как функции 


1 (2) = У (ал, 2)... , т» 2), 


определенные на многообразии т. 

Обратимся теперь к уравнениям (5.18). Мы покажем, что из уравне- 
ний (5.18) вытекает аналитичность’ функций } (г, 2:,...,2т, 2) по ка- 
ждому комплексному переменному 2›(р=1,...,т) при фиксированных 
яначениях остальных переменных. 

Для этого введем в рассмотрение операторы д[05 и 0[02. Если 
2 — комплексное пэременное 2 =х + Й/, то, согласно определению, 


9102 = 1,(9 | д —:9[0), 09[0#=1],(9| 05-4 19|9%). (5.27) 


Если ] (2) — функция комплексного переменного 2, то условием ее ана- 
литичности будет 


т 
Е =0. (5.28) 
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Мы должны, таким образом, показать, что из уравнений (5.18) сле- 
дует 

1, т). (5.29) 


Умножая уравнение (5.18) на { и группируя его члены, мы можем 
переписать это уравнение в виде 


(я) быть) (+) +) =0. = (6.30 
Если положить 
р-р = 2», р-р, (5.34) 
то уравнение (5.30) примет вид: 


Е + =, (5.32) 


+ 92 р 


Нам остается показать, что левая часть этого уравнения пропорциональна 
97| 02р. Но это вытекает непосредственно из следующего утверждения: 

Если }(2) —функция комплексного переменного 2 = 2-Е И/ и = 2, /з., 
81 =, + Й/, 2. = 2. И», то 


52 9} 
— = 21—82. —. 5.33 
= Нах ы 2 92 ( ) 
Все рассуждения этого параграфа остаются в силе и при т = 5 : 


Для того чтобы придти к многообразию „|, мы должны лишь исходить 
из элемента 2,, определяемого формулами (4.8) и (4.9а). 

Отметим, что при т = > функции 1](21, 2,,...,2т, 2) определены 
относительно каждого 2› (при фиксированных значениях остальных пере- 
менных) как в верхней полуплоскости т 2, >0, так и в нижней полу- 
плоскости Пи 2›< 0. В силу только что доказанного, эти функции ана- 
литичны в каждой из указанных полуплоскостей. 

В случае т = >. функции ] (21, 2.,..., 2т, 2) определены относительно 
каждого 2› (при фиксированных значениях остальных переменных) лишь 
в одной из полуплоскостей [т 2, >20 и ш2,< 0, определяемой в соот- 
ветствии со знаком выражения 


Пи 2,... Па 20—21... ПИ 2. 


В этой полуплоскости эти функции аналитичны относительно 2}. 


$ 6. Описание представлений основных невырожденных серий 


Представления основной невырожденной серии Ц, * мы будем строить 
в пространстве 5» функций ] (21, 25,..., 2т, 21), задаваемых на многообра- 
зии Йт и аналитичных, в соответствии с $ 5, относительно параметров 


21,22)... у бт» 
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В силу 8 4, многообразие (т можно отождествить с группой Нити 
‘писать 


У. лье) 97 ЕН. 


Скалярное произведение в пространстве ®„ будем задавать в виде 


(и, №) = Л (в @) о (в) ав, (®), (6.1) 


где о (й) — положительная функция от й, подлежащая в дальнейшем 
определению. 

°’ Представление состоит в том, что каждому элементу © группы С мы 
ставим в соответствие унитарный оператор Т. в пространстве ®т, заца- 
ваемый формулой 


"То 1 (®) = 1 (#8 ) а, 8). (6.2) 


Здесь а (й, 8) — фиксированная функция, задающая представление, кото- 
рую мы будем в дальнейшем определять. й= обозначает, как обычно, тот 
элемент й, из Ни, в который преобразуется элемент й при помощи эле- 
мента 3, т. е. йе = 5:й., где $: бт. 

Условие Ту, То, = То, приводит нас, как и в (1), к функциональному 
уравнению для а (й, 8): 


а (№, #185) = & (Из, 22) а (№, 81). (6.3) 


Положим 
а (е, 8) = (8), (6.4) 


где е —единичный элемент группы С. Полагая в (6.3) й=е, в =й, 
8. = 8, получаем: 


а (#8) = < (1, в) а (№), 


ние. (6.5) 


Полагая в (6.3) й=е, и =565», в=е и помня, что её =е, 
получаем: 


а (56) = в (5) (6). (6.6) 
Найдем условие, которому должна удовлетворять функция о (й, 2) для 


того, члобы операторы представления ТГ, были унитарными, т. е. чтобы 
для любой функции }(#) из © имело место равенство 


(То, То!) = (КР. (6:7) 
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В соответствии с (6.1) и (6.2), это равенство можно переписать в виде 
а (6) 7 (8) Ро (в) авы, (6) = }1АЫ) |2 (5) аъ, (№). 


Сделаем во втором интеграле замену переменной й, = #5. В силу фор- 
мулы (3.22), имеем: 


17%) [2 (№4) ав, (в) = (8) о (08) 8-1 (<) ав, (в), 
где элемент $, @ 5 определяется из равенства 
С, (6.8) 


а функция В(5) определяется формулами (3.10) и (3.3). 
Таким образом, 


1768) [2 [а (®, 8) | (в) а, (в) = \11 (5) |2 (№8) 8-1 (51) аъ, (п). 
Ввиду произвольности функции }(й), мы получаем отсюда: 


1 (№, 8) [2 (#) =® (#8) В (51), 
или 
ея 
|2, 1 =В зд ©. (6.9) 


Условие (6.9) будет искомым условием унитарности операторов Гу. 
Полагая в (6.9) й=е и принимая, что 


: Е. (6.10) 
получаем 
|481 = 268) = 739 И2®. (641) 
В силу формулы (6.6), это равенство можно переписать в виде 
«(а =8 И 28. (6.12) 
Отсюда ес 
[а (#) | = рее о (6.13) 
и 
в) 1=В * 6). (6-14) 
Положим 
«В * (5) х 66). (6.15) 


В силу (6.14), имеем 
НОЕ (649 
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Кроме того, поскольку 
в (5152) = @ (51) © (52) и В (5152) = В (51) 8 (52) (51, 5269), 
мы имеем: 


Х (5152) == Х (51) Х (53) (51, 5365). | (6.17) 


Из (6.16) и (6.17) вытекает, что Хх (5) есть характер группы 5». Пред- 
ставим элемент $ группы 5 в виде $ =(си, где С67и, с6С», ив Ош 
(см. $ 3). Тогда 


х ($) =х (Ох (си). 


Но. для всех элементов С из 0„ Х(б) =1. Таким образом, 


Х (Сси) = х (си) = х (©) х (и). (6.18) 


Найдем теперь выражения для характеров % (с) и х(и). Элементы с 
группы Ст имеют вид 


Я ро сор нЕ (6.19) 


где ср при р<т — матрицы второго порядка вида 


0 

те й. р .). л>0, (6.20) 
ит 

‘и ср=^› при р=т--1,..., т-*. Отсюда вытекает, что при т = -5- 

группа Ст изоморфна прямому произведению т мультипликативных групп 

положительных вещественных чисел и < —1 мультипликативных групп 

всех вещественных чисел. При т = —- группа Ст изоморфна прямому 


произведению мультипликативных групп положительных вещественных 
чисел. Следовательно, характеры на группе Си имеют вид: 


: ; л ет-1 7х 
м ее) я 


ет--т— 1 
| Ат--1 | | Ат —1 } 


(6.24) 


Здесь р, р,,..., Ри. - Произвольные вещественные числа, числа 
вр (р=т-1,....Т-+^“Ы—1) равны 0 или 1 и в соответствии с этим 
множитель ()» ||^»|)Р равен 1 или 101 »». 

Элементы и группы От имеют вид: 


[а о бо (6.22) 
где и› — ортогональные матрицы второго порядка: 


(р) (р) 
и и 
Ир = ( - 2 


‘и и (Ру (и) = 14. (6.23) 
2 и 
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Отсюда вытекает, что группа И» изоморфна прямому произведению 
т групп ортогональных матриц второго порядка. Следовательно, харак- 
теры на группе И» имеют вид: 


х (в) = (и -- м)" (и -+- 00) ">... (и и)", (6.24) 
где пи, П.,..., Пт — целые числа. 
Вернемся к выражению для функции а (#, 2). Положим 
№8 = $11. (6.8) 


Тогда, в силу (6.5) и (6.6), имеем 


НИ © (В 
@ (®, 8) — мы = а а (51), 


откуда, в силу (6.15), 


1 
о 
а, В. * 


(51) Х (51). (6.25) 


Найдем аналитическое выражение функции а(й, 8) в параметрах 
многообразия Я. 
Представим элемент Й в виде 


й =ах, (6.26) 


где 4 О), 6 Хи. Почти всякий элемент 28 можно представить, и при- 
том единственным образом, в виде 


18 = йт:, (6.27). 


где ХЕ Кь, Пе 

Элементы матриц Виж в формуле (6.27) представляют собой дробно- 
рациональные функции от элементов матрицы 5. Их выражения могут 
быть найдены по формулам $ 2, п. 1, где вместо матрицы нужно 
брать матрицу 5, = 18. 


Пусть 
й = | Ава |. (6.28) 
Положим 
бе = | 6.29 
= е ‚›) ри (6.29) 
И 
ЕАМ. . дтн), (6.30) 


Величины Яр, Вр, р; бр И Лр выражаются через элементы матрицы 
2: = по формулам $ 2, п. 1. 
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Обозначим через 4 матрицу 
4 = [4,, 4, .-. ‚Чет, Где др = рр. (6.34) 
Тогда д На, где $ = а ‘67. 
Представим, далее, матрицу $: из (6.8) в виде ° 


ЗИ И (6.32) 


где с имеет вид (6.19) — (6.20), а и имеет вид (6.22) — (6.23). 
Наконец, элемент й, = йо представим в виде 


р =@х. (ФЕД, ЕХ». (6.33) 
з (6.8), (6.26) и (6.27) мы получаем: 


4х Е 0. 
откуда 
ацах, = сих 
т 
(„44 =Ссифух, (6.34) 


где $ =404 67. В силу единственности разложения вида & =С ах, 
где С67„ ав ЛОь, в Х»„, мы находим из (6.34): 


ЕЕ (6.35) 
и 
44 = сиф. (6.36) 
Из равенства (6.36) вытекает, что 
| Чефсь | = |908 а»|=|А,›| при р=\...,т (6.37) 
и 
Ср а ==А, прирет-1... ее -1. (6.37а) 


В силу формулы (6.21) мы получаем поэтому 


й р $ Ат ? 
Хх) = [А А. | Аа) 
|: т. | 


Рассмотрим элемент 2, многообразия Йш [см. формулы (4.8) и (4.9)]. 
Элементу # == 4% отвечает в многообразии 7» элемент 21, а элементу 
= т, — элемент 2 1, где 


—=24, 2 == — элементы из Я. (6.39) 
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Положим 
® © / / , ’ 
Яо, об ПТ о, и 0 
где 
10 , 8 (0) 
Юр = 5 , == РА р=1, ›‚ Т, 
и пусть | 
. < ® Я НА $’ ый 
в м Й Я а — [а т, ЧИ бт 


Формулы (6.39) означают тогда, что ' 


Фи 


* ' 
Фр = 904, Фр = Фр, 


94, = йр®ь, р == ро (ЕЕ... кт) 


где 9 = ы ы и К», К, — треугольные матрицы вида 


Га м 
кр) „(ие к 
т ОР ВР в’ 
0 Ко 0 22 


Непосредственный подсчет дает нам: 
ат, < а. 
Формула (6.36) означает, что 
я аз =ещ4» (р=\,..., т). 


Отсюда следует, что 


СУРА 


9о@р4р — Фобрира р. 


6) 


(6.41) 


(6.42) 


(6.43) 


(6.44) 


(6.45) 


(6.46) 


В силу того факта, что Фосри» =, и в силу формул (6.43), имеем: 


’ 


(6.47) 


# 
Формула (6.47) дает нам выражение 2р через 2; и элементы ор, Вр, Тр» бр 


матрицы р: 


р. 9р2р Е Ур 
р А. 
Врар-+8р 


(6.48) 
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С другой стороны, эта формула означает, что 


Фр р = йр®ь, (6.49) 


где А — треугольная матрица вида 


ьх Е@Ф) ТФ) 
Е 12 ; 
ее -( с } (6.50) 


Непосредственный подсчет показывает, что 


Е = Врар - 8. (6.51) 


Умножая равенство (6.46) слева на 9, и используя перестановочность 
3% с с, получаем: 


е 79 
Зо4р4р = Ср®ойр4 р 
или 
. = .’ 
Зо@р4р = ср (Фойр% ) (904 р), 
откуда, в силу (6.43), 
7 , = 77” 
Крорр == Ср (Фирс ) Кр®р. 
Подставляя сюда вместо матрицы 9›4› ее выражение из (6.49) и сокра- 
г 
щая затем на Фр, получаем: 
в ы и 
Ао Ар — Ср (5% Ир 1) р (6.52) 


Е 
Матрица %3,ир®, есть треугольная матрица того же вида, что и мат- 
рицы Ар, А, и Ё›. Как легко проверить простым вычислением, 


= (р ; (р) 
(Чоир 0 ) 2 = Ш № иь. 


Равенство (6.52) дает: 
К = УХ» (дир °) Зы, 


или, в соответствии с найденными выше значениями этих элементов, 
1 
= аа Е Е 
|102р| * (Вь2ь -- 85) = УТ,» | (и — и”) [шар] * 
Отсюда получаем: 


[Ар й ы (Врёр - 85). (6.53) 


т Пи 3 
(р) ры ПАР) = : 
Ги 2р 


Формула (6.24) для характера х (и) принимает поэфому вид: 


ты = Па 2р и —Пр 1/2 | 
ых (6.54) 


а 
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ОВО о фир нина Вене Ибн 
В соответствии с формулой (6.25) и принимая во внимание, что 


Х (51) = Х (©) х (и), 


где Х (с) и х(и) выражаются формулами (6.38) и (6.54), мы получаем 
следующее выражение для функции а (й, 8) = а (2х, 2): 


с @ (2' =). 21) ПИ 2р пра т ре т 
о а (21) п , [т а, Пе -- 8») 21| Р?. 
т-+т—1 й т-+т—1 вр : 
Пл». Пт, (6.55) 
р=1 р=т-[ в 
где, в соответствии с (3.10), 
8 (51) = ГА" А. ыы А | Ане г == +87т--т—1ТГт т. (6.56) 


Согласно $ 5, функция а (25, 8) должна быть аналитической функцией 

х 

относительно 21, 2.,...,2т, а потому выражение для &(25, &) не долж- 
но содержать множителя 


ыы 1 2р пр/з 
П | Га 2 
р==1 
Поэтому мы полагаем 
* же : 
а (12) = [а "2°.. (6.57) 


ре 


Формула, для в (22, 2) примет тогда следующий ‘окончательный вид: 


рт а т. т-+т—1 7 т-+т—1 Ар р а 
(аа, в) = Г] Фу ВА 14 (т) вт. 
р=1 Т=1 р=т-+1 
(6.58) 
Остается определить скалярное произведение в пространстве Эт. 
В силу формул (6.13) и (6.57), имеем: 
ея П [а "2 
. а 
или . 
в (#) =с ]] [Шаар |"?, (6.59) 
р=1 


и формула скалярного произведения принимает вид: 


1 
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т 


(в, в) = ль] Па [7 4, (%). (6.60) 


Хит 


Согласно формулам (3.15) и (1.16), выражение для правоинвариант- 
ной меры в параметрах многообразия Ёи имеет вид 


т 
м 
ды, (= = ] 2.) 424 (4), 
где 42 = 47. 4:...4т Чу (22 =, - #4). Поэтому, полагая 


1(®) =] (21, 22, 4.) 2т, 1) 


и подбирая подходящий множитель, мы получим следующую окончатель- 
ную формулу для скалярного произведения в пространстве т: 


(11, 12) = <} и ЗУ 2. "27242 4» (т), 6.64) 


РЕ 


где 


бр == Тр | Ур (р=1, а: (6 62) 


42 == а, ау... ат ут. 


Как известно, вместо степенной функции 4^ (5 >.0) в анализе более 
естественно рассматривать функцию 2^ | Г (Х - 1). При Х = —1 эта функ- 
ция превращается в дельта-функцию 8(5). В соответствии с этим мы 
примем в формуле (6.61) 


Формула для скалярного произведения в пространстве % примет 
тогда вид: 


ый ПРЕ 44% 


р=1 


(6.61а) 


Из соображений сходимости интеграла мы заключаем, что все числа Ир 
должны быть положительными. В случае, когда одно или несколько 
чисел п» равны единице, соответствующие множители | Пи 2 |"Р`*/ Г (пр—1) 
в (6.61а) следует рассматривать как дельта-функции, или, что то же 
‘самое, рассматривать ‘интеграл в (6.61) как предел при ир-—>1. 
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п 
Все проведенные выше рассуждения справедливы также при т = р. 


и приводят нас к сериям 41» и 4» реализуемым на функциях в много- 
образиях 21а и Из. 

Сформулируем основной результат: 

Основные невырожденные унитарные представления вещественной 
унимодулярной группы @ п-го порядка распадаются при нечетном п на 


4 - 
и серий 4),, 41, 4,..., ат? а при четном п-— на 5 -- 2 серий 
2 
ть = 
4, 4, 475 Ча —1 тэ, т|2* 


[а п 
П редставления каждой серии 4» при т Е 5 определяются  систе- 


мой т целых положительных чисел пл, Пь,..., Пт, системой т-+*—1 
вещественных чисел р, р)... ри. (т <=п) и <—1 индексами 
Ет+1, то, -..) @тут1, Которые могут принимать значение 0 или 1. 
Представление, отвечающее заданной системе чисел п, р ай ®, 
а чье = 1 и, ем... Ро), 
строится в пространстве функций 1 (22) —= (21, 2,..., 2, 2), задавае- 


мых на транзитивном многообразии 7, которые относительно 
каждого переменного 2› (при фиксированных значениях остальных пере- 
менных) определены и аналитичны отдельно в верхней полуплоскости 
Пи 2, >0 и в нижней полуплоскости Гт2р< 0. 

Скалярное произведение в этом пространстве задается формулой 


(6.61): 


= бы полом арене ть) 


а [90 
ПОР 4... дату, 
р=1 
где у 
юр=яр-- И (р=1,..., т). 


Операторы представления Т. задаются формулой 


А ЕЕ а (22, 8), (6.63) 
где 


‚ “рр + Ур 


= Вр2р - вр 


4 т з т-т—1 ф т-+т—1 д Ер 
в (ет, в) = быль 8) "| Ар |. 145” о | 


р=1 р=1 р=т-1 


А ны 


Я 


(6.64) 
(р =2 при р<%т и 1 при р>т), 
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или, что то же самое, 


д т 2 —Пр т-т—1 т-+т—1 А Е. 
к [ее | -П [АР . П (27) 


р=1 [бр Врур | р=1 р=т-+1 


п—-- По + 


И ба м ее ь 


Здесь элементы матрицы х., величины ар, Вр, Тр, бр (р=\,...,т), 
а также Л» (р=1,..., т- <), являются дробно-рациональными функ- 
циями элементов матрицы т и могут быть найдены по формулам, при- 


веденным в $ 2, п. 1. 
в = — 23 
При т = > представления серий 41 и 4 определяются системой т 
целых положительных чисел пл, П,..., ти трЫ—1 вещественных чи- 


сел Ри» 6», 2 ил * 
Представление каждой из этих серий, отвечающее системе чисел пр 


и р. (р=1,...,т; а= 1,..., т— 1), строится в пространстве функций 


1 (22) = ] (21 25,4.) бт, 7), 


заданных на транзитивном многообразии 7+ или, соответственно, Я. 
Эти функции относительно каждого переменного 2, (при фиксированных 
значениях остальных переменных) определены и аналитичны в верхней 
или нижней полуплоскости, выбор которой определяется знаком выра- 
жения 


Е В Е 


Скалярное произведение имеет такой же вид, как и при т 5- . 


Операторы представления Ту задаются, подобно случаю т 5, 
формулой 


То (а р-н, Ви) = (ау у, би 2) а (25, 8), (6.65) 
где 
‚ _ рб = Ур 
р о (р=1,..,т), 
а (22, в) = 

т г т+т—1 
=] (Врь + 8») "| Ар] | Ар. | Аз [3 | Ль |4... | Ат|-®-9, (6.66) 

р=1 р=1 


или, что то же самое, 
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а (25, в) = 
реа —йр тб ты ен 
м - |. ЗП [р | Аа А [Ата 


ф=1 


$ 7. Неприводимость представлений основных невырожденных серий 


1. Вэтом параграфе мы будем, наряду с группой С», рассматривать так- 
же группу С» всех вещественных матриц п-го порядка с детерминантом + 4. 

Легко видеть, что при <>>0 формулы (6.63), (6.64) определяют, 
когда & пробегает группу С„, унитарное представление этой группы, 
реализуемое в том же функциональном пространстве, что и соответствую- 
щее представление группы Св. 

В случае * =0 многообразия Но транзитивны относительно 
преобразований элементами группы С». Однако их сумма 


+ => 
т = туз Е 1/2 


является транзитивным многообразием. Рассмотрим представление груп- 
пы С»„, реализуемое в пространстве функций 


} (25) а [2 -о би) 


задаваемых на этом транзитивном многообразии 7», которые аналитичны 
относительно каждого переменного 2,, при фиксированных значениях 
остальных переменных, отдельно в верхней и в нижней полуплоскости. 
Скалярное произведение в этом пространстве зададим формулой (6.61): 


(/1, 12) =\ ль АЕ АРЕНЕ 
И. |325 
р П ЕН ар (2) 4х, ау, .. .42т 4Ут, 


'р=1 


где интеграл берется по всему многообразию Й„». Операторы предста- 
вления Ту зададим теми же формулами (6.65), (6.66), что и в случае 
группы @„. Легко видеть, что описанное представление является уни- 
тарным. 

Таким образом, мы получаем основные невырожденные серии унитар- 
ных представлений группы С», которые, как и в случае груцпы С», будут 


п 
в дальнейшем обозначаться соответственно через фт ("= Е) И а 5 | 


Основным результатом этого параграфа является следующая 
ТЕОРЕМА 41. Все представления основных невырожденных серий 


— 


группы С» вещественных матриц с детерминантом +1 неприводимы. 
При т = 5. представление группы @„ вещественных матриц с детер- 


минантом +4, определяемое представлением группы С» из серии Фи», 
распадается на представления из серий аль и а» с теми же номерзми пр 
ир., что и исходное представление группы („. Ввиду этого, из теоре- 
мы 1 р вытекает неприводимость продетавлений группы С» 
из серий 4+» и _4» (при четном п). Кроме того, поскольку при нечет- 
ном п группа @»„ есть прямое произведение группы @„ на циклическую 


4 Известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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группу второго порядка, из теоремы 1 следует также неприводимость 
представлений основных невырожденных серий группы @„ при не- 
четном п. 

2. Вместо группы С» введем в рассмотрение некоторую ее подгруппу 
и докажем, что даже представления этой подгруппы являются неприво- 
димыми. На первый взгляд может показаться, что доказательство ненри- 
водимости представлений подгруппы группы С, во всяком случае не 
проще, чем доказательство неприводимости представлений всей группы @„. 
Однако на самом деле при рассмотрении вместо группы С», подходящей 
ее подгруппы оказывается возможным, как мы увидим ниже, провести 
доказательство неприводимости представлений индукцией по п. 

В качестве такой подгруппы группы С» мы возьмем при четном п под- 
группу %, всех матриц &, удовлетворяющих условию 


„=0 для р=1,2,..., п 1, (+) 
а также условию 


и (==) 


При нечетном й мы выберем подгруппу %„ всех матриц с детерминан- 
том |1, удовлетворяющих лишь условию (*). 

ит место следующая 

ЛЕММА 1. Если Ту — любое из представлений основных невырожден- 
ных серий группы @„, то при четном п То есть неприводимое предста- 
вление подгруппы 9, а при нечетном п — неприводимое представление 
подгруппы %. 

Очевидно, что теорема 1 есть непосредственное следствие этой леммы. 

3. Доказательство леммы 1 будем вести по индукции. Предполо- 
жим, что утверждение леммы уже доказано для группы матриц п — 1-го 
порядка, и докажем его для группы матриц п-го порядка. 

В соответствии с тем, четно или нечетно число п, а также в соответ- 
ствии с типом рассматриваемой серии представлений, мы рассмотрим 
отдельно несколько возможных случаев *. 

Случай [. п—нечетное число. Представление группы @„ из 
серии 4т,- (2т -- < =) определяется т целыми положительными числами 
п,п...,П» т--<— 1 вещественными числами р, р,,..., ри.., а 
также, при *>1, индексами &т+1,..., 8т+т_1. Представление в этом 
случае реализуется в пространстве ® функций 


7 (2) = 7 (22) =1(8:,..., т» 1), 
задаваемых на многообразии 7»„„ и аналитичных по каждому из пере- 


менных 21, 22,..., 2т. Норма в пространстве & задается формулой 
а 
|1 а 2р [" р 


а... 2 9 г, = т) $ 


р=1 


‚ар (5) 42. Чу ...4хт4ут (20 = р-р). (7.1) 


* Приводимое ниже доказательство для случаев Ги П совпадает по существу 
с ‘доказательством неприводимости представлений основной невырожденной серии 
комплексной унимодулярной группы [см. (1)]. 
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Операторы представления Гу задаются формулой 


Ту] (2) = 7 (28) ›[п П ет | Е | Др? : 


Вр\р| ры 
т-т—1 А. =р и ра "- 
Ц. (= па. В 
р=т 
т+-- и 
Ат Ан [Арн +. [Ата |. (7.2) 


Обозначим через 2’ матрицу (п — 1)-го порядка, элементами которой 
являются элементы 2ра матрицы 26 йт,. при рп, 4« п. Заметим, что 
элементы 2„а нижней строки матрицы 2 6 Си, ; совпадают с соответствую- 
щими элементами 7, матрицы х6Х»,., входящей в представление 
2=2% матрицы 2, где 26 И -*„ ХеХю,-. Ввиду сказанного, функцию 
7 (2) 65 можно представить в виде 


71 (2) 2 7 (=, Тил, Фи, ..., Ти, в, (7.3). 


причем 2’ 6 2т,._: и при фиксированном 2’ функция ] имеет суммируе- 
мый квадрат по отношению к хил, из, ..., Хо, пл. 
Сделаем преобразование Фурье, полагая 


, 1 7 
ф (2', №1,..., и 1) = РИЦ тьь ..., бы на) 
(2=) ? 
— РОС Е Е 
2 (ха, Сп, пл 1) хил с ат», зе (7.4) 


Это преобразование будет унитарным отображением пространства ® на 
пространство Н функций $ (2, \,..., 1) с нормой 


192 = \ 9, Э.Н П | ша 2р ах 41...41. (7.5) 


рт 


Поэтому все операторы представления можно рассматривать как опера- 
торы в Н. 

Пусть А — ограниченный оператор в’Н, коммутирующий со всеми 
операторами Ту, 6%. Утверждение леммы будет доказано для рассма- 
триваемого случая, если мы покажем, что такой оператор А кратен еди- 
ничному. 

Группа 9 содержит подгруппу Х»,*, в частности, она содержит все 
элементы 26 Хи,-, определяемые условиями 


2=0 при рп. (1.6) 


* Ради краткости в дальнейшем будем выражение ар (1) аз. Чу, ... 92 „Чут 

в (17.1) обозначать через 42; 42 представляет собой соответствующее выражение 
для 7.. 

4* 
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—_ ди Ш6Ш6&6&6Д&Д&8Д868ЖДЩЩ8Ш Ш 66 оо ооо __________ЫЫМЫМЫМДы—ЫЫ——— 


В пространстве & оператор Г». есть оператор сдвига: 
ТГ. (2) = (227). (7.7) 


С другой стороны, из условия (7.6) следует, что при сдвиге &-> 22° 
з 0 

элементы 2’остаются неизменными, а Типа —> па | па, 9=1, Роя В 

Поэтому формулу (7.7) можно переписать в виде 


Т»/ (2. Тит, у Фп, 1-1) и) (=, 2-Е о: ор в. =) . (7.8) 


Отсюда, в силу (7.4), оператор Гх»› в пространстве Н будет иметь вид: 


+5, пл) 
Т.Ф [> 1, -.., п—1) 6 ф (2, 1,..., 1). (7.9) 


По предположению, оператор А коммутирует со всеми операторами Т.»», 
каковы бы ни были числа 7,..., 2.1, & следовательно, и со всеми 
операторами умножения на ограниченные функции о (%.:,..., 1). 
Поэтому оператор А имеет вид: 


АФ (2, 1, +..у 4—1) = а (м, ев 4 и_1) Ф [2 бт, -.-, 401), (7.10) 


где а (%:,..., м1) — оператор в пространстве функций ](2’) с нормой 


м оз |2 
О (1) 


р—1 


определенный для почти всех 1, . 
по отношению к этим переменным. 


Рассмотрим в группе %[, подгруппу матриц, удовлетворяющих дополни- 
тельному условию 


‚, 1 и равномерно ограниченный 


8=0 при а=Ьа и п—А, (7.12) 


Обозначим эту подгруппу через 9%. Оператор А должен коммутировать 
со всеми операторами Ту, 86 %Г. Найдем эти операторы Гу. 

Согласно формулам (5.44) и (5.45) работы (!), мы имеем [6р. также 
формулы, приведэнные в $ 2, п. 1 настоящей статьи] следующие выра- 
жения для элементов матрицы # = 29: 


у ’ г 
бра бр, +1 *** 8р, пл 
ВЕ 5, 
р бы п—1, а5п-1, 0-1 °*° 5п—1, п1 
Е. (1.13) 
8рр Вр, р-+1 *°° Вр, пл 


т м Л о 
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тде &,.-— элементы матрицы 8’ = 28, 


Та = 21 = У 1.“ при 9=1,..., п 1. (7.14) 
го 


Обозначим через 8% матрицу п — 1-го порядка, элементами которой 
являются 


в = 8ра* С, 4, р<п, (7.15) 


где вещественный множитель с подобран так, что детерминант матрицы 50 
равен 1 или —1. Очевидно, что знак еб е° совпадает со знаком эле- 
мента &„„ матрицы #. Мы будем предполагать, что знак числа с, выбор 
которого всецело в нашем распоряжении, также совпадает со знаком 
числа #„. Положим, далее, 


= и-с *. (7.16) 


Тогда 6>>0. Из формул (7.13) и (7.14) следует, что при преобразовании 
2-26 матрица 2 переходит в 22°, а хиа переходят в па, где 


п—1 


ЕЛЬ (7.17) 


$=1 


Вычислим о (2, 8). Согласно ранее полученным результатам [см. (6.30), 
_ (2.3)], входящие в формулу для &(2, в) выражения Л, вычисляются по 
формулам 

ъ Вт, Втрл+1 


А Зы ] (7.18) 


8 | . "Етр+1 


. м, 


где &, обозначает, как обычно, главный минор матрицы & = #8, 


Ву * Вт 
и 
бт * - - Вт 
Напомним также, что Г. = Го = ‘= 7т==2, Гтуа== *** == Ги == 4, 


Представим матрицу 26 Си, -—1 в виде 
2 =’, ре, Аа: 


Матрицы 2 и 1 получаются из соответствующих матриц 2 и х, входя- 
щих в представление матрицы 2 (2 = 24), вычеркиванием нижней строки 


и последнего. столбца. Если положить &’=1'5°, то главные миноры 8,, 
р«п, матрицы & = хв будут отличаться от главных миноров &, матрицы 


* Поскольку 49% #=1, из равенства (7.15) следует, что в = + с" 1, а из ра- 
венства (7.16), — что 6 = + с". 
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п — 1-го порядка = лишь постоянным множителем, представляющим 
собой произведение &„„ на некоторую степень числа с. Поэтому выражения 


т. 


’ бе... к Е 
Др = ГР, р=1,2,...,т-т- И, 


отличаются от соответствующих выражений Ар постоянным множителем, 
представляющим собой некоторую степень числа с. Следовательно, 
поскольку 


1-1; ' 1 
80=С 990С и Ааа = НИ - з 
имеем 
а (5, 8) = а, (8„)® (7, 8), (7.19) 
5 а, (8„„)— функция вида 
ыы (7.20) 


т Ва +8 —пр т--т—2 и са 
а" (#', 8') = ПИ Е ыы - 


р=1 [98 — Вртр| ра 
т-+—2 А" Ер не ры 
П р [4% | —/, г НЫ 1+1, 2 
Р=1 [Ар | 
ты А ет-т—1 
. ры (5% то А |. [ее р (7.21) 
| Ат —1 | 


Функция а (2’, 8) отличается при <>1 от функции, задающей унитар- 
ное представление группы С„_: из серии 4т,._1, лишь множителем 


У ыы 


При ‹=1 эта функция совпадает с функцией, задающей унитарное пред- 
ставление группы @„_! из серии 4т,о. 
Таким образом, при #6 \° 


7 (2, ил, Ят, п1) = @% (Вип) @ (7', 85) 1 (2'8°, а > о "_1) (7.22) 


или 
То/ (=, Т,..., ЗФт, п—1) — % (8п”) То (=, а их о п—1), (7.23) 


ГД@ 71, ...› Фп, пт-1 Определяются формулой (7.17), а Ту+ — представление 
группы @„_1, определяемое равенством 


Тон} (2) = а (2, 80) 1 (28°). (7.24) 
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Посмотрим, как действует оператор Гу на функцию $ (2', 1,..., 1). 
Мы имеем: 
' и 1 Оо с 
То (2 › и1,..., 9—1) — % (тт) @ (2 , &°) т—1 (/ (2 ©. Фил)... т, п—1) > 
(2*) 2 
хил. -+х А — 
ет т. И С 
Переходя к переменным интегрирования 2и,..., 2», "_1, Получим 
’ ИЕ 4 г С 
ТФ (2, Ш1,..., т 1) = во (Вт) а (2, 89) А. п—1 Уе’ва, Фпль---› Фи, п) * 
(2) ? 
ЕАН +... м и, и ^ ^ 
е (хп, т, пли —1) 47п1 в ати, и, (7.25) 
1, 
По, ря о Арона 20 


Здесь Д — якобиан преобразования (7.17) переменных ха, а а задаются 
формулой 


А ^ 
$ 9 == > баз, (7.27) 
8=1 
где матрица & = || 2за || — обратная к матрице, сопряженной с #°, т. е. 


- м 
в = (8). 

Оператор А должен коммутировать с оператором Ту. В силу полу- 
ченных выше формул, это дает: 


а (1,..., 1) -А- 0% (Вия) То (2, Ф,..., Фи-1) = 
—А-0, (Вия) Та (1,..., @и—1) $ (2, №... Фи), 
следовательно, 
а (м... ма Ть= Та, ое 
Отсюда 
а (@1,..., Фи) =Та (в1,..., Фил) То, (7.28) 
для почти всех 1%1,..., п—1- 


Положим в (7.15) Е =е (е — единичная матрица). Тогда формула (7.27) 
примет вид 


4 ^ 
$ Шч= о, ь> 0, 


и ТГ, =1. Поэтому соотношение (7.28) перепишется в виде 
а (т, ...у 0 и—1) =а (1, ...у 4 т—1), (7.29) 


где 6>>0. Ввиду этого, функция а (%1,..., @„_1) постоянна вдоль лучей, 
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выходящих из точки (0, 0,..., 0). Ее можно поэтому рассматривать как 
функцию от #6, где № — (п 2)-мерная сфера и... а =1. 

Так как переход &°—> & = (25)*—1 есть изоморфизм, то равенство (7.27) 
можно рассматривать как преобразование многообразия № при помощи 
группы С„_: матриц (п — 1)-го порядка с детерминантом +1. 

Очевидно, что % транзитивно, поэтому его можно рассматривать 
как многообразие правых классов смежности по некоторой подгруппе 
группы бил. 

Мы можем считать функцию а (4) заданной на почти всей груп- 
пе б», считая а (%) постоянной на каждом таком классе. Тогда равенство 
(7.28) перепишется в виде 


а (88°) = Тура (в) То», (7.30) 


причем это равенство имеет место для почти всех #6 С„_: при каждом 
фиксированном 8°. 
Положим‘ 21 = 880; тогда (7.30) перепишется в виде: 


а (в) = т 


а (5) Тон, —- п (8) ть 


91’ 
откуда 
Тод (61) То, = Тоа (в) То". (7.31) 


Равенство (7.31) имеет место для почти всех пар (2°, в), 55, РН 
следовательно, по теореме Фубини, для почти всех пар (85°, в) = (81, 8), 
1, 6 б„» 1. Таким образом, для почти всех 8 6Е@„_| оператор арт 
от & не зависит. Обозначим его через а. Мы имеем тогда 


а (в) =ТоеТ, (7.32) 


для почти всех 26 сми 
Функция а (5), по определению, постоянна на правых классах смежно- 
сти @„_1 по стационарной подгруппе многообразия %. Будем исходить из 


точки (0, 0,..., 1). Ее стационарной подгруппой будет совокупность 9% 
матриц /= || (|| С, таких, что матрица [1 = ||[| удовлетворяет 
условиям 

а = 0 при 9—1, 2,.... й— а, и 


следовательно, { удовлетворяет условиям: 
1 п>ь==0,- при 2, риа В 0 


Таким образом, 9% есть подгруппа Ул. 

`В правой части соотношения (7.32) стоит непрерывная функция от в 
в смысле сходимости по норме в %; она совпадает для почти всех в 
с функцией 4(8), постоянной на классах смежности группы @„ по 
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подгруппе %,_1. Отсюда, по теореме Фубини, следует, что почти на всех 
классах она постоянна с точностью до своих значений на множестве 
меры нуль на классе. По непрерывности отсюда следует, что а (8) постоянна 
на каждом классе без исключения. 

Взяв, в частности, в правой части (7.32) в =1, получим: 


Те 'аТ. = а, (7.33) 


следовательно, оператор а коммутирует со всеми операторами Т., [6%,_1. 
Как было уже отмечено, при * = 1 операторы Гу» являются операторами 
унитарного представления группы @»_1 из серии 4; при <> 1 формулы 
для операторов Ту» отличаются от формул для операторов Гу: унитарного 
представления группы @„_: из серии 4„,-_: лишь множителем 


(Аше /| Ажа |)” +72, 


Но при *> 14 
Ат ее А Е АТИ ВЕ, п—1° (7.34) 
Если =, 1 =. = =0, И А, ‘есть 


постоянное число. Таким образом, операторы Т; совпадают с операто- 
рами Т: унитарного представления с точностью до постоянного множителя. 
Следовательно, оператор а коммутирует со всеми операторами Ти, [6 „1. 
В силу нашегоиндуктивного предположения о неприводимости представлений 
группы %„_. порядка п—4, оператор @ есть оператор умножения на 
скаляр: а=а-1. Но тогда из (7.32) следует, что а (=) =а:1 для почти 
всех ЕС, 1. В силу (7.10), оператор А также совпадает с &.1. 

Итак, каждый ограниченный оператор А в Н, коммутирующий со 
всеми операторами Г, 8 Е, кратен единице, следовательно, Г, — непри- 
водимое представление группы %. 

Случай П. п— четное число, *›>0. Пространство %, в кото- 
ром реализуется представление Ту группы Си, и операторы представления 
определяются здесь в точности так же, как и для случая 1. 

Мы должны доказать в этом случае неприводимость представления Гу 
группы 5%. 

Доказательство проводится почти дословно так же, как и доказатель- 
ство для случая Т. Мы изложим здесь единственный пункт доказательства, 
требующий несколько иных рассуждений. 

Как и в случае 1, мы рассматриваем в группе 9, подгруппу 9% матриц, 
удовлетворяющих условию (7.12): 


а=0 приза Аут — & 


Ввиду того что п—1 — нечетное число, вещественный множитель с 
в формуле (7.15): 


8ра = Чра’С› Р9<п, 


можно всегда подобрать так, что детерминант соответствующей матрицы 
20 (п —1)-го порядка будет равен 1. Этим условием, конечно, множитель с 
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определяется однозначно. Знак множителя с совпадает со.знаком детерми- 
нанта матрицы 8. 

Далее, как и в случае |, полагаем 6 =8„.с. Число © может быть 
здесь, однако, как положительным, так и отрицательным. Соотношение 
(7.29), к которому мы приходим, означает поэтому, что для почти всех 
4.,..., а функция а (%1,..., 1) зависит только от отношений 
01 :0:...: 1. Следовательно, эту функцию можно рассматривать как 
функцию точек вещественного проективного пространства %, в котором 
точка определяется как отношение = (1 :%,:...: 1). 

Многообразие можно рассматривать как многообразие правых классов 
смежности группы @„_: по некоторой ее подгруппе. Если исходить из 
точки (0:0:...:1), то ее стационарной группой является группа „а. 
Поэтому доказательство леммы для случая П завершается так же, как 
и для случая Т. 

Случай 111. п— четное число, х=0. В сия сказанного 
вп. 1, 87, представление группы С» определяется т = -- целыми поло- 


жительными. числами 7., П.,.., Пип и тр—1 вещественными числами 
61, Р».--›Ри_1- Представление реализуется в пространстве $ функций 


(2) = 1 (2%) = / (у... Ять 8), 


задаваемых на многообразии бт, о И аналитичных по каждому из перемен- 


НЫХ 21,..., 2т. Норма в пространстве ® задается формулой 
ТР 
ПИ = И од О ея 4 @. 
. 4х, 4у....а41„Чуи (2р = т, + ,), (7.35) 


а операторы представления Г, — формулой 


Го/ (2) = 1 (28) П р и : 
бр 


р=1 Вр\р | 
т—1 
Е И (1.36) 
р=1 


Обозначим через 2 матрицу п — 1-го порядка, элементами которой яв- 
ляются элементы 2ра матрицы 26 2, прир< п, 4< п. Тогда 2' 6 т, 1, 
и функцию ] (2) можно представить в виде 


1 (2) =1 (7, Фи, .., Я тра, 2т). (7.37) 


Эта функция имеет суммируемый квадрат по отношению к переменным 
Фил, ..., Мп, па. С другой стороны, если ее рассматривать как функцию 
только от 2», фиксируя значения остальных переменных, то она будет ана- 
литической относительно 2т отдельно в верхней и в нижней полуплоскости. 
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Поэтому ее задание равносильно заданию пары функций, из которых одна 
аналитична в верхней, а другая — в нижней полуплоскости. 
Кроме того, для этой функции должен сходиться интеграл 


т-—2 


а "| ти ау». 


Мы будем осуществлять преобразование Фурье функции /(2’, ха,... 

..› т 2т) По переменным 2и,..., 2 п_, 2т. Предварительно 
отметим следующее. й 

Если функция }, (2) комплексного переменного 2 = 5 | Й/ аналитична 

в верхней полуплоскости у > 0 и для некоторого целого неотрицательного А 


2 
о 24 < +, (1.38) 
то интеграл 
+ со 
7 \ Я (2) #24 (1.39) 


—© 


сходится и не зависит от у. Если этот интеграл обозначить через ф„ (1), 
то функция $, (1) равна тождественно нулю при #<.0. В свою очередь, 
функция }, (2) выражается через функцию $, (й) по формуле 


со 


Л (2) = 7 фа (8) е"? 4х, (7.40) 
причем 
АР то Чаи = | (9 РЕ (1.44) 


Ввиду этого имеет место изометрическое соответствие между аналитическими 
в верхней полуплоскости функциями }]\ (2) с нормой 


+00 со 


АР ИУ т 494 


и функциями ф, (Й, определенными на полупрямой 0 << -{ со с нормой 


со 

2 1 и 

ее [1 (02-44. 
0 

Наметим доказательство этого утверждения. Если > 0, то из сходи- 


мости интеграла (7.38) вытекает сходимость (для почти всех У) интеграла 


4+ 


оо 
И, 42 = | | а, 94. 
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Следовательно, можно определить функцию 
-Ноо 
а -ух | А 0794 (а) 


По формуле Планшереля имеем 


+ сэ + со 
.) Те. Ра = | | (а, у) Ра, 
а потому 
фа Пюви Е ас филе, и" фе (6) 


0 


С другой стороны, функция } (2) =} (х, у), будучи аналитической, 
удовлетворяет дифференциальному уравнению 


9] зб 
дх Г ду = 


В силу (а), мы получаем отсюда дифференциальное уравнение для 


функции ф, (&, У}: 
г . д 
Иф 1 г == 0. 
Следовательно, 
фа (В у) =е 9, (1, (в) 


где ф, (1) — некоторая функция, „зависящая только от #. 
Подставляя в (б), получаем ' 
Е 


бы | ФР 


0 —с> 


еж ф< оо. 


Из сходимости написанного интеграла вытекает непосредственно, что 


фл (# =0 при ё< 0. 
Умвожая обе части равенства (а) на е!\ и используя выражение (в), 


получаем 
п 
#0 == \ Л (2) 4х (2-24). 
В свою очередь, функция }; (2) может быть выражена через функцию 


$1 (#) по формуле 


о бо ем 
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Кроме того, в силу (б) и (в), 


со < оо 
Г \ [№1 (т, У” — ие ога \ о ау. 
ео 0 


Произведя во втором интеграле замену переменной 21/ = и, имеем 


со 


&— Ау 
\ е->и 9 у ау —: т е—чиА—1щди — 1 
; Г (^) (24)" > 


Таким образом, 


\ |7 (® а у зу = ой А (6) реа. 
и>0 


_ Обратно, если функция $, (1, ни на полупрямой 0 << оо, 
такова, что для нее сходится интеграл 


со 


ре, (Ри, 


0 
то функция }; (2) =}, (х, У), определяемая формулой (7.40), аналитична 
для всех 2 в полуплоскости [2 > 0. 
Если, наконец, А = 0, то у*1|Г(Ё) следует понимать как дельта- 
функцию. Интеграл (7.38) принимает тогда вид: 
+ со 
1) Ра, 
—© 
где /;, (1) — граничное значение функции ], (2) на вещественной оси. Сле- 


довательно, можно определить функцию 
оо 


чу А Феаа. 


Как известно [см., например, (*)], $: (1) =0 при #0 и 


оо со 
42 = [о два. 
Кроме того, = } 
Л (2) = У Фа (#) 2244. 


Отсюда может быть получено также выражение функции $, (#) в форме 
интеграла (7.39). 

Утверждение, аналогичное только что доказанному, справедливо и 
для функции /, (2), аналитической в нижней полуплоскости у< 0. Соот- 
ветствующая ей функция $5(1) рёйна тождественно нулю при # >> 0. 

Итак, окончательно мы можем сопоставить каждой паре }; (2) и }, (2) 
таких функций функцию ф(1) =Ф, (1) + $. (#), определенную на веще- 
. ственной оси. Это соответствие ‘дается формулой 


со 


Ф м - у } Л: (2) е- #245 Е = = (2) е- 4х, 
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причем в первом интеграле интегрирование ведется по прямой у == с >> 0, 
а во втором — по прямой у = — с 0. 

Обозначим пару функций ], (2) и }» (2) через }(2). Тогда последнюю 
формулу можно записать в виде 


Ф(0 = 7=( 1 (2) е-Иах, (1.42) 


где интегрирование ведется по прямым у=си у = — с. 
Преобразование (7.42) представляет собой изометрическое отображение 
пространства функций }(2) комплексного переменного, аналитических 
в верхней и в нижней полуплоскости, с нормой 
р 
ее РЕД 
—© —© 
на пространство функций ф (1), задаваемых на вещественной оси, с нормой 
а - 
Це = ви |9 (9 [#46 
Вернемся теперь к функциям } (22) из пространства ©. В силу ска- 
занного выше, эти функции допускают преобразование Фурье: 


1 , Е 
ф (=, 1, -.., и, 5) == = (2 ‚› Фил, +. +) м, па, 2т) * 
(2=) * 
ео += Ни, па) о... ти, зи. (7.43) 
Это преобразование представляет собой изометрическое отображение про- 
странства ® на пространство Н функций ф (2, ®.,..., т, 8), опреде- 
ленных для 26.1 — <, — <<< о, с нормой, 
ААС ОТР Дер, 
ф с отт ф ? 1, ИАС) < т—2, ) п Г (и, — 
‚45а, ... то ИЗ (7.44) 


Введем вместо Ё новую переменную „1, связанную с & соотно- 
шением 


= Миа диал + + дол, паи. (7.45) 


Пространство Н можно тогда рассматривать как пространство функций 
ф (2', М1,..., @и—1) © нормой _ 


ре ОР ПЕ. 


| р=1 р 
* | ба -- Жила В... + ии оо" "па2'дщ:.. Чл. (1.46) 
_ При этом формула (7.43) переходит в формулу 


ФИ, Фу ..:. и) = ми Ттл, .:., Фи, па» 2т). 
(2) 2 
п—2 —2 
—# (У хат (ви—1+ у &п—1,898)) ^ 
г@ 5=1 А Ос ата. п—9 ат 
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или 
1 
Ф (2, м:,..., Фи) = А, Рио те Фа, по» 2) 
(2к) * 
п—2 
— (> (Хиз+2ти— а) 9 +2теи 1) 
.е 5=1 Чл ..ь Об п—2 От» (7.47) 


Эту формулу мы представим в несколько ином виде. Для этого за- 
метим, что элементы нижней строки матрицы 2 Е ш, о выражаются через 
элементы матриц 5 6 и ои Е Х», о, входящих в представление 2=2х, 
по формулам 


2та = па -- 2тФи—м, Ч9=1,...,П— 2, 2 п = м. (7.48) 
Положим и = Велла, 9=1,..., п 1, т. е. 
Иа = Фа | ХплиШе @=1...,П—2, =, (7.49) 
Функцию /(2) 69 можно представить в виде 
а, розы Я): 
Переходя в формуле (7.47) от переменных +11, ..., Хи, па, Хт к новым 
переменным ил, и, ..., Ик, мы получаем: 
4 
ф (=, 1, НЫ) 9—1) —= 7 #1, ..., Ипа» 2т) ` 
(2) 2 
е` "(ата "2, п-т 22, п т1) ди... Фип_1. (7.50} 
Рассмотрим преобразование 
п—2 ыы : 
ф о 1, ...у 1—1) = [о Е Ти—1, 3) 7 Фф (а 1, . ..у 2—1). (7.51) 


$=1 


Оно представляет собой изометрическое отображение пространства Н на 


пространство Н, функций ф (2’, ®1,..., 1) с нормой 
ь т— | а 2р т —2 р 
ИР = т р. вы) Пт 99а... Чьи. (7.52) 
р=1 


Отметим, что если при отображении (7.51) Ф—>{, то действие опера- 
тора Т, на функцию ф в пространстве Н, выражается формулой: 
пт-—1 


о (7.53) 


п—2 г 
Тоф = | и Е о Фи—1, с 
8=1 


Пусть А — ограниченный оператор в пространстве Н!:, коммутирую- 
щий со всеми операторами Ту, Е %„. Мы должны показать, что этот 
оператор кратен единичному оператору. 

Рассмотрим в группе @„ матрицы 40 Е Иж, о› удовлетворяющие усло- 
вию (7.6): 2. =0 при р< п. 

В пространстве % оператор Т.› есть оператор сдвига: 


Ти а (29). (7.54) 


0 
С другой стороны, из условия (7.6) следует, что при в 2-24 
элементы матрицы 2’ остаются неизменными, а 21а-> 74 -- жа: м 
тельно, в силу определения величин Ид, Ич-> Иа-| а И Ят-—> Ят- нь 
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Поэтому формулу (7.54) можно переписать в виде 


Т»! (= ит, ©. 9 Ит—2, 2т) Е 
С в о (7.55) 


Отсюда, в силу (7.50), оператор Тв пространстве Н будет иметь вил: 


Тооечеьв, ие аке А-а бис одофи й _ Увуиетой) 50856) 


В силу (7.53), такой же вид этот оператор будет иметь и в простран- 
стве Н!. Так же как и для случая [, мы заключаем отсюда, что в про- 
странстве Н, оператор А имеет вид: 


А (5, ил, ..., Ши) =а (м, ..., 1) % (2, №, .. 5 бд), 


где а (%1,..., 1) — оператор в пространстве функций /(2) с нормой 


| тЫ 


Рио Чу, 


определенный ‘для почти всех 4,..., @„_: и равномерно ограниченный 
по отношению к этим переменным. 

Рассмотрим в группе р подгруппу 3% матриц, удовлетворяющих 
дополнительному условию (7.12): 


8«=0 при а=1,2,...,п— 1, 


и найдем вид операторов Гу, # 6 %5. 
Положим, как и для случая П, 


ЕВЕ © р, «п, 
где множитель с подобран так, что матрица 2% п-— 1-го порядка унимо- 
дулярна. Положим, далее, 6 = ПА Из формул (7. 13) и (7.14) следует, 


что при преобразовании 2—28 матрица 2’ "переходит в 2’20, а 2та пере- 


ходят в р где 
Е 


„= Ува. (1.57) 


8—1 
^ ^ 
Полагая и = Ве2,а, мы имеем также 


п—1 


= Хил, (7.58) 


8=1 


Вычислим © (2, 8). Входящие в формулу для "а (2, &) выражения Ль 
вычисляются по формулам 


а 
Ар Ларе а (7.59) 
ь бар-+1 
где #„ обозначает главный минор матрицы & = 25. 


Представим матрицу 2’ 6 7ил,1 в виде 


2 — 2х’, 2 [$ да. 1) т [5 Хи, 1. 
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Положим 


— 
4, ВЕ Вар 
и 
где Я. обозначают главные миноры матрицы &’ = 1'20. Каки в случае 1. 
нетрудно убедиться, что эти выражения отличаются от соответствующих 
выражений Л, постоянным множителем, представляющим собой степень 
числа с. 
от 
У |“ дт — Вытт] 
Для этого представим матрицу 28 в виде 16 = йл., где й = ||| 6 Км 
й 2, Е Хи. Тогда, в соответствии с формулами $ 6, 


Подечитаем, далее, входящий в а (2, 2) множитель 


Чт — ип» Вт = и, и т — Ал, пл» о бт == Йо. 


Но непосредственный подсчет дает нам: 
®—2 
В 2 1т—1,3 83, пл" -Ё бил, пл» и, п = 0, 


$=1 


п—2 
и, п—1 — — 738, п Е бт, пл; т — 5тп. 
$=1 
Таким образом, 
— 1 
Втат, + 8 С 225 а 
ЩЕ Е — а р Япр—1, 383, п—а-Е Яп—1,10—1 “= 
и “тб т — Вит! РЕЙ 


1 


п—2 


о. 


$=1 


(1.60) 


Е 


Кроме того, 


[Аи [= [9иёи — Вытт | = 8 СГ" 


%—2 


0 0 
р Ти, $ 8з, т 81, п—1 


$=1 


Формула для а (2, 5) принимает поэтому следующий вид: 
© (5 8) = 40 (вп) © (2, 5), (7.61) 
где в (2„„) — функция вида (7.20), аа (2, 8°) — функция от # и 29 вида: 


пере ЛИ 


р—1 


п—2 Ят 
Е и 


$=1 
Формула для оператора Ту, 6%, в пространстве © имеет, таким 
образом, вид: 


п—4 


А 45"... Ась[- 


ее СО ие 0.63) 
Посмотрим, как действует оператор То на функцию $ (2, &1,..., 1) 
из Н. Мы имеем: | 
Тоф (2, 1, .--, Чи) = Е. во (ит) а (2’, 80) \/ [26% п рсьь › ПЕ 
(2) 2 


= (ам. +: +2 ЕО з 
Е бит 1) да... 


65 известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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Но, в силу (7.57), 
т - ..ъ - 2%. пп = 21 1 + С * ЕЕ 21, п-1т—1, 


где величины 1 задаются формулой 


1 а 
зы = № Заз, (7.64) 
$=1 
причем матрица == | ва || обратна к матрице, сопряженной с 8°, т. е. 
и 
8 = (89) В 
Поэтому, переходя к новым переменным интегрирования й1,..., Ин_1 
и обозначая через А якобиан преобразования (1.58), получаем: 
’ А в Г т’ ЗЕЫ:- ь Ее 
ТоФ (2, 1, -.., Шт) = — т 4% (пп) (7, А 80, Ил, .-.› Ипа» 2т) 
(2=) 2 
видим, п—1п—1) рай ео 
или 
й А ИР ТЕГ 2х ыы ` 
То9(2', 1»... Шт-1)= — Г @% (8пп) а (2, 8°) $ (28°, 1,..., м1). (7.65) 


(2) * 

Напишем, наконец, Форму для оператора Т. в пространстве Н\. 
Пусть при преобразовании 2’-> 2'5° элементы 1,14 нижней строки 
матрицы 2’ преобразуются в элементы 2„_1 а. Тогда, на основании (7.65), 
(7.51) и (7.53), мы получаем следующую формулу для оператора То в 
пространстве Ну: 


То (2, №... , т1) = — = о (пп) а (=, 8%) - 
(2) * 
п—2 — 
Уз 1, Кб 
а О ре (7.66) 


м “и, Ри —1 


Преобразуем выражение 
п—2 
> А. 35 5я и 
$=1 
п—8 


>). ил, 3 + 1 

8=1 
Как легко видеть, величины 2—1, з можно выразить через элементы ниж- 
вей строки матрицы 8’ = 2'2° по формулам 


ых 1% 3 
о И, (7.67) 
Вт—1, пл 
При этом 
п—2 
"1, п®—1 а о ит 8 6, п—1 их Г п—1°. (7.68} 


8—1 
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Следовательно, в силу (7.64) и (7.67), имеем: 
а» к д Й ®—1 
У Фи, 53 + Ми = м би—1, з @з = 
8=1 1—1 1 
ь 8—1 9: 


нь вы 


8п—1, п—1 3=1 0=1 9=1 
Н и ^^. 9—1 ^ 
о 8 = (2) , а поэтому элементы матриц 2° и р связаны соотношением 


п—1 


№ 2-е аз = бра, 


$=1 


ГДе бра — символ Кронекера. Следовательно, формула (7.69) принимает 
вид: 


п—2 ь(5.*,- 1, $ НМ, ‚) 


У ди, => , 


о Хи, $ 88. п—1 и Я, в—1 
а потому 
п—2 и > 
р 1 $8 Е 1 Ь 
И (7.70) 
о и у" вн 


8=1 $=1 


Из (7.62) и (7.70) получаем: 


Пт—1 
и, т—1 2 Ур Врар + 8) —пр 
к — | 
У 1, 33 ых 1 р РТР 
3$=1 
т—1 п—2 : вы 
ь П |Ар ый А: ада Аз ри ЕС | Ат—1 р. ана Е п 1 - Зи, пл ь “я 
Хр =1 8=1 
(7.71) 
Но, как было установлено выше, 
|| А 
У, И, а, п 1+ &— —1,п—1 а т|. 


8=1 
С другой стороны, |Л..Л,...Аш|!=1, а потому 
пт—2 


0 0 
я Яп—1,3 83, п-1 - би п 


$=1 


А Аа ИА (9:72) 


где А — постоянный множитель, представляющий собой степень числа с. 
Таким образом, формула (7.66) для оператора Г, в пространетве Я 
принимает вид 
| То (=, 1... , 1—1) = 
Аа (Вти) @ (2, 80) $ (28°, Ч, ..-, Шт). (7.73) 
(2) 
5* 
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Здесь о. (бщ) — снова некоторая функция вида (7.20), а 


№ тТ-—1 В —пр т—1 р 
О о ЛЬ Е 4 П Ао *. 


р=1 Ф=1 


ИЯ Ар (1.74) 


‚ (п--= 


3 
[Аз] 
Функция © (2, 6°) совпадает, как легко видеть, с функцией, задаю- 
щей унитарное представление группы @„—1 из серии тли. 
Итак, при $650 


ТФ (2, и,..., ®"—1) = ПЕЙ ТФ (=, 1...) 1), (7.75) 


где То, — унитарное представление унимодулярной группы @„_1 (п — 1)-го 
порядка из серии 4т_11, определяемое равенством 


Т.^/ (2) = (=, 8“) 1 (2, 8), (7.76) 


а, ..., = выражаются по формуле’ (7.64). 

Доказательство того, что оператор А, перестановочный со всеми опера- 
торами Ту, 6%», всегда кратен единичному оператору, завершается 
теперь дословно так же, как и для случая П. 

Для завершения доказательства леммы 1 нам остается лишь расемо- 
треть случай п ==2. 

При п =2 мы имеем две серии представлений группы @» : 4 и 41. 

= здесь отсутствует. Поэтому, как в случае серии 452, так и в слу- 
чае серии 4:„ формула для оператора А в соответствующем функцио- 
нальном пространстве принимает вид: 


А} (®) = а (®) | (®), (7.77) 


где а (&) — скалярная функция, определенная и ограниченная для почти 
всех ®. Соотношение (7.29) означает в этом случае, что а (6%) = а (). 
Таким образом, а (%) есть константа. Но тогда А есть оператор умноже- 
ния на константу. Следовательно, неприводимость представления дока- 
зана и для этого случая. 


Поступило 
12. ХТ. 1952 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
__ 11 (953), 249—868 


Л. И. КАМЫНИН 


О ПРИМЕНИМОСТИ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ 
К РЕШЕНИЮ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ. П 


СХОДИМОСТЬ КОНЕЧНО-РАЗНОСТНОГО ПРОЦЕССА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ' 
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 


(П редставлено академиком С. Л. Соболевым) 
В работе доказывается сходимость разностного процесса при замене. 


дифференциального уравнения «урезанной» разностной системой на 


отрезке — Х <:<Х и при выборе шага по х порядка =. . 


Настоящая работа является продолжением работы (4). Здесь доказы- 
ваются следующие теоремы сходимости для уравнения теплопроводности 


ди ди 
"и — быт. (1) 


ТЕОРЕМА 1. Если $ (51) непрерывна при — © << - м и удовле- 
творяет неравенству 


о ее, (2) 
то решение системы 


ди(® (2,1) _ 


РО (ие, 9 — 240 (+ ие Ъ 4) 


=... 22—01 4,...), (3) 
удовлетворяющее условию 
и (, 0) = $ (=), (3*) 
сходится при # —>0 к интегралу Пуассона 
оо ЕН 


1 $, #ч 4) 
и. — | (“) 


являющемуся решением уравнения теплопроводности (1). 
ТЕОРЕМА 2. Если $ (5) непрерывна при — © «х< - со и удовлетво- 
ряет неравенству 


{$ (2) |< Аеб вр *, (5) 
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то решение системы (3) с «урезанными» начальными данными 


| зе 
И 


сходится к интегралу Пуассона при № <> О и Х > - <. Однако 


конечно-разностный процесс при более «редком» шаге й может расхо- 
диться: так, 


и о 


Ша и (2, 2) 
> 0 
Х—>-+о 


—5 
не существует, если й = те = ев 24—20 0 
ТЕОРЕМА 3. Если (2) непрерывна при — © <х< + со а справед- 


лива оценка (5), то решение «урезанной» (х=—Х,..., — 1, 0,1, ..., Хх) 
системы (3) с нулевыми краевыми условиями 
и (Е.Х; =0 (6) 


и начальными данными 


ит (, 0) =9(2), |2|<Х, 


4 
сходится к интегралу Пуассона при <-> 0, Хх. 


Из тебрем 1,2 и 3 следует, что если начальная функция $ (5) непре- 
рывна и удовлетворяет оценке (2), то решение системы (3), единственное 
в классе функций, подчиненных условию 


[40% (х, кА 91| (дез -2А, вы, 0, 2 (7) 


представимо в виде 


и® (п, = — ехр {(- р 3112 >) 1 аа -- 
0 


| ое (пи - Ей) + вел) венок {(- + ше) г} 42 


К=1 
400-1572, 29) (8) 


и сходится при й > 0 к единственному в условиях теоремы А. Н. Тихо- 
нова решению (4) уравнения (1). 

Если же начальная функция $ (2) удовлетворяет условию Тихонова (5), 
но неравенству (2) не удовлетворяет, то конечно-разностный процесс может 
расходиться. Однако, рассматривая в этом случае либо систему (3) 
< «урезанными» начальными данными, либо «урезанную» систему (3) с до- 
бавлением нулевых краевых условий (6), можно добиться сходимости 
конечно-разностного процесса, беря шаг й достаточно малым по отношению 
к параметру «урезания» Х. 

Упомянутые результаты содержатся в работе (3). 

Автор выражает благодарность С. Л. Соболеву за оказанное им вни- 
мание при написании настоящей работы. 
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$ 1. Теорема сходимости для бесконечной системы 
конечно-разностных уравнений (3) 


ТЕОРЕМА. Если $ (2) непрерывна при — о «+ юн удовлетво- 
ряет неравенству 


С [ха (1+|х]) 
[$ (2) | < Ае ни 
где А и С — произвольные постоянные, то решение системы 


(^) (7. 
9 О. 1 ие Ь, 2) — 20 (1) + и® (в — №) 
3 
И ВЕ И ВИТ © 


удовлетворяющее начальным данным 


и (2,0) = $ (2), 


сходится при № > 0 к интегралу Пуассона 


—с (х—Е)* 
1 ФЕ) вания 
а Ф 


—© 


являющемуся решением уравнения теплопроводности (1). 
Доказательство. Решение системы (3) с указанными начальными 


данными имеет вид: 


2 „оо 


24 
Я а 2% 
ие (и, де "1 (ы)з +е * (У@ (ий-Е®®)-з (пй — №0 1» (д). 
1 
(9) 
Разобъем правую часть (9) на два слагаемых: 6, (5, #) и 5. (а, №) и 
введем обозначения: 


ьи= У зе "ы (5), 
А=1 
: их 
5 (х, №) = ру ("АЕ е "1, (=). 
РГ (+++ 


Докажем, что при & +0 


гя => — 
Би 5. (2, == ЗО ЕЫе Ч (10) 


п—> 0 2Ут 


252 Л. И. КАМЫНИН 


(причем для $ (5) допустимо условие |ф (2) | < Дес ®, ге А, Си6>0— 
постоянные), а 


т 5. (х, #) = 0. (11) 
в—>0 
Отметим предварительно равенство 
В Ра 0 ЕО 
: 2 ; 1 (1—с03 $) , , 
(пе | 
Ве. о ы) тие (2) — у 4$ а 


очевидно, 


Ши 5, (2, #) =$(2) при ё=0. 
в—>0 


Для установления равенства (10) рассмотрим асимптотическое пред- 
ставление функции Бесселя от мнимого аргумента для больших индексов 
и аргументов. Используя интегральное представление [см. (2), стр. 200] 
для функции Бесселя мнимого аргумента 


7 +74 
Г, (2) = Е \ е2с8 ®—%® д, 


<—т1. 


методом перевала можно вывести [ср. (2), стр. 264—269] следующее 
асимптотическое представление: 


1 1 
( Г (+5) а, 
У 


О ны УК ЕЕ 
ЗВ Уса 9 Г ( > ) (5 т «)" 
где 
АЯ аа Се. 9 
Ао Ат т од В а, Аз = 155 — 575 8 а + 5456 8 о,... . 


Если в асимптотическом разложении ограничиться первым членом, то 
ошибка, которая [при этом появляется, будет того же порядка, что и 
второй член этого разложения [см. (2), стр. 269, 263]. В дальнейшем 


будет показано, что в рассматриваемом случае можно ограничиться первым 
у к 


членом соответствующего асимптотического разложения. Полагая х = а 
51 и 


получим: 


е 


1 
а Е жире (12) 


п укузтя(ЕИТЕВ) > КР) (уже 


х 


это представление справедливо, если выполнено одно из следующих 
условий: 


1) 2 < 1, 
2) >! [см. (2), стр. 252]. 
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Итак, ограничиваясь первым членом асимитотического разложения (12) 
й 
и полагая у=-_, х=-5, мы получим представление: 


Е 
21 Е: 
ее. 2 в Е2 
ет] ()=у а + 48) ие 1 а а р 
+ 12 = ы +5 я + ор ЕЯ 
Замечая, что || < к ‚ отметим некоторые оценки, которые будут 
3+8 
использованы в дальнейшем: 
в 4+25 
= 1 22 4 р3+5 
ДР + #242 о... = о (= $ (13) 
) Уз 4(%) т У 1 


Е За та ав? 
ор уриееиькы} — °Р = ^(1—бы +...) 


228 
2 (+ 3-6 р 4 
— ехр = " +- ехр-®. бе (14) 
Е 
га: Е вет. 
Ин т + Е) —=е оч ая +) — 
: 8 
ый ее 3+8 
—=е 2 ( ще+.--)=е 2: ое (15) 
Заметим, что 
1 
5+] ян +8 ь. 
эеое 1 аи 16 
в Ель и У: . г 
#—1,2, ... 


Действительно, в силу условий теоремы, при О % <1<Т ификси- 
рованном х 


: 


К 


где А1, < >0 — постоянные. Мажоранта е-! ‘монотонно убывает при 
#->- со; поэтому для любого г > 0 найдется столь большое Х, что 


1 
[.-==] 2 
ь Е Г. и а \ г“ &<--. 
х 2У т р 
Е=АВ 
#—1,2..., 


Кроме того, в силу непрерывности $ (5х), найдется № такое, что для 


всех #й< № 
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2% х = 
веко (0 Ее 
у 


Таким образом, (16) доказано. 
Покажем теперь, что 


1 а 
[= Е 21 
Е Ио 1 
ее т.) |= 


Е= АА в 
Е=1,2,... 


Пт 
п—>0 


первым членом действительной части его асимптотического разложения, 
а затем оценим ошибку, которая будет сделана при такой замене. 
Введем обозначения: 


3 


и, = (4-е) +, о 
= 
А ыы, а" 
тет ити} ФО роде", 


ат Ре $ м 
®, (5, =(иИ ме РБ %#)*, Ч Е ы 


и отметим тождество 
и, — И, = И, (9, — 9.) - 9, (и, — и,) + во, (и, — 1). (17) 
Тогда ввиду (13), (14), (15) имеют место оценки: 


[==] 


вш У О, (д, (Е, 2) (9,6, 9) —9, 9) = 


о ии Уж 
1,9, . 
т 
в я \ 
р : 1$ (#5) ыы 
кА —_ У Е 
Е, =АЛ 
А—, ,.. 
=] 
3+5 
2--25 
=0| Шш У Е а в. 
= 2У плиз 
Ё=1,2,.. 


2-05 о ат 
— але 0 ( О "а 0 
0 


"—>0 
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Последняя оценка следует из предположенного ограничения на рост 
$ (2) |. 


Из тех же соображений имеем далее: 


р. 5] 


Бо У И, 0,60% -1,6,0)|-1 = 


Е=АА 
АЛИ, > 
р В, Е 
в 3-5 а 5 
р Е ааа | 
1—>0 Е 8 Ут 13 
=], 9, ... 
428 чес. Е 
ЕЙ 19 (2 +5) | че м 
к ( о Ы 
и, наконец, 
п 
3+5 
: (ране 
Ш Е и, (до, (60 (м, В) (©, 9) |-в = 
Е=АК 
№. 9. 


1 
ме - 
в! - хо ее "уран | 


1—0 ЕЬ. 2У же 
й=1,2,... 
о бое 
— Иш #318 .0 а |0, 
ти \ 2У ле % ` 


Таким образом, используя тождество (17) и приведенные выше оценки 
(13), (14), (15), выводим, что 


Г Ё 
в 9+8 т 2 


Ве) уе Ф(#+Е ш 
Пат р ИЕ щь (6, И) в , 1) а 0) Е е “&. 


Осталось показать, что при замене в правой части (9) бесселевых 
функций от мнимого аргумента соответствующими асимптотическими раз- 
ложениями можно ограничиться лишь первыми членами. Для этого, 
'имея в виду, что ошибка, совершаемая при подобной замене, будет того 
же порядка, что и первый из отбрасываемых членов разложения, оценим 
второй член ряда, стоящего в правой части (12): 


БЕ? 
г( - ).^, Тв т 
а ВиО. (18) 
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Тогда, подставляя в (9) вместо-‘бесселевых функций от.мнимого аргу- 
мента вторые члены их асимптотических представлений и переходя 
к пределу при #->0, получим, ввиду (18): 


1 5Е2 

[= о 
ци Х ЗЕ дд) ИА = 
1—0 ЕЁ Уж й и — да 

&=1,2,... И 

со : 
т. 2. [9 (+91, % т 
ео о рум у &) =0. 


Эта оценка завершает доказательство равенства (10). 
Замечание. Проведенное доказательство равенства (10) сохраняет 


силу, если непрерывная функция ‘$ (2) удовлетворяет более слабому 
ограничению на рост: 


—5 
1$ (2) |< де? 1 


Докажем соотношение (11). Разобъем 5. (5, №) на две суммы: 


[| 


ба (= У А (=), 
[-6#:] 
А= (А 
Хх > 2 
белье т, (=). 
К = [= —1 


Для доказательства нам понадобятся ‘следующие неравенства: 


7 2 Уве 
т [< охр {— Ш Е и РЕЯ . (19) 


(неравенство Каптейна [см. (2), стр. 295]) и 
Аш (АУ 48) — (УГ 8—1 >С (АНУГ Аа). (20) 


Докажем неравенство (20). Мы имеем: 


у; (А) =«А1в (А + УТ 4?) 

уз (А) = У А*—1 } 9 (0) = у, (0) =0, 

у, (4) = а (№ (4 УГАИ: ) 

Е 

и =). у, (0) = у, (0) = 0, 
ь УТ 42? ] 


у 1 | 
ты ЕЖУ) 


1 
РА) — г (А) — 2” а & р: 4—« 
У (А) (1 4) У1- А? у. (4) — (4) Ут А" (1+4?) Ут А? о 
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если «> г т а /’ Полагая «=, получим (20). Следствием (20) яв- 


ляется еР авенство 


А№ (АУТ А?) — (У 4—1 > У А?— 14. (21) 
Из (21), полагая А =^ ‚ легко получим. 
2? -- У аа Ура АЗр2 
: 2 ь тя нам. ©”) 


а из (20) находим: 


3 У за + 48 даря 4 — 24 з КЗ + 48 
ры в > + у ве КА АН - 5 


Наконец, отметим, неравенство 
ВА? Уд Ра > У 42 - № + 2284. (24) 
Для фиксированного п можно выбрать й столь малым, чтобы 


пи < ЁЁ при > (25) 


7 ^ 3+5 


Тогда из неравенства Каптейна (19), используя (22) и (25), получим: 


2 
| Е 24. — А2И2 } 
("А+ #1) [е в (ъ) Аня ля + 2С®® № (4 +28}. 
(26) 
Представим 951 (<, й) в виде 
95л (4, №) = зла (2, №) -- эле (7, №), 
где 
[=] — 2! ы 
Эзла (2, й) = р ф (пй - ЕЙ) ЕЮ (5 =), 
и | 
‚| =)] 
$ 
Гы] ЕТ 
5. (= У отчеты (= ). 
‚1 
Опеним 5.11 (2, #); для этого отметим неравенство 
уаз Е 22 (27). 


уни ааа ” Уай * 


справедливое для А < =. 
Используя (25) и (27), мы видим, что 


Е С Ш (4 ЖА 
ИО ты в )) 
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1 
59 (1 + 24%) < 2 1 (4 + 24%) (28) 


. Так как 
В 3+8 


:} 
ла 3+8 п (1 26%) =0, 


—>0 


то для достаточно малых й будет справедливо: 


1 
У 1+ 4 + % 


1 


1 
— осрз8. пе 8 
ас (1 + 211) > уретры 


(29) 


Из (26) последовательным применением (27), (28) и (29) получим оценку: - 


} (®-#) 

| ВР 

[92,11 (2, №) |< А У Е о ЕЕиты! < 
к | т] 


2 
р - 25 
8—9, Те а И 
<А (+ й р УЕ 50] ° 


Очевидно, 


‚ Ши бла (2, №) = 0. 
в—>0 


Оценим 55,12 (5, #). Отметим, что при # = зак, 0302 
Карз 
У юра + 418 + 2 
р 
5 * |8 42а {| 2ра 
1 1 2 

+ с 2САШ(4 +); 30 
в (я м. =) 99) 


72 
— Св 1 (1 = =. 2 


№ 


но 
; } 2 
ша И (1+ =) =0, 
во 
ты 4 Чи 9 
Вт == 1 
> у 1 431 2% -1- 211% Утеаауо’ 
Поэтому при достаточно малых #й. имеет место’ неравенство: 


4 


Еее ва 


2 И 
22.1844 =) > Путраы 
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Из (26), применяя (30) и (31), получим: 


4] 
[зд (2, 1) |< А ХХ ежр {— д} = Аехр [— в} (#4 — [#2], 
=] 
где 
о. 
я 4 + 2% ° 
Очевидно, 


Пи 5212 (1, й) — 0. 
—>о 


Оценим 6,„2(х, #). Из неравенства Каптейна (19), используя (23), 
24) и (25), получим: 


э ре 
= 2 
е ева сан | Е (32) 
(1 + 2К№)2 
Пусть № аа тогда 
и 
РЕ (33) 
с +2‘ 
(1+ 2%^)? 
Рассмотрим функцию 
1214 
Е А 
ОЕ 10 Поорио)ньбо 
й>о 
Найдем те 1, при которых у (2) >.2. Для этого необходимо, чтобы 
24 — 16727 х— 40. 
Корнями 
7 (2) = 2214 — 16 х — 4Р 
будут 
82 + 2 У 16 + №. 
аа и, 
7 (<) = 215 —1@94, 
у 8:2 я 
7 (2) >0 при; 
для #4. = ЕЯ у (2) монотонно возрастает и при 
В 3: 1 2 1 
#<шш (= 18:2 › с) и я 
| Кара 
ат 
Ш (34) 


Ч 2) 2 
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Таким образом, из (32) и (34) получаем: . 


+ со 
[922 (2, #)| < А езр {—*ш2} < 


Е -—1 


<А ехр [аа ах = А ехр | а} 
5 


(последнее соотношение имеет место ввиду монотонности у (2)); ‘очевидно, 


Пт ба (2) й) — 0. 


—>0 


Доказательство теоремы закончено. 


$ 2. Теорема сходимости для бесконечной системы конечно-разностных 
уравнений с «урезанными» начальными данными 


Из вышеизложенного можно сделать следующие выводы относительно 
единственности решения задачи Коши для уравнения теплопроводности 
(1) и соответствующей системы конечно-разностных дифференциальных 
уравнений (3): 

А. Если начальная функция $(57) удовлетворяет условию 


Пш Ф(а)е-б“=0, 
[х |-> < 


то: . 
1) уравнение теплопроводности (1) всегда имеет единственное в классе 
\ 
функций, определяемом теоремой единственности А. Н. Тихонова (*), 
решение, выражающееся интегралом Пуассона 


М ДЕ: 
=" Ф И: . 
ут | ем 


—© 


2) конечно-разностная система (3) может не иметь единственного ре- 
шения. 
Б. Если начальная функция $`(52) удовлетворяет условию 


|2) < [а ЭИ, 
то: 

1) уравнение теплопроводности (1) всегда имеет единственное в соот- 
ветствующем классе функций решение, выражающееся интегралом Пуас- 
сона; 

2) конечно-разностная система (3) также всегда имеет единственное 
решение в соответствующем классе функций. 

В. Если $ (2) не удовлетворяет условию Б, но ‘удовлетворяет усло- 
вию А, то метод конечных разностей в этом случае, очевидно, не применим. 

В связи с этим оказывается целесообразным рассматривать задачу 
Коши с «урезанными» начальными данными. 
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Гочнее, будем искать решение системы (3), удовлетворяющее следую- 


щим начальным данным: 


и® (, 0) — 9Х (2) — [$ (2), если |2| <Х, 
а | 0, если. |&| > Х, 


(2=..., —2й, — 1, 0, 1, 21,...), 
где й — шаг разности, а Х — «параметр урезания» — число, кратное й. 
Предположим, что © (5), удовлетворяя условию А, не удовлетворяет 


условию Б. Очевидно, фХ (12) уже удовлетворяет условию Б. 
Тогда, согласно теореме $3 работы автора (4), решение будет иметь 


вид: 
И $ 4 = 
и (в, = фе "(+ У (ее + + еже-1М))е "1, — 
К=1 
(85) 


(&=...,.— 21, —Й, 0, №, 24,...). 


Легко видеть, что ряды в правой части (35) являются, ввиду определе- 


ния ФХ (1), конечными суммами. 
Соотношение (35) можно переписать также в виде: 


7: 


к 2 
ШВ (в, ее "№ (1) + 
=. _ = а. _ и 
= вп)е " 1ь (2 36 
+ Узене "1 (=)+ Уза-Фе "1 (+), (80) 
Ё=1 Ё=1 
если предполагать, что х =—Х,..., —2й, —Й, 0, й, 2й,...,Х 
устанавливает то соотношение между 


Следующее утверждение 
«шагом №» и «параметром урезания» Х, при котором существует предел 


и (2, 1) = Ша и® (5х, 0), 
Х-—>оо 
—0 


являющийся решением поставленной задачи Коши для уравнения Тепло- 


проводности (1). 

ТЕОРЕМА. Пусть и® (5, #) есть решение бесконечной систвмы ко- 
нечно-разностных дифференциальных уравнений 
(ие т, д — 2и° (2,9 + и® (&— 1,9) 


бы (в 
д Е 


(3) 


025 \), 
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ЕЖЕ > 


удовлетворяющее урезанным начальным данным 


) _ [$ (=), [2|5<Х, 
ег (, 0 = | 05 Ч=РХ. 


Тогда если $ (2) непрерывна при — © << - © и подчинена условию 


=) 
| (2) |< 460!” Г, 


где А >0, 8>0 и С — постоянные, то существует предел 


7 + со (Е) _ 2—5) 
Па и® (хх, = — \ не а. 
1 : ) 2Ут У* 
<= —© 
® 
Х—>+ со 
Однако, если 
2—8 
б 
аа 
то конечно-разностный процесс может расходиться при й = . —0, где 
г] ХЕ 


0—0: 

Доказательство. Решение и® (2, {) системы (3), удовлетворяю- 
щее «урезанным» начальным данным, имеет вид (36); это соотношение 
для данного случая можно переписать в форме: 


21 


и (ил, д ее "(+ 


= 


4 5 (пА ++ №) 1, (2: ,, ри ("А — №). (= ) ехр {— =} , 


Ё=1 К =1 
Введем обозначения“ 
5: (<, №) = 


о р 
=Ф(ие * (в) ин У (> (ив -- №) + $ (пи — #8) 1Ь (1 


2 ) 


К=1 
Вт 21 
И 
$щ%9= У Ф ("А + АА) 1, (=) е 


«Е 


(ее. к-т 2А, №0, В, Во, .). 
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Как мы видели выше (см. замечание к теореме $ 1), буквальным 
повторением доказательства первой части теоремы сходимости $ 1 уста- 
навливается, что 


_ (#8 
а, 
пб ут} 9. 


Оценим 5» (2, #). Из неравенства Каптейна (19), используя (22) и (25), 
получаем, что 


— А2р2 2—5 
[152 (2, №) | < » ор ит + 4С ы 
ее] 


5 


т < 4С (И). + 


2—8 2 
4С (Е) ° < 4С (В) р 


1 
для К > [ь (45+) ]. откуда, используя (27), получим: 


15 (#, №) |< г ср | (40 )}. 


: 1 - д ++ 24 
ме [Е (+32) 


Но для достаточно малого йи О <{<Т 


5 


1 =. й 
т” _ 2) ' 
поэтому 
2 [п *] АР 
ож № кр {аи |< 
| мые) 
—(1+ =>) —й 
<(2из-—([* о ие? 
23+ (Ут 4-2) 


откуда следует, что 


та. 5. (2, №) =0; 
3 
Хо 


таким образом первая часть теоремы $ 2 доказана. 
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Для доказательства второй части отметим, что 


Е 
и® (0, = а г) ЕО >: охр {сан — чье в. 


Известное асимптотическое представление функции Бесселя от мнимого 
аргумента приводит к равенству: 
ра 2 2 ара 1 418 — 
ы т. к 
— в 7 2 ь 2 Ё 
е Ё р2 В и 4 оса 
У2жу Е 4 


(+0 (увы), 


2 
справедливому при большом индексе & и большом аргументе =, если 
только выполнено одно из двух соотношений: 


1) 8: < 1, 
2) 2:1. 


Отметим неравенство 


У -Е а 1 кра < Уд 8 при > зу (37) 


Действительно, возводя в квадрат обе части (37), получим: 

да + ра -- 2? Кара | фра < За | 42, Уз а < ЗА», 
: 

откуда >. уе 


Таким образом, используя (37) и неравенство 


мех У кара - 42 + Кр? а Им 4—1 зар Ира 41? | КА? 
и 


|2 13 Е рт Па еЕ: , 
мы получим при # > и 
ву? 
У а + Кара + Ара Ум 48 — 2 
рехр [-, п м я ыы В Не (к) 


ны 4 ГОГ И с 
У Ува 4 


о ты та“) С (Е)! .. 
Уж У юра а 
Полагая АА =Х, А = =: ‚ найдем, ввиду 5: = о 
д 


Ф (Х ) и {— и аа (22х08) — 
а 
ехр а ш(1+2 и) + ох] 
ы ( +0 ли! 


ме —_—_ 2 (1—=) 2 
Ужх" “те - 422 х Ух са 
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Очевидно, 


Ни и (0, = оо, 
У 

Ро 
хе е 

Х->+о 


если только >85. 
Замечание. Из этих рассуждений мы можем получить новый ре- 
зультат для слузая, когда 
С |х| ш (1+ [5х1|) 
|Ф (2) [< Ав?" (2) 


Если неравенство (2) справедливо, то решение и® (1, #) бесконечной 
системы конечно-разностных уравнений (3) с урезанными начальными 
данными сходится при любом соотношении между Й и Х к интегралу 
Пуассона, если только Х -> -- со, й->0. Это замечание, как мы видим, 
дополняет теорему $ 1. 


$ 3. Теорема сходимости для «урезанной» системы конечно-разноетных 
уравнений с нулевыми краевыми условиями 


ТЕОРЕМА. Если $ (1) непрерывна при — со 5 + со и справедлива 
оценка 


Е 
1$ (=) |< дей! (5) 


то решение «урезанной» системы 


п) 
д (о -- В,  — 2 (в, ) ие, 9) 


О о А О (С 
с нулевыми краевыми условиями 
и® (+Х,)=0 
и начальными данными 
их’ (2, 0) = (2), |2|<«ХЫ— В, 


сходится при й РЗ (Х —> - ©) к интегралу Пуассона 


_ (2—5 


оо 4 
1 
а 


—с 


Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что 
ф (2) >0 (в противном случае $ (2) можно представить в виде разности 
двух неотрицательных функций $: (7) и $2(2) и провести рассуждения 
отдельно для $, (2) и $2 (2)). Пусть Фх (2) — неотрицательная, непрерыв- 
ная при — с << - со функция, подчиненная условию 


_ [$ (2), |#|<Х-—1, 
9—0” 12| Х. 


266 Л. И. КАМЫНИН 


Очевидно, 
Нш 9.) =9(3. (38) 


Построим систему функций 9^ (2), 9х” (2) &=1,2,...): 


9х (2) = (— 1 9х ((—1) (2 —2ЁХ)), 
9х (4) = (—1)* 9х ((-0* (# -2АХ)). 


со 


Фх (2) = 9х (®) + > (9* (@) + 9х (9) 


К=1 


Функция 


ь В в 
будет периодической с периодом 4Х, причем такой, что решение И ( (с, ГА) 
бесконечной системы (3), удовлетворяющее начальным данным 


0 (д, 0 =ф,(® (=..., 2, — В, 0, №, 21, ...), 
обращается в нуль при х = + (2% 1) Х 


0 (+ 2-1) Х, В =0. 
Таким образом, : 
и (2, ) = 0 (х, 1 при |2| < Х 


Рассмотрим, наконец, серию решений 


п (в, |), Ш’, йа бриф еныы) 
системы (3), удовлетворяющих соответственно начальным данным 
и (2, 0) = 9® (2), 
и® (х, 0) — Рх (х), 
и ® (т, 0) = 92° @®. 


Очевидно, 


+ сэ 


0® (5,  =и® (с, - Ус № ( (&, и (в, 1 1). 
=1 
В силу выбора начальных функций фей (2) и свойств системы (3), реше- 
ния и (1, 1) обладают следующими свойствами: 


>0 при Ё четном, 
1) «® (х, #) 
5% < 0 при А нечетном, если |5| < Х; 
2 м (2, 01 < и (, 0 при |2|<Х. 
Поэтому 
+ со 


оо 
№ и) (ди № и®) (х 
= 


и—1 


суть сходящиеся знакопеременные ряды с монотонно убывающими чле- 
нами, и для этих рядов справедлива оценка: 


м и (<, р |< < [и (2, | при |5|<Х. 
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Если показать, что 


Ши |9 (2, 0150 (2|<4%), (39) 
< 
Х-—>+ о 


то для завершения доказательства теоремы достаточно будет установить 
существование предела 


Ви и (2, И = Ша (и (2, + и®) (х, #) -- и® (<, 8 = 


< а 
Х-—>+< Х—>+о 
= в и® (х, 1). 
х 
Е 
Х>+® 


Но и® (5, #) есть решение системы (3) с урезанными начальными дан- 
ными 


и (2, 0) = Фх (2) 


и по теореме сходимости $ 2, в силу оценки (5), 


Й + о (Е) _ = 
: (в) = ф (5) 1 р. 
ре но (ый) 5у= \ уе 5 


Х-—>-+ < 


Итак, покажем справедливость (39). Будем считать х фиксированным, 
а Х столь большим, что 


2| <>. (40) 


Тогда, ввиду (36): и определения $1 (2), 


Х—х 
а г т 
и® (х, 1) = —е в > фх (# АВ —2Х) Г, (=) 
(ева, Она. .); 


4 
В силу (40) и оценки (5) условия теоремы, полагая Х == --, получим 
4^-*) 
3х \25 2 2 
[12° (д, )|<А ХУ ор {< (№) }1* (==) ехр (— м} < 
к= 5 
4й-*] 
2 й 
<А У ер (С) 1 ()ехр {1 


1. 
д 
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Из неравенства Каптейна (19), используя (22) и (37), найдем: 


48 *] 


(п) — 2/2 2—5 
|ш (2 а 2 — ети Я }. 
ти 
2 


* 
откуда, используя (27), получим: 


4[ *] 
Й та 
19 (, 4)|< А р охр{ — 1242 (киты СА }}. 
= А] 
2 


Но для достаточно малого йи О <ё<Т 


1 8/78 "| 
ее би Оби 2 Та 
УЛ - 418 --% сл ут: > 
Поэтому 
[0 <. — дар? 
[щ (2, | <А > ехр Аа! 
ви 
-21 _ 1 1-2 —1 
<А(ат ря, О ее 


Отсюда следует, что 


Вт и®) (2, | =0. 
1 

ве 

Х—>+о 


Аналогично показывается, что 


№. и (х, #) =0. 
1 
< 
Х-—>+о 


Таким образом, теорема доказана. 


Поступило 
43. Х. 1951 
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Б. М. ЛЕВИТАН 


ОБ ОДНОЙ СПЕЦИАЛЬНОЙ ТАУБЕРОВОЙ ТЕОРЕМЕ 


(П редставлено академиком М. В. Келдышем) 


В работе доказывается специальная тауберова теорема (с оценкой 
остатка), на основании которой можно получить асимптотическое пове- 
дение спектральной функции самосопряженного уравнения в частных 
производных. 


Введение 


Настоящая работа примыкает к первым трем параграфам работы (1), 
в которой мы получили асимптотическую формулу для спектральной 
функции обыкновенного самосопряженного дифференциального уравнения 
второго порядка, уточнив предварительно одну специальную тауберову 
теорему Н. Винера (?). 

Для того чтобы получить асимптотическое поведение спектральной 
функции для уравнения в частных производных, следует обобщить упо- 
мянутую тауберову теорему на случай функций, растущих на беско- 
нечности как многочлен. Это и делается в настоящей работе. Применение 
полученных нами результатов к изучению асимптотического поведения 
спектральной функции уравнения в частных производных будет дано 
в одной из следующих работ. 

Во избежание недоразумений заметим, что буквой С мы обозначаем 


константу не всегда одну и ту же. 


& 1. Некоторые сведения об интегралах Бохнера-Стильтьеса 


1. Обозначим через с(в) комплексную функцию, определенную для 
всех действительных значений р и удовлетворяющую условию * 


1 а-+1 
ЕЕ ЗМ, Л 
А ПЕ ($ (#)} < у 


где М — некоторая константа и й — фиксированное натуральное число. 
Случай & =0 разобран нами в работе (1). 


Положим 
21 со = 1 Зо, 
1 ПРИ ее" — Фу (9) 
РЕ НЧ: ААС (1 2 
Евы (@) = = й + ев 42 (в) + \ се 4 (|) @.2) 


а-1 
* Через У (с (и)} мы обозначаем вариацию функции с (р) в интервале (а, а + 1). 
а 
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рде 


т (—28) 2 
Тиль (8) =1 —18 — Е +. ЕЕ ь 


Легко видеть, что условие (1.1) обеспечивает абсолютную и равномер- 
ную в каждом конечном интервале сходимость интеграла (1.2). Функцию 
Е» (@) мы будем в последующем называть преобразованием |Бохнера- 
Стильтьеса порядка (й -- 2) функции с (р). Если с (№) — дифференцируемая 
функция, то по формуле (1.2) определяется преобразование Бохнера 
функции с’ (в) порядка (# - 2) [см. (3), стр. 112]. В настоящем параграфе 
доказываются две леммы, которые показывают, что основные свойства пре- 
образований Бохнера переносятся на преобразования Бохнера-Стильтьеса. 

ЛЕММА 1.1. Положим 


п э1ш па\28-4 . 
р аа (в +9), (1.3) 
где 
< э1ш ла \2А-+4 С 1 а \2*+4 
пт \ м ) аа = \ ( с ) аа, 


и обозначим через Е («) преобразование Бохнера функции р,„ (в), т. е. 
положим 
4 В со Чар 1 # 
- Е® ы—» обе а е 
ра (@ 7 -- \ (—ш)А+2 | (в в -- \ 


—. 


в 1 (9) | 
НР.) 4». 


Тогда справедливы следующие предложения: 
1) в каждой точке непрерывности функции св (в) 


в в, 6) —э(#) — 38 (+0 +°(-0}; (1.4) 


2) 


и 


4 
$и ЕЕ у) | “< С (М, 1.5 
ИХ \ 1 я > 


причем число М — то же, что и в условии (1.1), а постоянная С (Ё) зависит 
только от К; 
3) равномерно в каждом конечном интервале 


т 259, (а) = Еж (о). (1.6) 


п—> со 
Доказательство. 1) Из оценки (1.1) следует, что для больших а 
(+1) — < (а) =0([а[) 
и, значит, 


° (а) =О([а|""). 
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Поэтому при каждом фиксированном в 


с (ша) _ 
Пин. — 0 


Интегрируя по частям, находим из формулы (14.3): 
с 1 па \2 +4 
ры (в) = 7 оао, 
Интегрируя последнее равенство по в в пределах от ‘0 до р, получим: 


о \ { +2) раем. 


"к 
—с 


Интегрируя по частям в обратном порядке, найдем: 


(6) АН | (. ) ь ар = 


нь (ев) —э(2)} 44. 


В силу известной теоремы, из последней формулы при п-> со следует 


формула (1.4). 
2) Определим монотонно-возрастающую функцию о (в), положив 


ГИ в (5) в_>0, 


в: (в) = и 
| Г (в)}, вх 0. 


Из определения интеграла Стильтьеса легко следует, что 


1-0 $ (чад ца + 


Из этого неравенства при помощи интегрирования по частям следует 
(рассуждаем так же, как и при доказательстве п. 1): 


и-1 со ь 
об о ее) 2+4) 4 = 
и —© 
от С (зп ла \эиа Чит и 
= =) —. {5 (в)} да. 


7* 
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В силу оценки (1.1), 


а--и-1 


ее) < Ма + |а- в «М [в ||. 


этому 


и 


\ [6 (>) 14 < “ уча ааа = 


г 


= | аноним + ы+А+ть 


па 
=. № 


Далее, 
1 
пМ эш па \2А+4 
ее Ь- 
«ма а фееытемачы 
вм г 
бл сз @ Не +11)" 4 
Так как в последнем интеграле а> 1 и 1 |в|>1, то 
1 4 
ав) =а +1 (+) < 22а +1). 
Поэтому 
(ав |)“ < 27а“ (а + |в|)*. 
Следовательно, 


2 М (1+1 )* © а , 
а = +в)" 
1 


Точно так же оценивается Г,.'Этим неравенство (1.5) доказано. 

3) Равенство (1.6) следует из пунктов 1) и 2) и из известной теоремы 
Хелли о предельном переходе под знаком интеграла Стильтьеса. 

2. ЛЕММА 1.2. Пусть функция К (а) при -|а|-> со удовлетворяет 


Г 
условию \ 
4 
9 = а ее) 
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_ Положим 


1 (с) = а К (а) е-1а да, 
ух К (4) 4-4). 


—© 


Обозначим, далее, через Ф,,, (<) преобразование Бохнера порядка (Ё - 2) 
функции х (в), т. е. положим 


—и со д т е и 


4 Не ы — Ржу (щи) 
Ф @) — у [ ) :- Соруев "(в 4 + ) Е ТЗ т) 4] 


и через Е,,,(о) обозначим и Бохнера-Стильтьеса (порядка 
Е --2) функции с (в). Тогда функции Е,,,() и Ф,,,(а) будут связаны 
следующим равенством: 


Фи+ (&) = 1 (а) Ел+» (@) + 


А-+1 а] 
+» (—1) С ды, оов и: (а) 4 ЕР,., (@), 4.7) 


т=1 


где И коэффициенты бинома Ньютона, а Ри! (“) — многочлен от а 
степени (К -- 1). 

Доказательство. Определим функцию р,(в) так же, как и в 
предыдущей лемме. Положим 


(в) = И кое, в + 2) 4 


—© 


и обозначим через ФУ), (а) преобразование Бохнера порядка (к -+ 2} функ- 
и 
ции т, (в). Оценим | | си ©) |4. В силу п. 2) леммы 1.1, при больших р 


и 
справедлива. оценка 


и+1 9 
ное < <] | (а) | аа } 12. + а)|4% = 


иг 


= Ик ЗИ кб «см О 1ь а = Офф 
6.8) 
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Из этой оценки следует, что функция <". («) существует. Обозначим 
через Е"), (©) преобразование Бохнера функции р„(»). Как известно 


[см. (3), стр. 127], Ф®, (@) и 2). (@) связаны равенством 


$19, (@) =1() Е, @) + 


+1 Г. С 
ое Ча... 119 (@) Е", (в) 4 Е Р® (@),°° (4.9) 
1=1 0 


где Р®. (а) — многочлен (# - 1)-й степени. 

Предположим, что п-> оо. В силу леммы 1.1 и теоремы Хелли, хи (в) 
стремится равномерно в каждом конечном интервале к *{р.), а В) — 
к В. (а). Если мы покажем, что $ › (а) стремится к `Ф»,› (а), то фор- 
мула (1.7) будет следовать из формулы* (1.9). Но это следует А 
ственно из оценки (1.8), ибо в силу этой оценки, в формуле для Ф®), (а) 
‚можно ‘перейти к пределу под знаком интеграла, и в результате мы 
получим функцию Фх+, (в). 

3. Следуя С. Бохнеру, будем говорить, что функции ф (а) и ф (а) в 
интервале (а, 6) (&-{ 2)-эквивалентны и писать 


$ (8) (0), 


если их разность ф (а) — $`(а) в этом интервале есть многочлен (й-{ 1)-й 
степени. | 

Укажем три следствия из равенства (1.7), играющие в дальнейшем 
существенную роль: 

41°. Есла в некотором интервале (а, 6) функция Езчь(а) (®- 2)-экви- 
валентина. нулю (т. е. есть многочлен (К -- 1)-й степени), то функция 

Фин (2) в интервале (а, 6) такоке (# -- 2)-эквивалентна нулю. 

{ В: самом деле, чтобы проверить: это утверждение, достаточно обе части 
° равешетва (1.7) продифференцировать (й -- 2) раза. Мы получим [см. (3), 
стр. 123, формула (4)] (а<«<5: 


ФЕ (@&) = 1 (а) ВЯ (а), 
‚985 и #ребовалось. 

7. Если в некотором интервале (а, 6) 1 (<) =1, то, какова бы ни была 
Яйнкция Ель (<) в этом интервале, 


А+2 


и (с) >< 


0. 


=— 


\ 


* Из существования пределов Вы 2), (“) и ро ` 9, (*) следует существова- 


Жне. предела Ци Р зы (=) = Ру. 1 (®). Представляя "РВ 1(а) по интерполяционной фор- 


Муле, Лагранжа с произвольными узлами интёрполяции, легко показать, что Ру («) 
‚ сть также многочлен (К +- 1)-й степенм. 
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3°. Если в. некотором интервале (а, 5) 1 (©) =1, то в этом интервале 


&-+2 
из (@) = Е„,,(е). 


Утверждения 2°и 3° следуют непосредственно из формулы (1.7). 


$ 2. Доказательство вспомогательного неравенетва 


В настоящем параграфе доказывается неравенство, которое следует 
рассматривать как некоторое обобщение классического неравенства 
Г. Бора (*). 

ТЕОРЕМА 2.1. Пусть функция о(») удовлетворяет условию (1.1). 
Допустим, что преобразование Бохнера-Стильтьеса функции в (№) в интер- 
вале (—А, Л) 0<Л<!) (Ё- 2)-эквивалентно нулю (т. е. есть много- 
член (К | 1)-й степени). Выберем постоянную величину А так, чтобы 
преобразование Бохнера порядка (Ё -- 2) функции с (в) - А было (Е -+- 2)- 
экввиалентно нулю в интервале * (—Л, А). При этих условиях имеет 
место неравенство 


1 


а +в 


А+ (1) |<, (2.1) 


где М имеет тот же смысл, что в условии (1.1), а С — некоторая по- 
стоянная величина, зависящая только от Ё (и не зависящая от М и А). 

Доказательство. 1. Пусть р„(в) имеет то же самое значение, 
что и в лемме 1.1. В силу леммы 1.2, преобразование Бохнера функции 
г, (р) в интервале (—/Л, А) (й-[ 2)-эквивалентно нулю. Мы докажем 
сначала неравенство (2.1) для функции 


в„ (в) = ( (>). 4 


0 


предполагая, что Л =1. При этом константа С окажется независимой 
также и от п. Как мы затем покажем, общий случай можно свести к 
этому специальному. 

Рассмотрим вспомогательную функцию ф(^), удовлетворяющую сле- 
дующим условиям: 

1) $(—^) =-—$0); 

2) для ^>1 $0) =5; 

3) в интервал (—1,1) $(^) продолжена так, что существует непрерыв- 
ная (к + 2)-я производная функции ф (4). 

Рассмотрим преобразование Фурье функции ф (^): 


‚ О со 


ве == бета ы о 


И доу а 


* Мы увидим из докавательства. теоремы, что это возможно. 
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Так как 


то в окрестности точки а =0 функция 8 (а) ограничена и имеет разрыв 
первого рода со скачком, равным Ут. 

Интегрируя (+2) раза по частям, мы получим, что при |@|-> со 
справедлива оценка 


8 (а) =0 | (2.2) 


2. Покажем, что 


и 


у | #4) 8 (4) 4а = А» + 0,6) 4, (2.3) 


—© 0 


причем постоянная величина _А„ обладает тем свойством, что преобразо- 
вание Бохнера функции 


|2 
АБ-Е 2 (у) & 


0 


в интервале (—Л, Л) (Ё-+2)-эквивалентно нулю. 

Если р„(в) есть конечный тригонометрический многочлен, показатели 
которого лежат вне интервала (—1,1),. то формула (2.3) следует непо- 
средственно из формулы обращения Фурье. Рассмотрим общий случай. 
При каждом фиксированном М р,(р) есть целая аналитическая функция 
конечного порядка. Как известно [см. (5)], можно указать после- 
довательность конечных тригонометрических многочленов 5% (=), кото- 
рые сходятся при №М-—> 0 кр, (1) равномерно в каждом конечном интер- 
вале и показатели Фурье которых лежат вне интервала (—1,1). Приме- 


няя к 5 (в) формулу (2.3), получим: 
Ге С 
УЕ 5+4) 54) 4 = А + (520%. (2.4) 
—с 0 


Полагая М№М-> оо, мы получим из формулы (2.4) формулу * (2. 3) 


* Из формулы (1) заметки (5) и свойств многочленов 5% (и), указанных там же, 
легко следует, что 
и--т 
5 вечны», 
| 


где С от М не зависит. Из этой оценки и оценки (2.2) следует, что в формуле (2.4) 
можно перейти к пределу под знаком интеграла. 
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Из формулы (2.3) следует оценна *: 


ыы О < | 1.644) 18 @) 142 = 


-- 
Хе е 14 — рен 42+ 


4 —1 ©5 „РЕ ) а 
_ РА \ [ре а) [8 (@) [аа <с [р, (а) | аа + 
ео Г=1 Г 
—1 Й ти 7 г+и-+1 я 
+с{ Х те | аа Ури | | < 
и _е бе 7+ 


«ем {азы + ме ЕН иен < 


| И РТТ 
«ом ч1+ Хаген | < 
<смач+1ь|)* 1+2; =| = см а +в. (2.5) 


Эта оценка для рассматриваемого нами случая равносильна оценке (2.1). 
3. Рассмотрим случай Л <1. Предварительно оценим 


и 
1 У 
— } | 4». 
ть, =(х) ы 
Положим 
«О -атыи 
Имеем: 
и и . 
в (У) | 4 = за Ее РЫй < 
ое ) | с (У) [ 4 ИЯ а || у< 
ин 
<С з —_ у) | “< С.М, 26 


где С — некоторая константа. Как показано в работе автора (1), из 
оценки (2.6) следует оценка *: 


ит 


зир \ 


—<<и<о ги 


4<С.М. 


“(5 


* С обозначает константу ве обязательно одну и ту же. 
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Поэтому 


и-1 


у = 


ьь(5) 


зир ие \ 
ооо (4 + | ш|)* 3 


аа (+3) |< 
оо чаИые > АС > 
и-1 
Заем и р \ "|= (5) < 
РА. 
нее в) 


Покажем, что преобразование Бохнера (порядка & +2) функции (№) 
(& + 2)-эквивалентно нулю в интервале (—1,1). В самом деле, если 
6„(в) есть конечная тригонометрическая сумма, то это очевидно, ибо 
эквивалентность нулю в некотором интервале преобразования Бохнера 
для тригонометрического многочлена равносильна тому, что этот интер- 
вал свободен от показателей Фурье многочлена. 

В общем случае аппроксимируем функцию р, (в) тригонометрическими 
многочленами (см. п. 2). 

Пользуясь оценками (2.5) и (2.7), получим: 


и 
1 У 
р А +(е (*)= — 
Неокакоо (4 ВЕТ АЛ Г 
1 
1 у СМ 
<С эр — \ р (х) 4“ <—-. 
поо<ико (1 +180) ГАА 
Заменяя в первом интеграле < на у, найдем: 
г 
1 С С.М 
орт "+4 ( ут 
пы +в |“ - Р.С) А” 
Заменяя т на р, получим: 
1 ( с.м 
зир А +4] У 
Роокико (& + | ШТ" уе ах 
Деля на Л, найдем из последнего неравенства: 
1 |ааь +} < с:м 
зир у) |< : 
сео (4 + ЫЕГА |< дз 


ОБ ОДНОЙ ТАУБЕРОВОЙ ТЕОРЕМЕ 279 


Полагая в этом неравенстве при фиксированном | п-—> со, получим, 
в силу п. 1) леммы 1.1, неравенство (2.1). 
Замечание 1. Неравенство. (2.1) допускает очевидную итерацию. 
Замечание 2. Пусть ] (р) = р с0з Ар, где 0 < Л «1. Непосредствен- ` 
ным вычислением можно показать, что преобразование Бохнера порядка 3 
функции ](р») в интервале (—Л, Л) З-эквивалентно нулю (т. е. есть 
многочлен второй степени) [см. (3), стр. 115]. Далее, имеем: 


АЛ зщ АЛ -| с03 АХ — 4 


х 
(усов Лу ау = а 
0 


Это равенство показывает, что по крайней мере по порядку Л неравен- 
ство (2.1) точно. 


$ 3. Доказательство тауберовой теоремы 


ТЕОРЕМА 3.1. Пусть функция с (р) удовлетворяет условию (1.1). 
Предположим, что, каково бы ни было положителоное число ве, можно 
указать другое положительное число 8 =68(е) и функцию в, (р), преббра- 
зование Бохнера-Стильтьеса которой в интервале (—8, 8) (К + 2)-эквива- 
лентно нулю и которая удовлетворяет неравенству 


1 и-1 
Е в(в) — о, (: : 3.1 
ао! (р) — о, (в)} < е (3.1) 


При этих условиях при |р|—> со 


в (р) =о(|в |"). (3.2) 


оказательство. Положим р, (1) =с (р) — о, (в). В силу оценки 
д 8 8 
(3.1), при |№ |-> со 


[6 (#) =О(е|в["`°). 


Далее, в силу той же оценки (3.1), функция оз (р) удовлетворяет усло- 
вию (1.1) (с константой М + г). Из неравенства (2.1) следует (| |-> оо) 


|1 =О (вв). 


Поэтому при | |-> < 


[2 (6) 15 [8 (5) 1-Е [её 6) 1= 9 (енг 18) + О ев +), 


и, значит, 
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Так как число 8 от № не зависит, а = произвольно, то из последнего 
неравенства следует, что 


что и требовалось доказать 

Замечание. Предположим, что имеется бесконечное множество 
функций с (р), удовлетворяющих условию (1.1). Обозначим это множество 
функций буквой ». 

Если для всех с ©» константу М в неравенстве (1.1) можно взять 
одну и ту же и если число 6 =8 (=) можно выбрать одним и тем же для 
всех функций с6Х, то оценка (3.2) выполняется равномерно, т. е., ка- 
ково бы ни было положительное число 7, можно указать положительное 
число М = М (1), зависящее от 7] и не зависящее от функции с Х, та- 
кое, что если |в| > М, то для всех с» выполняется неравенство 


| (в) |<. 


8 4. Оценка остатка в теореме предыдущего параграфа 


Допустим, как и в предыдущем параграфе, что функция с (в) удовле- 
творяет условию (1.1). Примем следующие обозначения: через э— (91 (в) 
будем обозначать функцию с (р) | Со, где С, — произвольная постоянная 
величина. Через с- Ш (р) будем обозначать неопределенный интеграл 
в—10] (»), т. е. функцию 


и 


\° () “+ Сы + С,, 


0 


где С, — произвольная постоянная, и т. д. 

ТЕОРЕМА 4.1. Пусть функция с(р) удовлетворяет условию (1.1). 
Предположим, что, каково бы ни было положительное число ве <, можно 
указать функцию с.(р), преобразование Бохнера-Стильтьеса (порядка 
&-+ 2) которой в интервале (—е,е) (Ё + 2)-эквивалентно нулю (т. е. 
есть многочлен (К -- 1)-й степени) и которая удовлетворяет неравенству 


1 и-1 


р УИ {5 (в) — в < С.в(+1-—9) @+1, 4.4 


где постоянные С, 0% «< 1, г>.0 (целое) от в не зависят. Тогда среди 
функций с Г-1 (в) найдется функция ву "№ (в), удовлетворяющая нера- 
венству 

ы 


1 — 1 : 

зир о 1 (у) 4< 6, 4.2 

ооо (1 + ||) ** о 

причем постоянная С, зависит от постоянной С из оценки (4.1), посто- 
янной М из оценки (1.1) и числа Ё и не зависит от р. 


} 
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При «== 0 справедлива оценка * 


и 

1 ен 

зи ЕАН 4%<С.. о 
о И ТИ = Е (65 


Доказательство. Положим 
1 
вр — р. (р=0,1,2,.. .),  ор(в) = ва; (в); 


пр (в) = ор (р) — вр—1 (в), по (в) = во (в) 


и рассмотрим бесконечный функциональный ряд 


бо (№) - [1 (в) — о (№)] Е. - - == о (в) + * (2) и ср (р), (4.4) 


Легко видеть, что в каждой точке непрерывности функции с (р) ряд (4.4) 
сходится к с (в) - С. 
Рассмотрим функцию 


пр (в) = овр(р) — ор-1 (в) (р=1,2,...). 


Ее преобразование Бохнера-Стильтьеса (порядка (+ 2)) в интервале 


(- 5р 5) (Е + 2) эквивалентно нулю. Так как 


4 и-1 
У {р (в)} < 


и-1 
вере Лжеьа у и. 
нь Е 


5и — 
и 
#] 


и+1 
ЕЙ СЫ а 
поки (1 +в) в ы 
к. С С Е С 
в 2Р (г+1—а) (&+1) + ОР (т+1—а) (#+1) 7 2т (п+1—9“) (+1) } 


то на основании неравенства (2.1), примененного к тр (в) (гГ—1) раз, мы 
получим: 


1 ии. С 
и (1 + Г |) | Пр (в) < 2 (1—0) + ° (4.5) 
Поэтому ряд 
И (в) + Уф (в) = 8) (4.6) 


р=1 


и 


* При г =0 полагаем, по определению, 


[72 
5 у) = в (и) + С. 
0 


Поэтому оценки (4.2) и (4.3) принимают вид: 


вр и! вр 19196 
с , < . 
и а ыьви-ь 
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сходится абсолютно и равномерно в каждом конечном интервале. Пока- 
жем, что 
— [1 

8 (в) = 9 У. 
В самом деле, если ряд (4.6) продифференцировать (г—1) раз, то мы 
‚ получим равномерно сходящийся ряд (4.4), сумма которого почти всюду 
_ равна о (в) С. 

Остается оценить 


8 (>) 4%. 


Ф— 
= 
| 
[= 
а 
=. 
з 
| 
е 5 


Возьмем произвольное действительное число № и определим целое 
положительное число т из условия 


9-1) (+) = (1 - | во ) < от (+1). 


Положим 


и и. ие 
0“ = о Чо > \= кр И (5) 4+ 
0 


р=1 0 


+ 9 \ кр П () 4 =Р (о) + 0 (во) + В (№). 
р=т о — 


В силу неравенства (4.5), 


1, 
18 (в) < УС 4+1 ева < 
р=т 0 
м К < 1 и 
<-> роза < Св |) а. 
<Са+| |) 4 + во |= Саш |)“. (4.7) 


‚ Чтобы оценить 0 (ро), снова используем неравенство (2.1). Получим: 


Мо 
>79 (5) 4% 


0 


о 


Поэтому 
т—1 
© (во) |< С (4+ ||» 27° +9 СН |) 2" 9 Са [в]. 
р=1 


(4.8) 
Остается оценить Р (№). Так как 
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ну И. 
— бы в а ‹ 
а, РР 


1 и 

+ яр — И {5 (1) — С: 
ооо (1 + |#|)^ и О-о) < 

С другой стороны, преобразование Бохнера-Стильтьеса функции хо (р) 
в интервале (—1,1) (& - 2)-эквивалентно нулю. Поэтому, на основании 
неравенства (2.1) (примененного г раз), 


Ре = |} > 7-9 6) | < Са +1. (4.9) 


Из оценок (4.7), (4.8) и (4.9) следует оценка (4.2). Если ох = 0, то оценки 
для Р (№) и В (№) остаются в силе. Для О (в) получаем оценку 


10 (во) | < С (4+ ||) 2 =С(а + [шт 1) = 


(Е + [| )* а (1 + |во|)- 


Поэтому справедлива оценка (4.3). 

Замечание 1. При г=0 под #(») следует понимать сумму ряда 
(4.4). 

Замечание 2. Пусть рассматривается бесконечное множество функ- 
ций с(р), которое мы обозначим через УХ. Если для всех с@Х можно 
указать одну и ту же константу М в неравенстве (1.1) и если константа 
С в неравенстве (4.1) может быть выбрана независимо от функции сЕЪ, 
то оценки (4.2) и (4.3) выполняются равномерно для всех сЕ», т. е. кон- 
станта С, в неравенстве (4.2) не зависит от сЕХ. 

При оценке повторных интегралов справедливо значительно более 
точное неравенство, чем неравенство, которое получается при помощи 
итерации неравенства (2.1). А именно, имеет место следующий результат: 

Пусть функция с (в) удовлетворяет условиям теоремы 2.1. Обозначим 
через { произвольное натуральное число и выберем многочлен Р; (р) степени 1 
так, чтобы преобразование Бохнера функции 


и 


м = 94) + 2) 


0 


интервале (—Л, А) было (К - 2)-эквивалентно нулю. 
Справедливо неравенство 


Иов) акк (@ +1в1*. 4.10) 


Неравенство (4.10) позволяет значительно уточнить теорему 4.1. 


Поступило 
8. УП. 1952 
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И. М. ВИНОГРАДОВ 
УЛУЧШЕНИЕ ОЦЕНКИ ДЛЯ СУММЫ ЗНАЧЕНИЙ х(р-+%) 


Работа содержит вывод более точной, чем в предыдущей работе (1), 
оценки для суммы значений характера по модулю 4, отличного от 
главного, при условии, что аргумент пробегает числа вида р -+ К, где 
К — постоянное и р — простое, не превосходящее М. 


Обозначения. Примем обозначения: 

с — положительное постоянное, 

= — произвольно малое положительное постоянное, 

4— простое, 4 > со, где с, — достаточно большое, превосходящее 2; 
Х (а) — характер по модулю 4, отличный от главного; А — постоянное 
целое, 0<[#|<со. 

р — переменное, пробегающее простые числа. 

Обозначение А < В при положительном В показывает, что |А| В 
не превосходит положительного постоянного числа. 

Символ № обозначает суммирование, распространенное на заранее 


2 
заданные значения д. 


В моей работе (1) для суммы 


5= Ух Ю 
р<мМ 
получена оценка 
зь 
4 


5 = МЧ" (5). 


дополняющая мою прежнюю оценку (2). В настоящей работе я показы- 
ваю, что некоторое видоизменение метода вышеуказанной работы (*) по- 
зволяет получить и более точный результат: 
Мо ЗЕ 
1-2 а —0,1 
ем: А= (9) М". 
з 5 


ЛЕММА 1. Пусть 1<0<4, 9* <М<а*, 


5= Уу@®хау-®, 


ху<М№М 


где х пробегает все целые положительные числа, не превосходящие Ц, а 
у пробегает некоторый ряд последовательных целых положительных чи- 
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сел, причем $ (2) удовлетворяет условию 0 < (2) < 4" › Тогда имеем 


в т 
=” 74 ап — 4%. НЕ 
ем) + (9) 
Доказательство. Эта лемма есть лемма 3 вышеуказанной моей 
работы (1). 
ЛЕММА 2. Пусть 95<0<М, 0<с<0,5; ‹(<0,<0,50, 
(4) =1, 
5= У зд ых + №), 
ху«<М 
где х пробегает целые числа с условием 0 —И, << 0, а у пробегает 
все целые положительные числа, причем $(2) и $1(У) удовлетворяют 
условиям 


0<5(2) < 9, 0<4 (9) <а°. 
Тогда имеем 


т ее: г 1 
ме РАВ. 


Доказательство. Эта лемма есть лемма 6 вышеупомянутой моей 
работы (*). 
ЛЕММА 3. Пусть =и< 0,1, 0% т е,, Р — произведение простых. 
1 


чисел с условием р< №. Тогда, полагая 


шт 


р= т, М, 


делители 4 числа Р, не превостодящие №, можно распределить среди 
<) совокупностей, причем для каждой совокупности существует 
свое ф с Условием, что принадлежащие этой совокупности значе- 
ния 4 удовлетворяют неравенствам 


$<а< +. 


Для некоторых совокупностей имеем $ < №", для каждой из остальных 
совокупностей существует целое положительное В и две возрастающие 
последовательности чисел х и у такие, что все значения х удовлетво- 
ряют неравенствам 


1 
У ++ 
, 


Мам 


причем все числа рассматриваемой совокупности, взятые каждое В раз, 
и только эти числа получим, если из всех. произведений ту выберем 
лишь удовлетворяющие условию (т, у) =1. 

Доказательство. Эта лемма есть видоизменение леммы 5 
гл. [Х моей книги (3). 

из 

ЛЕММА 4. Путь Н=а*‘, Р’— произведение простых чисел с 

условием р<Н, © — произведение простых чисел с условием Н «р < М. 
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Пусть, далее, $ (х) — функция с условием, что для целых положитель- 
ных х, не превосходящих М, имеем |$ (т) |< Т, и пусть 


5= №4 (р; 
р<М 
о На От ав. 
а,\Р т.>0 а;\Р т; >0 
Чт, ...@зтз «М 
Тогда при некоторых а1,..., я с условиями а. << 1,..., а; <1 имеем 


5 =", +... аз Из + О(ТМН-1. 


Доказательство. Эта лемма есть частный случай леммы 8 


вышеупомянутой моей работы (1). 
3 5 


ТЕОРЕМА 1. При условии 9“ < М <а“ имеем 


з 


Х(рР-Е А) < № д; Д= (44 эр Моя, 
(- 


Доказательство. Положим в лемме 4 ф(р) =х(р- №. Тогда 
будем иметь Т =1 и, следовательно, 


У х(рР-® = И, ++. -+ И’, +0 (МН), 
р<м 


т,= У... Х ХУ в (@,)...в (4) х(ати...4т.+ 1); з=4,..., 8. 
4,\Рт,>0 аз\Ртз >0 
ати ...43 тз< М 


Мы остановимся лишь на оценке У’, так как И',,...,И/; оцениваются 
аналогично. 
При каждом ] =1,...,8 мы разобьем значения 4; на совокупно- 


сти, как указано в лемме 3. Значения т; мы также разобъем на 
<< ш М совокупностей так, что к одной и той же совокупности будут 
принадлежать значения т;, лежащие в интервале вида 


М,<т< М; М, <2М,. 
Оценим часть Из суммы И’;, отвечающую области вида 
1 <а < Я" ., < 4% < Е; ЕР = ф1+%, 
(4) 
М. <т<М,,..., М. <т, < Мо. 
Очевидно, 


11 = | ХХ... ХХ х(@ь .. авт, + № 


фт. ... @ть «М 


где суммирование распространяется на область (1). 

Не нарушая общности доказательства, можно предполагать, что числа 
М:, ..., Мз расположены в неубывающем порядке. Ради краткости 
положим М:... Мз=М, $: ...$=Ф. 
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Если МФ < МА, то, очевидно, 
И’, << №+* АД. 
В дальнейшем будем рассматривать лишь случай МФ`>> МА. 
о 


Если М, >4*, то согласно известному закону распределения харак- 
теров, замечая, что призведение 4, ... т, ... т’ пробегает лишь 
2 
в. 
числа, меньшие № °, получим 


’ ЕЕ Ь = 
И’, << М“ а  Учша< МА. 


2 


1 
Пусть № «М, < 49°. Тогда, применяя лемму 1, находим (полагаем 
у = тв) 


1 1 
т 8 
иене (9) + (#)*) «ета, 


= 


| 


Пусть М<М№° °*. Пусть В — наименьшее целое число с условием 


Мф... 91 М = №8 


мы будем иметь Фв > М" и, следовательно, согласно лемме 3, сущест- 


вует целое положительное] Ви две 'возрастающие последовательности 
целых положительных чисел 5 и у с условием 

1 
ее 


№ << М 


такие, что все значения 4; выбранной совокупности, взятые каждое В раз, 
получим, если’из всех произведений ху выберем лишь те, которые удовле- 
творяют условию (т, у) =1. Положим 


ИЕН. Та, -,@в1, <= Чат... Я. 


Очевидно имеем 


[Ив | = 


Ув УХУ Ухо што, 


мЕ по < №-* 


где ‘с пробегает целые положительные ‘числа, а & и\ при данном в 


пробегают частные от деления на с чисел х иу, кратных с. Пусть 
К определяется сравнением 


5? о == К (11094). 


Тогда часть ИУ (с) суммы И’; , отвечающая данному значению с, будет 


< УХУ Уи ит + 


мЕ по < М№- 


Но каждое свое численное значение х, произведение и пробегает 


и“ 
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<< № раз; равным образом, каждое свое численное значение % произ- 
ведение 2 пробегает << № раз, причем 


+ 


= 
М’ < ЕМ р 
и вместе с тем, согласно определению 1, 


Е 


№ 


В 
8 


4 
ат 
И 


Но последний интервал можно разбить на < ш М интервалов вида 
И— О. < < 0, где се0 <0,<0,5(, 0<с< 0,5. Применяя к каждому 
4 Е 


8 


такому интервалу лемму 2, получим при № >> 905 с 


4 
0,5 с М5 с? 


У (с) < № -2 10°" п № ай -Н ом + — =. МТ ев Ас 3 
8 


№5 


И 
2 


что, ввиду очевидного неравенства И’ (с) << №1" 0-2, верно и при 


4 1 


5 8 
М№ < 49'5°. Отсюда, суммируя по всем с, получим 


Илл. 
Е ы 
Пусть теперь М> М№М° 3, но произведение М”= Мэ+1... Мз всех М;, 
Е Е о 
превосходящих М№М*, будет < №’ *°. Тогда среди чисел М‚, ..., М, 


найдется единственное В с условием 


НЕ 


№5 


в га 
8 5 


ИЛА, АР (2) 
Применяя лемму 2 (полагая х = 5+1... Тзт....тТь и разбивая, подоб- 
но’тому как при рассмотрении предыдущего случая, интервал значений 
для х на более мелкие), получим 


й. СВ 
ы Е10 а №5 Л Е1о 
й’ < Мм + А А. 
№0 
: Ки с 
Если М№° *°<М<М№,, то, применяя лемму 2 (х=т,...ть, 
получим 
У, << № +4 А. 
Е 1 
"Если №" <М,< М№* то, полагая М, = (ФМ... ии; у = тв 


(имеем ху < М!,) и применяя лемму 2, получим 


ре 
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ть. 
’ З = 
чел" п «мА. 
т 
№5 М, 


1 
Если при М.< М" не менее двух сомножителей М; числа М” 
1 


будет <№*, то, полагая у = ТВ+1 +2 И т: подобно тому, как 
в предыдущем случае (№М* < Мы Мз+ №3 ), получим 
И << № А. 
4 


5] 
Далее, рассмотрим случай, когда М> №", М, <М® илишь одно 
1 


из чисел Мв+:,..., М 8 ООоВАеАЕИЮ Мв+1) меньше М*. Произведение 
1 


‚ Мвз..:Мз будет > М 5 и, следовательно, состоит не менее чем из 


четырох о Полагая 5 = тыт‹т.т, и применяя лемму 2, 
з ы 
получим (м? <М,М. М.М. < М’) 


И’: < мМ+** А. 


1 
’ Наконец, случай, когда Мз+, > №%, рассматривается подобно пре-‘ 


‚дыдущему (х = тутзт-тз). На основании всего доказанного мы и убе- 


ждаемся в справедливости теоремы 1. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть п — делитель числа 4 — 1 с условием 1 <п< 9—1 
и пусть $ — одно из чисел 0, 1,..., п 1. Тогда для числа Т. чисел 
вида р-+ К с условиями 


р<М, ша(р- ®)==$ (то4д п) 


имеем неравенство (значение А указано в формулировке теоремы 1): 


т, — т (М) < МА. 


Доказательство. Доказательство этой теоремы аналогично дока- 


и зательству теоремы 2 вышеупомянутой моей работы (1). 


Поступило 
7. У. 1953 
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Р. Л. ДОБРУШИН 


ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ ЦЕПИ МАРКОВА 
ИЗ ДВУХ СОСТОЯНИЙ 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе дается исчерпывающее описание предельных распределе- 
ний для числа попаданий в одно из состояний однородной цепи Мар-` 
кова из двух состояний. 


$ 1. Постановка задачи 


Рассматривается однородная цепь Маркова с двумя возможными 
состояниями системы ©: и @., заданная матрицей вероятностей пере- 


хода 


ра | 
в- (# *), (4.4) 


тде р+-а=р-9=1, р— условная вероятность перехода за один шаг 
ИЗ ©: В ©:, Ч— из ©: в ©», 9—1 бв бир из ©, в @:. Слу- 
чайная величина &„ — число попаданий в состояние 4. за первые п 
шагов при условии, что на первом шагу система находилась в @1,— 


имеет следующее распределение: * 


т [5 —= т} — № бы СА рии те ет т 
А=0 
У бир боиар" И р" " "Ч (т 1). (4.2) 
Ё=0 


Действительно, #-й член первого ряда равен вероятности того, что 
и =т и система сделала &--1 переходов из ©: в ©. и Ё переходов 
из 62 В б., а Ёй член второго ряда равен вероятности того, что 
„= т и система сделала Ё переходов из @: в © и К переходов из 
©з В ©1. 

Еще А. А. Марковым (5) было показано, что при постоянной мат- 
рице Р, не содержащей нулевых элементов, и п-> со случайная вели- 
чина „, при соответствующей нормировке, имеет асимптотически нор- 
мальное распределение. Аналогичная локальная предельная теорема 
впервые была доказана Пеппером (8) при помощи прямых асимптотиче- 


* Для общности записи полагаем бра 0 при ё зи 0% = С = при $ >0. 
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ских вычислений выражений (1.2). Она следует также из доказанной 
другим методом А. Н. Колмогоровым (3) общей локальной предельной 
теоремы для цепи из /М состояний. Купманом (4) была рассмотрена 
схема, обобщающая известную теорему Пуассона. Он изучил предельное 
распределение величины Ё», соответствующей п испытаниям в цепи 


с матрицей 
ре ( —) 
9» Р» 


тде 9,„.п—>а «о ир,-> р< 1 при п- со. Это распределение выражается 
через полиномы Лагерра [см. (1.5)]. Позднее мы укажем его простой 
вероятностный смысл. 

А. Н. Колмогоровым был поставлен вопрос об отыскании всех рас- 
пределений, к которым могут сходиться распределения последователь- 
ности соответствующим образом нормированных величин ® при п- со 
и матрице вероятностей перехода, меняющейся вместе с п. В случае 
испытаний Бернулли (в наших обозначениях р=4, 4= р) такими рас- 
пределениями будут только нормальное распределение, распределение 
Пуассона и распределение, дополнительное к распределению Пуассона, 
соответствующее случайной величине п — 6, где ( распределено по за- 
кону Пуассона. Это было показано Козуляевым (*). В общем случае 
цепи Маркова имеет место следующая 

ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА. Пусть матрица вероятностей перехода 
Р является функцией от п и пусть случайная величина Е» соответствует 
цепи Маркова с матрицей Р (п); тогда последовательность ‘распределений 
вероятностей соответственны.м об разом нормированных величин Ё„„, может 
сходиться при пь—> со к собственному предельному распределению в том 
и только в том случае, когда выполнено хотя бы одно из условий 


р) — 25): 


р) рпк>а<о; 

`Р2) р->0, рпь> о; 
р3) р>р<1, 9>4<1; 
24) 9—>0, ап оо; 
р5) Чпк>а<о 


‘и, вместе с тем, хотя бы одно из аналогичных условий р1) —рР5), нало- 
женных на р, 4. 

В схеме 1 указаны номера распределений, получающихся при раз- 
личных комбинациях условий р1) с условиями р]). Распределения 1—УП 
описываются далее. 

В случаях ТТ — У и УП предельное распределение не зависит от под- 
последовательности их. В случае УП получаются два предельных рас- 
пределения: одно для четных Их, другое для нечетных. 


Т. Если 4п> 0, 9п> со и шах (пр, пр) > со, то 


а ее 
у <] - \ е . (1.3) 


ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ ЦЕПИ МАРКОВА 293 


Схема 14 
Условия 
нар р! р2 р3 р 4 т5 
Условия рт >а<о® р—>0 р—>р<! а-—>0 дп —> а< о. 
нар рп —> со а>а<1 т —> © 
Р5 91 оо И и П 1У УП 
а—>0 
р4 в 1 1 1 1 У 
ап —> со 
РЗ и 1 | 1 1 Ш 
9 
= р=0 
22 5$ 1 1 1 1 Ш 
ри -—> оо 
| 
Р1 рп о У1 1 1 1 Ш 
где 
—. Те . : 
4+9 (а а) 
П. Если 9156 и р>р<1, то 
1-БЬ 2. 
Ра (ве У: | ИЬ —. г (1.5) 
1<&<х Р 


где Гл (%) — полиномы Лагерра: порядка Ё [см. (`), стр. 575], определяе- 
мые производящей функцией 


и к у Гл (80) 5*. (1.6) 
И=— 


Это распределение было получено Купманом [см. (“)]. Оно может 
быть описано как распределение суммы & +. --- 6, случайного числа у 
одинаково распределенных случайных величин (:;, причем у — 4 распре- 
делено по закону Пуассона с параметром 6, а (+ имеет геометрическое 
распределение с параметром р, т. е. 


Ра = =р’ "(1—Р), №>1, если р+0, 
Р{&=1} =1, если р=0. 


Величины у и С; независимы в совокупности. Возможность такого опи- 
сания вытекает из того, что система «почти все время» проводит в 62 
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и лишь «изредка», по закону Пуассона, попадает в ©:. Попав в @:, 
она остается там случайный промежуток времени, распределенный по 
геометрическому закону. Дополнительное слагаемое (, возникает из-за 
того, что в начальный момент система находится в @:. Распределение 
Купмана представляет собой одно из обобщенных распределений Пуас- 
сона, {введенных Хинчиным [см. (8)]. При р=о0 оно превращается 
в распределение величины у-- 1, где у имеет обычное распределение 
Пуассона. 


Ш. Если 4п->а` с ир>р<1, то* 


Ре У | | ее та {- =. (1.7) 
х>-х Р Р 
&>0 


Это распределение было также получено Купманом (4). Оно совпа- 
дает с распределением случайной величины — ($ -+...-- С), где (; имеют 
геометрическое распределение с параметром р, у — распределение Пуас- 
<сона с параметром а и все величины (+, у независимы. 

ТУ. Если 9%>5< оо, 9-0, но 4п-> с, то 


Р{4&< 1} = Е (т), (1.8) 
где 
ЕР (5) =0 при х<0, 
Е (2) = 2 +ч) 1, (2/5) аи 
и где 
со 2А 
То (&) = > пн(>) 
Ао 


— функция Бесселя порядка 0 от чисто мнимого аргумента. Е (5) яв- 
ляется функцией распределения суммы (, {...-- 5 случайного числа у 
независимых случайных величин (+. Величины ( имеют показательное 
распределение с параметром 1, т. е. 


ВИЗ] 2 


а у— 1 — распределение Пуассона с параметром 6. Вероятностный смысл 
случая ТУ тот же, что и случая П, но только геометрическое распре- 
деление для длины серии пребываний в ©: переходит в свой непрерыв- 
ный аналог — показательное распределение. Распределение (1.8) также 
представляет собой обобщенное распределение Пуассона. 


У. Если 4п>а<« оо, 4—0, но 4п-> со, то 


Р{4®-—&) <=} 5Ё(2), (1.9) 


* Для общности записи полагаем Г, (4%) = 0. 
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где 
— о — 
Е (52) = \ те ед „П (2У — аи) 4и при х<0, 
Ё (2) =1 при х>0 
и где 
е 1 % \2А+1 
Г, ея ИЕ (7) 
=0 


— Функция Бесселя порядка 1 от чисто мнимого аргумента. Е (2) яв- 

ляется функцией распределения случайной величины — ($3 +... 5), 

где 3+ имеют показательное распределение с параметром 1, у— распре- 

деление Пуассона с параметром а и все величины у, (+ независимы. 
УТ. Если рп>а< о, рп>Ь« о, то 


Ри] 5 5 о И 


= 
2 
(1.10) 
пЕ+1 
р, — : <=\ 5 Г (Пе =ак- Ой 4..}, 
у Е 
ь 
где 
И СИ р | 
ж= (+ е * Гь (У 45) приа-0, 6+0, 
мы 
ие", 20; ,=0, &<0, при 550, (1.44) 
5е5 
РЕ, й>.0; г. =0, №0, при а=0 


и 1, (0) — функция Бесселя от чисто мнимого, аргумента порядка К 
[см. (7), стр. 542], определяемая рядом 


1=0 


= 4 #421 
Те (&) = >» пери (>) ` (1.12) 


Распределение (1.10), соответствующее четным и, совпадает с рас- 
— 1 
в ‚ а соответствующее нечет- 


Е —Е 
ным — совпадает с распределением величины ь 5 а ‚ где & имеет рас- 


пределением случайной величины 


пределение Пуассона с параметром >, а & — с параметром —- и где 
величины & и &, независимы. Возможность такого описания следует из 
того, что «в основном» перемещение системы представляет собой детер- 
минированное чередование состояний @1, 6», Ф1, ©з, Фь... И ЛИШЬ 
изредка происходят случайные задержки в @: (число их &) ив ©, 
(число их &). Распределение (1.11) мы будем называть сдвоенным рас- 
пределением Пуассона. 
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УП. Если 4п>а<« с, 41п>5« о, то 


р" #520, 
где 
В (2) =0 а 20 


Р (2) = т 1—9 [а1, (2Уам ав -+ 


ти о (1.13) 
ЕЙ 2Уаыа — 1) 4 при 0% < 1, 
#@)=4-=6е 9, 


РА призе 


и где Г, (%) и Г, (%) — функции Бесселя от чисто мнимого аргумента ` 
[см. (1.12)]. Непрерывным аналогом рассматриваемого случая является 
марковский процесс, при котором система за время 4 с вероятностью 
а 4 переходит из ©, в Фо если она была в ©:, и с вероятностью 
Ь 4 — из @> в б1, если она была в @›. Часть времени, проведенная си- 
стемой в @., если вначале система была в ©, и всего прошла единица. 
времени, имеет распределение Л (5). В такой постановке эта задача 
решалась в 1950 году на математическом практикуме МГУ студентами 
Ф. И. Карпелевичем и В. А. Успенским. Ими и было впервые полу- 
чено распределение (1.13). 

Во всех остальных случаях, кроме перечисленных в 1Т— УНП, последо- 
вательность случайных величин б„, ни при какой нормировке не стобится 
при пь—> со к собственному предельному распределению. 

Кроме сформулированной выше интегральной предельной теоремы, 
интересно доказать также и обобщенную локальную предельную теорему, 
т. е. найти «полный набор» асимптотических выражений для отдельных 
членов распределения вероятностей величины &,. Чтобы уточнить поня- 
тие «полного набора», А. Н. Колмогоров предложил рассмотреть в ка- 
честве меры расхождения между распределением вероятностей {р„}, 


сбое @ Е аппроксимирующих выражений * 
{"„} величину р ({р„},{"„}) = У |Р„-— т» |. Введенное так расстояние 
ТП 1 


со 

превращает множество последовательностей {т„} © У, [т„|< со в мет- 
тТ=1 

рическое пространство. 


Естественность и удобство введенного расстояния подтверждается 
тем, что если у — целочисленная случайная величина с распределе- 
‚нием вероятностей {р } и (— целочисленная случайная величена с рас- 
пределением {9„}, то 


р (1,  =Р({Ри}›{9,.}) = шах |Р 964} —Р(С64}|, (1.14) 


со 
* Мы не требуем, чтобы 2. пи = 4. 


т =1 
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где А — всевозможные подмножества натурального ряда. Так как един- 
ственным способом отличить при статистическом наблюдении два рас- 
пределения является сравнение числа появлений некоторого связанного 
< ними события А, то величину р (1, ) можно считать мерой статисти- 
ческой различимости двух распределений {р„} и {4„}. Кроме того, из 
(1.14) видно, что если последовательность величин 7, при соответствую- 
щей нормировке имеет некоторое предельное распределение и р (7„, $) > 0, 
то и последовательность случайных величин (, имеет при той же нор- 
мировке то же самое предельное распределение. 

Задача нахождения полного набора асимптотических выражений для 
исходных вероятностей (1.2) сводится таким образом к задаче нахожде- 
ния относительно простых аппроксимирующих выражений т, (п; р, р) 
таких, для которых 


Р({Р., (0; р, Р)}, {= (п; р, Р)}) = У |Р„ (в; Р, В) —*и (п; р, Р)|->0 


ТИ=1 


при п-—> со равномерно по ри р, где 1 р>0и 1> р>0. Эти аппро- 
ксимирующие выражения могут быть получены из предельных распре- 
делений 1 — УП путем отбрасывания нормировки и перехода, когда это 
нужно, от непрерывных распределений к соответствующим дискретным. 
Разным предельным законам будут соответствовать разные аналитиче- 
ские выражения для т, (п; р, р) (см. схему 2). Единственным исключе- 
нием является то, что случаи П и ТУ (аналогично Ши У) будут давать 
общее выражение для {п}. Это слияние происходит из-за того, что 
дискретным аналогом показательного распределения является геометри- 
ческое распределение. 

ЛОКАЛЬНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА. Пусть аппроксимирую- 
щие выражения пи (п; р, р) выб раны следующим образом: 


Схема 2 


р 


Точка единичного квадрата с координатами (р, р) соответствует мат- 


рице Р = Е т) : 
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1. В центральной части квадрата, задаваемой —неравенством 
шах (р, р) > п "13 прир< Ч, р<1|,, неравенством 4 >> п! при р < 1|,, 
9<!|., неравенством 9 %п-—"з при а<1., р<\[. и неравенствами 
42 по, а> п-9/11 при 41, «Ч, положим 


_ (т-®М)* 
пи (п; р, р) = т и (1.15) 
где 
ТИ (4.46) 
+4 (9+9) 


_ ПШ, М. В. области, где а» пов! и 94<п"!3, ели р<|,, и 2где 
9< п ®\, если р> 1], положим 


хо (п; р, р) = 46 "1-1 (-—19"—). р", (1.47) 


где Гл (2) — полиномы Лагерра [см. (1.6)]._ 
Ш, У. В области, где а>п Ч и 4<п"3, если Р<1,, и где 
9<п */\, ели р>!|., положим 


по р рунет [1 и (4) +1, „а (-- "р". (448) 


УТ. При р< п", р< п" положим 


тон _ т и ЕВ" === 
по (т ре "(2)" "1 (ВУ р) + (2) * гы УР) 
Р Р 
где тит- 1 — два целых решения уравнения | =2т, [ ] — знак 


целой части и Ть (®) — функция Бесселя [см. (1.12)]. 


УП. При ап, дп в и ша (4, 9) п положим 


пт (п; р, р) = ете-@"-т [ 41, (2 Уат (и = т)) + 
уе: в (2Учт(®—т))|, т-п, (1.20) 


жь (п; р, рр=е “. 


Тогда 


в ({Рт (п; р, Р)}, {Ст (п; р, Р)}) = 
ме —. — 1 3] 
= У |Рм (п; р, Р) — пи (п; р, ро.) 0 (1.24) 
Т=1 ы 
при п—> со равномерно по рир *. 
* Под О(х) мы будем здесь и в дальнейшем подразумевать функцию, для 


которой существует с ›>0 такое, что |О («) | са при достаточно больших пи при 
всех значениях параметров, от которых зависят О («) и «. 
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Выбор границ действия отдельных предельных законов, указанный 
в теореме, не является ни единственно возможным, ни наилучшим. 
Он сделан так (см. $ 8), чтобы, исходя из остаточных членов отдельных 
предельных теорем, доказанных в $ 3—7, получить максимально быстрое. 
стремление к нулю в соотношении (1.21). Однако при доказательстве 
этих отдельлых теорем мы не стремились к максимальной точности 
остаточных членов. Поэтому порядок стремления к нулю в (1.21) может 
быть значительно усилен. 

В $2 доказывается обобщенная локальная предельная теорема для 
случая независимых испытаний. Результаты этого параграфа имеют 
самостоятельный интерес, а также используются в дальнейших доказа- 
тельствах *. 

План дальнейшего изложения состоит в том, что сначала доказы- 
ваются локальные предельные теоремы для сходимости к отдельным 
распределениям: в $ 3— к распределению Купмана (случаи П— У), 
в $ 4 —к сдвоенному распределению Пуассона (случай У), в$ 5 — к рас- 
пределению Карпелевича-Успенского (случай УП), в $ би 7- к нор- 
мальному распределению (случай 1). При этом в $ 6 используются методы 
Пеппера (©). 

В $ 8 объединяются результаты предыдущих параграфов и затем 
доказывается локальная предельная теорема. В $ 9 на основе результа- 
тов $ 3—7 доказывается интегральная предельная теорема. 


8 2. Случай испытаний Бернулли 


Рассмотрим п независимых испытаний Бернулли с вероятностью 
успеха р. Пусть (п; р) — число успехов в этих п испытаниях и 


Ри (п; р) = Р{& (п; р) =т}. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть 


(т—пр)* 
4 — тра _ 
пт (п; у. за (2.1) 
и 
Р>1(п)|[п, 4=1—Рр>т(п) [п, (2.2) 
где 1 (п) —> со при п-> со. Тогда 
2 11'/3у 
:р- р) | == =}. 2.3} 
У рн (и р) — наз ру (т) (2.3) 
т=о 
Если, кроме того, 
А 2.4 
Я и 
и || <6(п), где 
0, во (2.5) 


Ут (п) 


* Более точные результаты для этого случая получены Ю. В. Прохоровым ( 
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при п-> со, то 


ри (пр) = уе" +0 83 [1'%. (2.6) 


Доказательство. Как известно, 
ИО (2.7) 
Предположим сначала, что |2|<8(п), где 8(п) удовлетворяет усло- 


вию (2.5). Тогда т — пр и п т — п4. Поэтому, применяя формулу Стир- 
линга 


№ = У2тА.№е * [41 + О (1 [№], (2.8) 
получаем: к 
ВВ И И +0411. 9 
Далее, 
НЕЧЕЕ а а 
И (1+2И 1.) "(1-2 *) "= 
= и +0 и) (2.10) 
Наконец, | ; 
тт Е ти” а (9) | я) 5 


= ехр [[ир-+ 2 пра] |-- г. +55 +06@/1^)] + 


+ [9—2 Ия] | И 2+2 +063 /1*)] = 


= ехр {— 1*/2 О (83 [ 1) О (6* [1)} =е** [4 - О (68 [1*")]. (2.44) 
Соединяя (2.9), (2.10) и (2.11), получаем (2.6). Оценим теперь 


(р и (2.19) 
12 [58(®) Ура |8) 


Соседние члены ряда (2.12) соответствуют тем х, которые отличаются на 


т . Их отношение равно 
У пра 
(х+Дх) 55% А (Ах)* 
т О (2.13) 
Поэтому ряд (2.12) может быть мажорирован геометрической прогрессией 
6 
1 7 ВА 
< первым членом ——е “ и знаменателем е-8Ах. Суммируя эту про- 
У 2тпра 5 
грессию, получаем: 
их: нь 
Ве 4 о. 8 Усе о 
к п, < О и = 20 1 
т (п; р) Ужтпра 1—е 54 У 2=пра ( 5 и лы 


1х [>6 (п) 
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Если положить 8 (п) = (2 11)", то из (2.6) и (2.14) вытекает: 


У [Рп (п; Р) — пм (п; р) |< ы [Рт — тт | р Пт Е д Рт = 


т=0 | х [<6 |<] >5 1х1 >6 
3 [2 
а у (2.15) 
|<] >58 


у’? 


Остается оценить эту последнюю сумму. Рассмотрим отношение 


у 
пе: ыы та 
м отр т—1 т РГ 1—2 я (2.46) 
Г. р стртоп-т Г = = . . 
т, ира 9 т НЕ 
пр пр 
При всех т, соответствующих 58 (п), имеем: 
а ый 
И, .. 
Иа (2.47) 
—= — 3! : 
1 Ри (И =+И2)+ = 
Рт пр па пр 


Поэтому если ряд ла Р„› ГДе то соответствует х=08(п), заменить 


т>пть 
геометрической прогрессией со знаменателем тах РР и первым 
т> то 


членом Рт › ТО 
о 


я 5 

2 = 

У р.=р0 ти = 0) =е 8 0(1/8), — (9.18) 
т>ть 

так как при т = т, еще действует оценка (2.6). Аналогично оцени- 

ваются члены, соответствующие х< — 6 (п). Положив 6 (п) = (2 ш 7)”, 
получим, что 

Уер, =О У; (2.19) 


|х|>6 


а из (2.15) и (2.19) вытекает утверждение (2.3) теоремы. 
Перейдем к уточнению теоремы Пуассона. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть 


пи (п; р) = ет" (2.20) 
Ил 
А (2.21) 


где 1 (п) =О(Уп), но 1 (п) > со. Тогда 
У [р (п; р) — пи (п; р)| = о("+—"). (2.22) 
т=0 


2 Известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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Доказательство. Положим 8 (п) = тах (е?1 (п), шп) и примем 
сначала, что т < 0 (п). Обозначим рп =а. Тогда 


у (п; р) = ты А 
в" В 
(2.23) 


Оценим отдельные сомножители: 
ее ба 


<50] <50)-0@) ео 


Е ` т? 1 
так как С» «т и при достаточно большом п величина ть Ана- 


логично, 
Ее 


Наконец, так как при х-—>0 


1 


е(1—2)* = р [1+ ша — =) } -ехр {1+ 1[-2+0(2))]} =1+0(8) 


(2.26) 
и так как = —0 при п-> со, то 
=)’ “ноу 
=1+0(=). (2.27) 


Предпоследний знак равенства вытекает из оценки, аналогичной (2.24). 
Собирая (2.24), (2.25) и (2.27) и сравнивая с (2.23), имеем: 


ри ( р) = ще“ [1+ 0(*)]. (2.28) 


Оценим «хвост» распределения Пуассона 


со т 
те: © 2.29 
р т! ( ) 


Отношение т-го и (т— 1)-го членов ряда (2.29) равно 
т <118 51|. 


Поэтому, заменяя (2.29) геометрической прогрессией, получаем, что 


т 5 
УХ ше =0(5 =“). (2.30) 
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ей сени дачи р 


Применяя формулу Стирлинга (2.8), имеем: 


а8 ае 
= у ($) +01 =0(е-°), (2.31) . 


так как ае [5 <1е/5<е\. Значит, 


Хтее = О (ее. (@.32) 
тТ= 
Далее, из (2.23) видно, что 

Ри (п; р) <= 


и поэтому из (2.32) вытекает, что 
У ры (в; в) =0(е 3). __ 


Так как 8 (п) > шл, то из (2.28), (2.32) и (2.33) следует, что 


У рн р — = (р < Ур, — „|+ Ух, Иа 0(°. =), 


т=1 т=1 т=б 


что и требовалось доказать. 

Если применить те же рассуждения к числу неуспехов, то нами 
будет доказана 

ТЕОРЕМА 3. Пусть 


то (0; р) = Ч" те-т при тт, 
и пусть 
4 <т (п) [п, (2.35) 


где 1 (п) =О(Уп), но 1 (п) -> сю. Тогда 


со 2 $ 1 
У [рн (п; р) — "(т р)| ="). (2.36) 
т=9 
Если выбрать л„(п; р) по формуле (2.1) при рп" ит" 
по формуле (2.20) при рп" и по формуле (2.34) при 9 п", то 
из теорем 1,2 и 3 следует, что в этом случае 


ы и 
УР» (п; 2) — ти (п; а - (2.37) 


в 
т=9 5 


п 
Естественность* нашего выбора границ действия нормального закона 


* Как мы уже отмечали в $1 (см: стр. 299), уточнив теоремы 1, 2, 3 и в с0- 
огветствии с этим по-другому выбрав границы действия отдельных законов, можно 
значительно усилить утверждение (2.37) (см. сноску на стр. 299). 

9* 
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и закона Пуассона подтверждается тем, что если обозначить эту гра- 

ницу через х(п), то скорость стремления к нормальному закону 

«в основном» равна. (х-7)-"*, а к пуассоновскому — х?п. Приравнивая 
1 


и 
(Х:п) “= у’п, 
получаем, что 


$8 3. Сходимость к распределению Купмана 


ТЕОРЕМА 4. Пусть 


=. Е. и 
пи (7; р, Р) = Че “Гира (- 44). р”-ь (3.1) 
где Гл (&) — полином азерра порядка Ё [см. (1.6)], и пусть 
<1т(п) [п, а> В (п) [ п, (3.2) 
где 1? (п) [В (п) —>0, но т ре при п-> со. Тогда 
— . № т у? + 12 
Хр: р, В) — <, (5, В] о"), (33) 


где ри (п; р, р) — вероятность т попаданий в ©., задаваемая формулой 
(1.2). 
ТЕОРЕМА 5. Пусть* 


(р ре | 14.-„(-- "4 д") 5" 89 


и пусть ) 
9<т(")/п, 9>8() |п, (3.5) 
где 1” (п) [В (п) ->0, но 1 (п) -> со при п-> со. Тогда 
ее О 
Ут, (пу рр) — пи (в; р, |= (м). 8.6) 


Предпошлем доказательству сформулированных теорем две простые 
леммы о нашей метрике пространства распределений. 
ЛЕММА 1. Если у и С—0ве целочисленные случайные величины, то 


[= 


р(,9= > |Р{=т} —РК=т} |< 2Р{1+3. (3.7) 


Доказательство. Очевидно, что 
|Ри=т} РЕ =т) | «Ри=т, + т) Рим, т). 


Просуммировав по всем т эти неравенства, получим (3.7). 
ЛЕММА 2. Если 


аи чаев 
=. о, _ 


* Мы считаем Г, (8) =0. 
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где т,, С, — целочисленные случайные величины с общим распределением, 


ушу — положительные случайные величины, 1, (=1,..., 00), у незави- 

симы в совокупности и ©, (1=1,..., со), У независимы в совокупности, то 
`.2 / 

в (1, ) <р(», у). (3.9) 


_ Доказательство. Имеем: 


УР{я=—РК= |< У|Р=Ьт=й} РУ =Ьс=А|< 
Е А,1 
<УРо=ПРи=й [= -РУ=ОРИ=Е/У=1 |= 
К, 1 | 
= УРА =ИРЬ=А Ру =1|= УР =й-РЫ = |= 
К,1 | 
= (, У). 


Доказательство теоремы 4. Кроме величины & — числа по- 
паданий в ©: за первые п шагов, введем случайную величину а 
число попаданий в ©, до того момента, когда произойдет (п- 1)-е 
попадание в 62. Очевидно, что 


Иы = о 0% 


где с; при #>.1 есть число моментов времени, проведенных системой 
в ©: между {-м переходом из фо в би (-+1)-м переходом из @, 
в 6», а <: — время, проведенное системой в &: до первого перехода 
в 6›. Случайная величина у равна числу переходов из ©. в ©, за 
первые п попаданий в @э. Величины ,,..., с, у взаимно независимы; 
случайные величины о; имеют геометрическое распределение 


Ра; =] == р", 


а величина у может быть интерпретирована как число успехов в П неза- 
висимых испытаниях и имеет биномиальное распределение 


ооо". 


Пусть в имеет пуассоновское распределение (2.20) с параметром 9п; 
тогда, по теореме 2, 


р(м, в) = ое"). | (3.10). 
Так как 9<1, то из (3.2) следует, что без ограничения общности 
‘можно ‘считать 8 < п. Поэтому 1? | п—> 0 и условия теоремы 2 выполнены. 
Применяя лемму 2, мы получаем из (3.10), что 


(п, 6) = (РЕ), вии) 
где | 


бы -— бо | я о бу. (3.12) 
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Чтобы свести изучение искомой величины „ к изучению %»„, нам 
остается, согласно лемме 1, оценить Р {» = *\»}. Разность т» — &, равна 
числу попаданий в ©; за испытания с номерами п 1, п-+2,..., п- м, 
причем за эти испытания произошло „ попаданий в ©». Разность "м — би 
может не равняться нулю только в том случае, если: 

1) за испытания с номерами п-- 1,.... п-+ тю произойдет переход 
из @1 в @2 или 

2) результатом (п + 1)-го испытания было >. 

Так как число попаданий в @з за испытания с номерами п -{-1,...,п- тм, 
равное Ё„, не зависит от результатов этих испытаний, то при- 
применимо тождество Вольда [см. (1), стр. 333]. По этому тождеству, 
математическое ожидание числа переходов из @. в ©: за испытания 
с номерами п | 1,..., п -- "м равно МЕ» < 9М чи, так как всегда \м > &,. 
Но 

Тт = 0 `.: +5), 


и снова, по тождеству Вольда, 
Мтт = (Му + 1) Мо: = (ап + 1) 4 /9. 


Но для неотрицательной целочисленной величины математическое ожи- 
дание ее не меньше вероятности того, что она не равна нулю, поэтому 


РЕ 1} ОМ +. < О фы, (3.13) 


тде и — вероятность того, что результатом (п -+ 1)-го испытания было фо». 
Эта последняя вероятность и = и, +и.-+..., где и; — вероятность того, 
что попадание в ф. на (п {+ 1)-м испытании является 1-м в непрерыв- 
ной серии попаданий в @.. Очевидно, что и: < ар’, аи 49/4. Итак, 


р < А 0. (3.14) 


Из (3.14), леммы 1 и (3.14) следует, что 


а 2 ] 12 
рб) =0 (5+. (3.15) 
Проведя точно такие же рассуждения для числа попаданий в @,, мы 
придем к оценке (3.15) и в условиях теоремы 5, но только в этом 
случае 
и=п— [в +... +4, (3.16) 


тде в: имеет геометрическое распределение Р {5; =} = р” 14, а и — рас- 
пределение Пуассона с параметром дп. 

`Для завершения доказательства теоремы 4 остается вычислить рас- 
пределение величины („. Для этого найдем его производящую функцию 
# (2). Из (3.12) следует, что 


7 (8) “Е ($ (2), (3.17) 
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Са 
где $(2) — производящая функция величины о, а Е (2) — величины 
р-- 1. Так как р имеет распределение Пуассона, то 


(ап) (тг) — 

(2). = > ри ет = 2 У и Ч = 2641 2—0. (3.18) 
$=1 $=0 

Производящая функция величины о, имеющей геометрическое распре- 

деление, равна 


$ (2) = У ри = ны (р2)* = ((3.19) 
$=1 ай 
Отсюда, учитывая (1.6), получаем: 
век 94 
ве р Е 
Ге =г= о ©. 
ева УВ) рев. Ха[рычь (9) ]. 
К=0 К=1 р 
(3.20) 
Поэтому 
Ри т) тир че (-99"), (8.2) 


и из (3.15) следует (3.3). Аналогичным образом из (3.16) выводится, 
что („ имеет распределение (3.4) и тем самым доказывается теорема 5. 


$ 4. Сходимость к сдвоенному распределению Пуассона 


ТЕОРЕМА 6. Пусть 


евреев (в лявУЯР + (2) ® Ланца ИУ | 


(4.1) 


где т и т-+- 1— два целых решения уравнения =] =, *а 1 (®)— 
функция Бесселя порядка К от чисто мнимого аргумента [см. (1.12)], 
и пусть 


2<1т)[п, р<1 (п) [п (4.2) 


где 1? (п) | п>0 при п-> со, но 1 (п) -> со. Тогда 


зо © 2 (92 + 112 п 
У р» (п; р, Р) — тп (п; р, о ы п ): (4.3) 
Т=1 


Предпошлем доказательству теоремы следующую лемму. 


..* Символ [ `] обозначает здесь целую часть. 
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ЛЕММА 3. Если т и та, « также и 6, — независимые целочислен- 
ные случайные величины, то 


р (1 Е 9» & НЫ) «р (4, @) + в (в, ©). (4.4) 


Доказательство. Имеем: 


о (а, Н-+ 6) = УР += -Раь=В |< 
1:2 


УР =Ь, в=д-Р=Ь=0|= 
А, 1 


=У Ри = Р {= -Ри=ЮРЪ=ОРИ=ЮР 6 =0-— 
1 


РЕ =ВР = < УР = |Рь=П-Р&=1|+ 


Е, 1 


+ УР =1 Ри = Ри = |==р(щь, 6) р (%, 9. 
К, 1 


Доказательство теоремы 6. Мы будем говорить, что после 
1-го испытания произошла задержка в ©: (соответственно в ©»), если ©. 
было результатом как 1-го, так и (--1)-го испытаний. Обозначим че- 
рез 7, случайную величину — число задержек в ©: после (п— 1) пер- 
вых испытаний, а через <, — число задержек в ©. после п—1 первых 
испытаний. Тогда 

НЕ 
а == ры —— 


= 


т == | 5 (4.5) 


Введем такие случайные величины: 7, — число задержек в ©: после 


1 5 т 5 
[+ ] первых попаданий в ©: и С, — число задержек в @. после ыы 


первых попаданий в @.. Очевидно, что \„ имеет распределение та- 


п-+1 
кое же, как число успехов в Е независимых испытаниях с веро- 


ятностью успеха в каждом испытании р, а (, — такое же, как число 
п 

успехов в | независимых испытаниях с вероятностью успеха в каж- 

дом испытании р. Если обозначить через 7„ и С, независимые слу- 

чайные величины, имеющие распределение Пуассона с параметрами 


п-1 Та 
>| и р|5| соответственно, то, по теореме р, 


оби т = О, 


п 


не ОО 


(4.6) 


Отсюда, по лемме 3, 


| [лы Бы |) зо ыиЕ (4.7) 
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Остается оценить расстояния р(1„, 1) и р (6, <,). По лемме 1, 


о (м, м) <2Р (|1, — т, |= 0}. 


Но разность |\„— „| представляет собой число задержек в ©: между 


п +1 ПР 1 
р м и | и м попаданиями в «1. Так как вероятность 


задержки после данного попадания в ©, равна р, то, по тождеству 
Вольда, 


Р{ |, — |+ 0} <М |, — 9, |= 


1 


2 —— 


ЕЕ 


= м "5 | < РИ М (4.8) 


Условия применимости тождества Вольда [см. (1), стр. 333)] здесь вы- 
полнены, так как если 


о 


Е 


то разность 


> ВЕ 
не зависит от числа задержек после момента| |, а если 


в) 


то событие, состоящее в том, что эта разность равна Ё, целиком опре- 


[= 


деляется поведением системы до момента +) -го попадания 


в ©. и не зависит от того, пройзойдет ли после (| НЕ 1-го попада- 


ния в ©, задержка, если [> #. Так как 7, — число задержек в @\ 
за первые п испытаний — меньше, чем число задержек в ©, после пер- 
вых п попаданий в ©:, и аналогичное утверждение верно и для (и, то 


Р{|7„— т, |+ 0} < Р(Мт,- М, 1] р[рп-- рп += 
аи: 9 


Р(1—-61+0=0 (1). (4.10) 


Аналогично, 


Применяя леммы 1 и 3 и учитывая (4.7) и (4.5), получаем, что 


об ль ое"), (6.11) 
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где \„, и с, — независимые величины, распределенные по закону Пуас- 
1 — 
сона с параметрами р [> и в. р 


Заметим, что если си с— случайные величины, распределенные по 
закону Пуассона с параметрами ^ и /^ =^ --е соответственно, то 


р (в, 9 =0(1|) (4.12) 


при е->0. Действительно, пусть для определенности ®>> 0; тогда 


< еже] и № ИИ, дедо 
У. о о а в 

К=0 Ё=0 

© К РА ге 9-1 

ЕР ОЕ А 

Е=0 в А=0 

О ео ая, Ия 

#=0 
о в И 
< + ( о и +1) 06. (4.13) 
К=1 


’ Поэтому величины 7» и (, отличаются лишь на член порядка О (1) 
от величин "м и (,, распределенных по закону Пуассона с парамет- 


рами 2 и 2”. Вновь применяя лемму 3, мы получаем из (4.12), что 


я р 
,(. ры | =0 пы (4.14) 


^ А 
(мы считаем, что "м и С, независимы). 


Обозначим Е =а, =. При &>.0 


А 
< В : Е а 
— е— (а) э Е о — е- (а+5) Зе У (У 5) ыы ны 
(А и Ь ИА)! 
:=0 


$=0 = 


К = 
Е _ п(рт) 


- (ев суз =_ е * 1 ("тУрр), — (4.15) 


где 1» (%) —функция Бесселя от чисто мнимого аргумента порядка А 
[см. (1.12)]. Аналогично выводится, что при  <0 


м Е _ вФфЬ) — 
Ри, -=9=(Ее 2 [ь(пИ РР). (4.16) 


ПРЕДЕЛЬНЫЕ`ТЕОРЕМЫ ДЛЯ ЦЕПИ МАРКОВА 


а 
И 
г ны ("У»р)], о 


ге тит--1— два решения уравнения [м =т, и (4.14) сов- 
падает с (4.3), что и доказывает теорему 


$ 5. Сходимость к распределению Карпелевича-Успенского 
ТЕОРЕМА 7. Пусть 


тт (п; р, Р) — е-чте-а (п-т) [аль я Уст (п— т)) ) 


у 1 (2Уат в). "+» | ео 
пн (п; р, р=е 

где Гу (3) и Г, (4) — функции Бесселя [см. (1.12)], и пусть 

9<1(п)|п,‚ а<т()/п, (5.2) 
где 1? (п) /п->0 при п-> со, но 1 (п) > со. Тогда 


со а с. о 4 
У ри; р, Р)— "(в в, Р)|=0 (+1). вЫ 
т=1 
Доказательство. При доказательстве этой теоремы мы будем 


исходить из явного выражения (1.2) для вероятностей рт (п; р, р) 
Обозначим 


ДО ое та я т—А— о 


м 


(5.4) 


и а= дп, В = 9п. Вычислим отношение 
п 


нии). 55) 


п 


ее еее 


п 


: ("пФ ва). (4-^ (1— 18). 


па 


К! (1 2" < ( 2 а а 
о ЯР: - 


(5.5) 


и оценим отдельные сомножители, полагая й < е Иша (оВ) -1 (п) 
По аналогии с (2.24) находим: 


а 05 


п 


(5.6) 
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Точно так же 


4—8) 0-5). (---0® вл 
ь (—=) (+1) = [1+0(“ +“ -1+0(), 
(1—„) и =а+о(х). (5.8) 


Наконец, из (2.26) следует, что 


т 
а 


(= [4—5 Г -1+0(*), 5.9) 
23 (1— =)" Е 0(х) 
Собирая (5.6)—(5.9), выводим из (5.5), что 
|4 — * | = 4*0 (2) (5.10) 
Заметим, что из (5.5) следует: 
АК < ее №. (5.14) 


Положим теперь №, = [ез Уп (а, В) 1 (п)] и оценим 


> йе. (5.12) 
А=Ао 
Так как при А > № 
а и ——__ (5.13) 


0 
то ряд (5.12) может быть мажорирован геометрической прогрессией и 
У0%=0(0%. - (5.44) 
К=%о 


Далее, из формулы Стирлинга вытекает, что при некотором С`>>0 и 
при всех А 


м>с(+ .) УХ. (5.15) 
Поэтому 
Ж ИЗ и 
| № ) С е-а*е—5В. 
Так как 


в тп (а, В) у? 1 
и Е 


то при некотором С’< со, не зависящем от т и п, имеет место 


ее: ". С. = е Уп @ вт. к. (5.16) 


ТЕРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ ЦЕПИ МАРКОВА 313 


Суммируя (5.16) по всем тп, выводим из (5,14), что при некото- 
ром С” о 
И ом) 
тот А> У пт п 


то . у? 
Положив 1 = и учитывая, что Ар Е = Тт—1 = -„ › получаем: 


а в Аа 00 648 


а 1 
тю — № т —п 
г. 5 


так как последняя сумма представляет собой интегральную сумму схо- 


со 


дящегося интеграла е- Из аз. Оценив аналогично члены, соответствую- 
0 


щие тп, получаем из (5.17) и (5.18), что 
0" =0 (5.19) 
рае. 
Кроме того, учитывая (5.11) и а находим аналогично, что 
А! = О (5.20 
наи 


Рассмотрим вторую часть выражения (1.2). Обозначим 


ВР 


ее, 4'Р 


#01 5.24 
ара ее. р 
Аналогичными рассуждениями получаем: 
И = ВО (=) при А < № = [2 Ули (@, В], 
(5.22) 


Ув =0(1), Хи =0(-). 


т АРА, т Ел 
Отдельно оцениваем р, (п; р, р): 


р» (ту р, у = Ва = рии = (1 ее [1+ 0(1.)]. (5.23) 


`Далее, имеем: 


АК 
А 
я А=0 
а (иваБ)* т (обаб)* | _ 
+ р ге |1 - в о Гу] фо |= 


ео 5. (2 Учат (п — т)) + р 1, (2У 94т =] — 
— Л (п; р, Р). (5.24) 


84° Р. Л. ДОБРУШИН 


Поэтому из (5.10), (5.19), Я и (5.22) следует, что 


О р, Р) — пи (п; р, р) |< < У 10 — % |+ 


тТ=1 т А=0 
Ро 
УХУ Ух Вы ХХ Тж+ 
т А т А> 4% т А=0 т Е : 
НХ В+, р-е "< [ ХАь+ Ух в*|0()+ 
т А — 
+0) -0(#+1). ба 


* 
так как У ры У Впт=1, чем и закончено доказательство теоремы. 
8 6. Сходимость к нормальному распределению. Основной случай 


Хотя нормальный закон равномерно действует во всей области 1 
(см. схему 2), но приходится разбирать отдельно случай цепей, соответ- 
ствующих точкам в «середине» квадрата (область 1), и цепей, соответ- 
ствующих точкам, близким к нижней и левой границам квадрата (об- 
ласти Г и Г’). В этом параграфе доказывается следующая 

ТЕОРЕМА 8. Пусть 


7 _ (ип мМ)* 
. а эт) 
Пт (п; р, Р) 5 РЕЗ , (6.1) 
где 
м=- р-ЯФ+Ь (6.2) 
а. (9+9) ’ 
и пусть 
пар>т(п), пар>т(п), (6.3) 
где 1 (п) —> со при п-> со. Тогда 
х = = ша \ 
У [Рм (п; р, р) — "п (п; р, р)|=0| =" |. (6.4) 
м */ 
Доказательство. Положим 
т =пМ + Упр (6.5) 


и ограничимся сначала такими т, при которых || <2У№1. Тогда 


и Е и Ев 2 Е. 
51 =1. боны ау. т 
зи = На + 2 п оа а + 2 а+а РР па 
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и аналогично 


1 
п—т шт? у 
Е Вь С т. (6.7) 
Узи: | 
Рассмотрим величину 
ме а, (6.8) 


входящую в явное выражение (1.2) для изучаемых вероятностей 
Р„ (п; р, Р). С точностью до множителя 4 она представляет собой член 
биномиального распределения. Проверим, выполнены ли условия тео- 
ремы 1. 

Из (6.6) следует, что т—1=пМ (1+ =), где в->0 при п-> оо. 
Кроме того, 

па 4 
пМ = > 51 (п) > оо 
9+9 

при п—> со. Значит, и т — 1 -> со при п-> со. Условия (2.2) выполнены, 


так как, обозначив 4 = шт (4, 9), Ч= тах (4, 9), имеем: 


й 0 4 
(т — 1) 9=97М (1 == (п), 
1 пра Ча ий Ь 
(т — 1) р = РИМ (1 +9 >> ИР >41. 


Поэтому из утверждения (2.6) теоремы 1 вытекает, что если положить 
® = т— 1) 9-+:ИУт-—1 24 (6.10) 


1 
и предположить, что |{|<8Ш? т, то 


Я 3. 
-й т——1а 1 х де ли пу 6.41 
Стр У (т— 1) ра Е р ; о 
у? 
Аналогично, при 
& = (п—т —1)а+а И п—т—1)ра (6.12) 
1 
и |и| <8Ш?1 выполнено соотношение 
а 3 
Е 12 у 
782 = ри Ао а: А+О . (6.13) 
ее Ужп—т—1) ра се 


Поэтому, обозначив для краткости 


и т а бра, (6.14) 
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мы получаем, что при |2|<2 Ушу 


У Ат = 
а 
тлах (| #|, [и |)<8 11 2 у 


# и? 


/ — > 
-( У `В ыы ее. (6.15) 
Но 


‚ мУ(т—1)(п—т—1) р4ра 


тах (| #|, |%|)<81щ 2 у 


Ниже [см. лемму 5 и утверждение (6.65)] будет показано, что суммами 


г и 
2 
р ‚ 
бр + 2^Ут-0®—п—рара (6-16) 
тах (| #1, [м |)>81а 2 у тах (12|, [%|)>8 1 2 у 
можно пренебречь. 
Изучим асимптотическое поведение выражения 
Ри? 
со —- а 
Че = (6.17) 
»2*И (т— 1) п—т— 1) 2424 
1 
где # пробегает арифметическую прогрессию с разностью ДЕ = =, 
У (т—1) 24 


аи выражается через & по формуле 


п [(т—1)9— (п-т а+:Ут—024|, (6.8) 
У ("—т—1 4 


вытекающей из (6.10) и (6.12). Преобразуем величину т. Выражая 


и через {, затем заменяя т по формуле (6.5) и делая тождественные 
преобразования, получаем: 


м а 1 Е Е а. а 
ро +. [4+9 УР --:Ут—Юрм+ч—9= 
= @+ В)* + С°, (6.19) 
где 
д2— ®=т—1) 24 + (т—1) 29 ) 
(п—т— 1) 24 
(Ч@+ФУ(т—1 4 9—1 
УЕ м упр ==, 
п—т—1 7+ (т—1) 24 —. (6.20) 
(ув ча 
С 9 
2[(п — т — 1) Ра + (т— 1) р4] 
Поэтому выражение (6.17) переписывается следующим образом: 
_ А (1+ В) 
— = ее -. (6.24) 


[Те 2=И (т—1) п-т—1) 299 жУт тома 
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Положим 
=А(- В). (6.22) 
Тогда 
со УАЗ А* (1+ В)* со А 
а. (6.23) 
ф=—с< 7=—с< 


где ® пробегает бесконечную в обе стороны арифметическую прогрессию 
с разностью 


ло — ды] Пти О м. Ра + (т— 1) Ра , 6 
(п—т— 1) ра. (т— 1) р4 `_ 


Докажем следующую лемму. 

ЛЕММА 4. Пусть А; >0, (Е - 1) 45 > 5: > $ и пусть 17(5) имеет 
производную, абсолютно интегрируемую на отрезке [а, 6], —с< «а 
<< с; тогда при Аз —>0 


ь 
о $ — 0445) (6.25) 


а<5; <ь 


Д оказательство. Применяя дважды теорему о среднем значении, 
имеем: 


(1+1) Дз 
> 5 ы- ое < У 1%948— | 98 < 
а<з; < а<з; < Аз 
< 4$ > 11 (5:) — 1 (51) |< Аз о РК (5:) 5, (6.26) 
а<3; <5 а<3 < 


где 
(+1) 45> $25 и (+1) 4525 > +. 


Так как функция ] (5) интегрируема, то ее интегральные суммы равно- 
мерно ограничены и утверждение леммы вытекает из (6.26). В частно- 
5% 


сти, можно положить } (5) = е * при а= — оо, 6 = с. 
Оценим скорость стремления До к нулю. Из (6.6) и (6.7) следует, 
что (т— 1) —пМ ип-т—1-—п(1 — М). Поэтому 


ло--]/ "ЧМ ыы п (1— М) ра-+®МрРа _ и: ЧО». (6.27) 
п (1 — М) Р4-пМр4 ч РЧРЧ 

По соображениям симметрии имеются только два существенно различных 
‚случая. Первый, когда 4 < 1}, а4<Чь и второй, когда 4<!)., р<\Ч.. 


В первом случае, обозначив 4 = тах (4, 4), 4 = ши (4, 9), имеем: 


ею Е Ты, (6.28) 
пР4Р4 749 Уз 


Ч 


3 известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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во втором — 
(+ (РР) 8 8 
—Оы=ы="— < — = о . 6.29 
Й пРАРЧ -* Улар Не Ут (п) 
Поэтому 
до =0(41УТ, (6.30) 


и, применяя лемму 4, мы получаем, в силу известного равенства 


. е "а9=Ут, (6.31) 
что и в 
У г: =И= (+011). (6.32) 


9=—< 


Следовательно, (6.24) перепишется в виде: 


го" у Е Е, 
2тУ п—т—1) 24+ (т—1) 24 „> У2=[п—т—1) 29 +(т—1) 24] 
Оценим теперь (6.33) 
1 @=т— 9 р +(тЫ— 1024 _ 2(Р9— 24) Упр — (ра +29) _ 
(9+9) р пр (4 +9)" 
1 
__ зр(Изб—1) 2 Утб+ 1) п [Шу } 

у? 


Последнее равенство вытекает из (6.6) и (6.7). Рассмотрим величи- 
ну С?: 
: __ 20 (9-9) + 22У пр (9—9) + (4—9) 


С =, 6.35 
2[(п—т — 1) ра + (т— 1) Р4] ) 


Так как 
(п—т— 1) ра + (т — 1) ра — пр (а + 9)", 
то 
арын Ь ЗИ 
2[(п—т—1) 29+ (т— 1) 4] пр (4+9) 
т 
а ь 
Ни, (2) (6.36) 
у? 


Применяя для оценки главной части С” равенство (6.34), получаем: 


1 

2 12 
С=5-+0 ый (6.37) 
И 
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Отсюда, используя (6.21), (6.33) и (6.34), находим: 


{—=со сы ; -^ т 
ае 2 = 4 е 1 (2 =" | 
р. п—т—1)р4аРа 9+4 ИБ +9 . (6.38) 


у? 


Введем обозначение для членов второго из рядов, входящих в явное: 
выражение (1.2) для вероятностей ри (п; р, р): 


И Ж ВЫГА (6.39) 


При помощи совершенно аналогичных рассуждений можно показать, 
что при |2|<2У Шт и ‘шах (||, |и |) <8У@т 


пи, 1 
: ре 2 
жУ (т—1) ("—т—1) 22а а 
и что 
р м -: 1 
= с де 2 фм 2 Ё 0 те :) | 6 
о ви И, 6.1 
О ТАИСИЯ ч+а РВ ы г ная 
у 
Оценим «хвосты» наших распределений. 
ЛЕММА 5. При |2|<2УШт 
_ Вил 
и Е. 6.42 
> мУт—0®—т-—1) 2424 ( тв). ео 


тах (и, )>8 Ушу 


Аналогичное утверждение верно и для такой же суммы, взятой по 
ша (и, ) <8У шт. 

Доказательство. В сумме `(6.42) { пробегает арифметическую 
прогрессию с разностью ДЕ = - ‚ а и —с разностью’ 


1 


Ди = —— <. Поэтому. отношение двух соседних членов ряда (6.42) 
У —т— Пр 
равно 
В а ии алериди)— АЕ и: | 
е . :е * =е * Фе (Мими). (6.43) 


Обозначим через & и и, значения { и и, соответствующие первому члену 
ряда (6.42). Очевидно, что 


тах (4, ш) =8У т. 
Покажем, что при #4, и> щ и достаточно большом п 
АЕ - иДи > а (ДЕ- Аи), (6.44), 
где «> 0 — постоянная, не зависящая от 2 и от выбора р и р при вы-. 


полнении условия (6.3). Значению {=0 соответствует [см. (6.10)]! 
3* 
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К, = (т — 1) 4, азначению и = 0 соответствует [см. (6.42)] А„=(п—т—1) 4- 
Рассмотрим их разность. Используя (6.5) и (6.2), имеем: 


№, — № = (т— 1) ч—(п-т—1)9= 
= п [М4 — (4 —М) Я -+2(а-+ 9 (У"Б-+ 1) =2(а-+4) (ИБ +1). (6.45) 


Кроме того, как видно из (6.9), 


: (6.46) 
Уи 
Чтобы доказать (6.44), достаточно показать, что 
1641 - иАи >. 2а шах (ДЕ, Ди). (6.47) 
Для определенности предположим, что шах (Д, Ди) = ДЕ; тогда 
и № + Ш (6.48) 


Точке №, соответствует значение и такое, что при больших М имеет 
место: 


ев АеН А ЕЕ 


«(У 22+ 2) | (Из 2" +2) < 211+) <5Уйт 
(6.49) 


Обозначим через Е значение К, соответствующее и, и.&. Тогда 
и =(#—^,)ё и ш= (#—\&,) Ди. 


Рассмотрим сначала случай, когда Е <Ё<АЬ.. В этом случае и < 0, 
и =8У№тТ и из (6.49) следует, что 


|ш |< |8 < 5УИ@т. 
Поэтому 
ош > ш|>ЗУшт> «> 0. (6.50) 


Если же & «ЗЫ <Ё, то 
(#— К) Е> &— №) Ди=ш 


(так как  —№, >0 и ДЕ > Ди). Поэтому в =8 Уют, ш>0 и (6.47) 
выполнено. 

Пусть теперь А, < №. В этом случае й>. Ё, (иначе и 1 и и были бы 
отрицательны). Поэтому и, 2.0. Покажем, что &>.1. Действительно, 
1 =1 соответствует й = А, + —: И поэтому ему соответствует 


в=(в-№+ иг) Аи = (Е, — №.) Ди + < 5Увт- 1. 
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Так как шах (що, &) =8У Шт, то точка, соответствующая & и щ,, ле- 


жит на оси Ё правее, чем й, и поэтому & >21. Но раз &>1 и щ> 0, 
то, как следует из (6.48), доказываемое утверждение (6.47) верно и в 
этом случае. 

Итак, мы доказали неравенство (6.44). Из него следует, что 


е- (АНИ) < е-«(М+ Ам), (6.51) 


Поэтому из (6.43) вытекает, что ряд (6.42) может быть мажорирован 
геометрической прогрессией со знаменателем е-*(А!+4Аи). Итак, 


_ Вий — мо 
(Че 1 — Фе 2 | 
шах (и бъзу и: "И (т 1) "т —1) 9  2Ут—1"—т—1) Ра 
— бий 
р 2 РЕ Е 65 
А мУм-0е-т— 049 (ыы) 650 
В силу (6.46), Аи—>0 и 4:0. Но 
Пе й И (65з) 
ет оеьн бо ЕН БАНЕ СЕСТЕР > 


к Е 
Ут—12Ра У—т—1)2а 


Поэтому выражение (6.52) оказывается равным 


— и еее ) 
2 Е 6.54 
: и (т—1) 29 +Уп—т—1)р4 


Нетрудно проверить, что всегда при а-—> со и 6-> со величины Уа + УБ 
‚ и Уа- 6 являются бесконечно большими одного и Того же порядка. 
Поэтому, учитывая (6.34), имеем: 


+9 \ 
Е. ЕН 
6.55 
=0 (555). ) 


Так как шах (&, ш) =8 Ут, то из (6.54) и (6.55) следует утвержде- 
ние леммы. ла 
Всего имеется х 4Ушт=4УштИУлр значений т, соответствую- 
щих |2| <2У Шт. Поэтому из доказанной леммы следует, что 
1 Ви? 


> > а+фе _* —}-о (тт) (6.56) 


ЗЕ м т — 1) п—т — 1) рР4Р4а 
21>2Ишт шах (м1, |2)>8У шут у( )( - 


Из утверждения (2.14) $ 2 следует, что 


У м(тр,р=0(е 1) =0(т”.. (6.57) 
[21>2Ишу 
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Хотя величины {ти (п; р, р)} и не образуют распределения вероятно- 
стей, но, по лемме 4, учитывая (6.41), получаем, что 


ХУ 2т=1+0(=)-1+0(11), (6.58) 


где 2 пробегает бесконечную в обе стороны арифметическую прогрессию 
с разностью 1 / Упр: Так как, согласно оценке (2.14), сумма членов 
ряда (6.41), не являющихся {пт}, равняется О (1 | 1?), то 

— к Г р 
У = (п; р, =1+0(1/112) +0119) =1+0(1112). (6.59) 


тТ=1 


Суммируя. (6.38) и (6.41), получаем, что при |2|<2УШт 


вн. 1 
о ож ыр р +0 (№ |. 80 
ет | (т— 1) (п^т— 1) раР9 2 


Суммируя ‘по |2|<2У Шт равенства (6.60) и учитывая (6.59) и (6.57), 
находим: 


и Е 
121<2Ишт ыь2тУ (т—1) п—т—1) 29 24 ть 
и, наконец, отсюда и из (6.56) вытекает, что 
Е Пий :й 
т. г . 
125 2Ушт шах (и, <зУшту 2тУ (т —1) п—т—1) 2424 и 


Далее, из (6.15), (6.40) и (6.62) следует, что также и 


2 


х У (Ат + Ви) =1 + °(= ‚ (6.63) 


|2 < Ушу шах (|щ|, |1 |)<8 Ушу 


С 
а так как 
У У (ан + В") = Уи (п; р, в) =1, (6.64) 
т т 
то` 
м У (В) + 
|#152У шут шах (||, |{1)>8 Ушу 
- 
2 
+». рыерр=0| № |. (6.65) 
> Ушу [ у 
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Наконец, мы имеем (первый знак неравенства вытекает из (6.57) и 
(6.61), г (6.65) и (6.56) и третий — из (6.15) и (6.40)): 


о И 


Аа 121>2У Шу 
<> а Ь а. 
- э Ри (пр, р) — № сои РИ пе во < 
[212 Ушу == 2тИ (т —1) (п^т— 1) р4Р4 та 
Р+и 
<> х ыы + 
12 |<2Ушу тах (||| {1)<8 Ушт\ 2вУ (т—1) (п ^тр—1) Р4Р4 
а. 
<" ыы _ о) (6.66) 
у? а а 


что и требовалось доказать. 


$ 7. Сходимость к нормальному распределению. Особый случай 


ТЕОРЕМА 9. Если ки (п;р, р) определены так же, как ив теореме 8, 
и если 


пар <\ (п), пдар>т (п) (7.1) 
или 
пар < ^ (п), - п4ар > т (п), (7.2) 
з 
где » (п) > со, 1 (п) < п, в: при п> со, то 
тт 
Ва 
лш 2 я 
Ур, (и; р›р) —т и, |. (7.3) 
т=1 \ у? 


Доказательство. Мы ограничимся случаем, когда выполнено 
условие (7.1). Второй случай разбирается совершенно аналогично. Так 
же, как и при доказательстве предыдущей теоремы, положим 


и будем считать сначала, что |2|<2У\1. Так как из (7.1) следует 
что пд >21 (п) и па> (п), то остаются в силе утверждения (6.6) и 


(6.7) и 
= 
т шут 

веет 
у? 


ее 
ру 
ЕТ 
я 


и 
пене № 
№ 


(1.5) 


324 Р. Л. ДОБРУШИН 


—= Е. — 


Рассуждая так же, как и при выводе неравенств (6.9), мы найдем, что 


п®—т—1)9> т), 
4 (7.6) 
и» 


п—т—1р> 


и поэтому, применяя утверждение (2.6) $2, мы получаем, что если 
‚положить 


=п—т—За-+а| и—т-— 1) Ра (7.7) 


и ограничиться |и | За ? т, где постоянная а будет выбрана в дальней- 
шем, то 


ея 58 
к И Ч = как В ЗЫ кабы И - (в) Е * (7.8) 
У>=и—т—1ра тет 


Обозначим 
К = Ио (7.9) 


и будем ечитать, что х < ^ (п) шт. В таком случае 


ий _ т—1——(п—т-—1)9 —& 


У"—т-—1 ра _ И"—т—1ра 
в 8 ЧУ я б-- = —1 
пе ито-и т "Ады Ча (7 10) 
У®—п—1Р1а У"—п—1р4 
Оценим теперь 
1 __ @+ФИ2Б  _У@-т—1>Р4-Ч(+9И7Б _ 
У"—т—1)р1 И. 
1 ‚ @-п— Р-Я _ _ 


Ув—п—= 0 РЕУАИС 


Бора ае ово бое АР аа Ре Зее 


У"—т—1Р4 У"—п-—П>а+а+9И7Б 
Изучим числитель этой дроби: 


(1 — М) Ра — Иде” = [ра +9—Р—Ф+Ва+ЯН = 


— _И4ЧР_|._ ао В 
ПРИ: —2р1 +9 +27 =00), (7.42) 


так как из условий (7.1) следует, что при достаточно большом п вели- 
чина 4 > '/› и, значит, (4 + 4) > !|з. Далее, из (7.5) следует, что 


Уи—т—1) му Ре > (п). (7.13) 
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Легко видеть, что 


раИптро 229 _ т 
ео ам 


Таким образом, окончательно получаем, что 
и и+9иИ”ь о л+Ишу (7.45) 
У«—п—1рРа 
Аналогично доказывается, что 


ТР = 
(аа) УпВ лш?у 
Е —=0 -- . 5Ч 
У®—-т—1 ра | и. 


Используя (7.10) и (7.15), имеем: 
в —2+9+1 


а: = 
И"—п—1рРа У(—п—10рРа 
т) А ^1 1 
===] +0 9 ее 0 ( ) ‚ (Ал) 
8 у? 12 


Из (7.8), (7.16), (7.17) следует, что 


а з 
2 
г"! |. +0 сы :] 
р а У ь (7.18) 


ты т 
о (9+ а)/И2тпо 


Это равенство выведено в предположении, что 


ыр 
|и|Заш*‘ти х=т—1— А <АЩТ. 
1 
Покажем, что из неравенства |5| <Х ш 1 следует, что и |и| За *1. 
Действительно, учитывая (7.13) и (7.15), имеем: 


ы _ПаР_ ТРО та 
Е ие Е вх. 


и = п Е 
У"—п—1Р9 И(—т-—10Р4 
0 (=) +08 +0 и у | =О(Уш7. — (1.45) 
и са уз 


Выбрав постоянную а достаточно большой, мы получаем, что 
1 
[#| <аш?п. 
Так как все члены биномиального распределения меньше централь- 
ного и при и = 0 выполнено ‘`(7.18), то из (7.18) следует, что при всех 


Спарта — ие. (1.20) 
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Заметим, что из оценки (2.33) $2 следует, в силу па <» (п) 
лшу 
^ 


—> со, что 


х с, Рае -0 (ель) =0(7)=0(%, (1.29) 


А>т—1-^ Шу 


так как \—> со при п-> со. Поэтому 


№ Е ЕН р а ПЕР 9 ыы 


х>лшУу 
т—#—1 № 1 ) 
— =0(———). 7.22 
в бе = и бы : 2 Ч С Утро ( ) 
8. ава 
Так как |2| <2Ш2 т соответствует не больше, чем 4Уп) ш?1 
значений т, то 
ие ий 1 | 
> р р о и р" &—1 а р” 7 1 = ев (5*) З (7.23) 
[2 [<2щ“/зу Х>^ Шу 
Из (7.18) и (7.21) следует, что при |2| < 2Шш'” 
Са р р 
1х |5 
[% Зала“ ау 
е* т—#—1 +1 х Шу 
Е Е бар 9 ино”, - 
—Ч+ дит 5Б ри ы ту 
4е ? хш'у | 

=——— 4 +О|—,— ||. 7.24 
ЕП | ы ( 2 ) р 


Точно таким же путем можно получить аналогичные (7.23) и (7.24) оценки 
для второго члена явного выражения (1.2) изучаемых вероятностей. Наша 
теорема выводится из этих оценок так же, как это делалось в конце $ 6. 


$ 8. Доказательство локальной предельной теоремы 


Дадим обоснование естественности нашего выбора границ областей 
действия отдельных предельных законов (см. схему 2) в локальной пре- 
дельной теореме (этот. выбор, однако, не является окончательным; см. 
стр. 299). 

На схеме 2 вблизи верхнего правого угла квадрата смыкаются области 
сходимостей трех законов: нормального, Купмана и Карпелевича-Успен- 
ского. Если обозначить расстояния граничной точки этих трех областей 
до границ квадрата через 4 и 4 и положить № = 4, у = па, то скорость 
сходимости к предельным законам будет, как это видно из теорем 8, 4 
и 7, определяться «в основном» членами: для нормального закона 
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а 
ва 
о (>) ‚ для закона Купмана О (у*|р) и для закона Карпелевича- 
2 
У 
-Успенского О (р? [ п). Естественно надеяться, что выбор точки стыка будет 
наивыгоднейшим, если в ней эти остаточные члены будут иметь одина- 
ковый порядок. Приравнивая 


Ави, (8.1) 


мы имеем в качестве решения у = п"/з, р = п; поэтому точку д = п—*й1, 
4: мы выберем точкой стыка областей П, У и [. 

В области Т сходимости к нормальному закону нам нужно выделить 
подобласти Г и Г” (на схеме 2 их границы обозначены пунктиром), в ко- 
торых сходимость вытекает не из основной теоремы 8, а из теоремы 9. 
Точки стыка в остальных трех углах квадрата выбираются, исходя из 
тех же соображений, что и в верхнем правом \углу, и окончательно мы 
выбираем за область 1 ту часть квадрата, где р > п", 9 >. п", иди» 


если р<1|,, игде 9 < п`—“*+, еслир>. >. . За область 1" выбираем ту часть 


квадрата, где рп", 921" и 4<п—“/=, если р<\1], и тде 
ч4<п “=, если р>.1,. На самом деле, «наивыгоднейшими» границами 
областей были бы некоторые кривые пинии, соединяющие точки стыка, 
однако для простоты мы заменили эти кривые линии зигзагообразными. 

Для того чтобы окончательно убедиться в том, что сформулированная 
в $1 теорема действительно доказана, достаточно взять области 1—УП, 
границы которых описаны в $ 1, и Г, 1", описанные только что, и, срав- 


нив их с условиями теорем 4—9, заметить, что в каждой из них оста- 


10/3 п 
ьш г, 
точный член имеет порядок не бол е РД: 


8 9. Доказательство интегральной предельной теоремы 


Покажем, как из доказанных нами теорем 4-19 следует сформулиро- 
ванная в $ 1 интегральная предельная теорема. 

Мы уже отмечали в $ А, что если тп и („—двё последовательности 
случайных величин такие, что р (\., и) —> 0 и последовательность *и, имеет 
при ‘некоторой нормировке предельное распределение, то при той же 
нормировке будет иметь то же самое предельное распределение и после- 


довательность (и. 
Если случайная величина („ имеет распределение вероятностей 


{пт (п, р, р)}, т=1,..., ео, определенное формулой (6.1), ири р зависят 
от п таким образом, что пО > со при п -> сю, то 


| е 2 4х. (9.1) 


Действительно, 


вм = г} о (9.2) 
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где 2„ пробегает арифметическую прогрессию с разностью 1 / Упр и 
М 


суммирование производится по всем 22 < 2т< 2, где 5 = — —> со. 


п 
Ув 
Поэтому условие (9.1) следует из леммы 4 $ 6. 

Предположим теперь, что последовательность & имеет распределе- 
ние (1.2) и для нее выполнены условия утверждения [ доказываемой 


теоремы. Выберем а(п) так, чтобы а (п) > со, дп? а(п), па (п) и 


+ 

шах (ри, рп) > ® (п). Положим (п) = Уг (п). Последовательность в» 
разобьем на три подпоследовательности: первая, для которой пар > ^ (п} 
и пдр> ^ (п), вторая, для которой пар < ^ (п), и третья, для которой 
пар <^ (п). Для первой из подпоследовательностей выполнены, очевидно, 
условия теоремы 8 и поэтому из предыдущего рассуждения следует, что" 
она асимптотически нормальна с нужными нам параметрами. 

Покажем, что вторая подпоследовательность удовлетворяет усло- 
виям (7.1) теоремы 9. Так как пар < “+, но паза, то р->0 и, значит, 
нри больших и величина 


= = 1 ая 
п9др > 5 пЧР. 


Так как р+а=1, то для того чтобы установить, что 


достаточно показать, что пр». а. Но если бы это ‘было не так, то 
шах (рп, рп) =пр> а 


и для того чтобы пар < а" необходимо, чтобы 9->0. Мы пришли к 


противоречию. Условия (7.1) выполнены при 1(п)=а(п), так как 
[& 1/2 
о 4 п 13% 
——, ->0. Аналогично показывается, что третья подпоследовательность. 
[02 
удовлетворяет условиям (7.2). Значит, каждая из трех подпоследовательно- 
стей асимптотически нормальна. Поэтому асимптотически пормальна и 
сама последовательность. 
Из теоремы 7 $ 5 следует, что для того чтобы доказать утвержде- 


ние УП нашей основной теоремы, достаточно показать, что 


У "п (п; р, р>Е(а), (9.3) 


т«<хи 


где величины {ки} определяются формулой (5.1), а Р(х) — формулой 
(1.13). Но легко видеть, что сумма (9.3) представляет собой записанную 
в других обозначениях интегральную сумму интеграла, через который 
определялось Р (2), и поэтому стремится к Р (5). 
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Еще проще доказываются утверждения П, Ш и У1. Действительно, 
если, как предполагается в ИП, 9—6 > ® ир—р<1, то величины 
тт (п; р, р), определяемые в (3.1), стремятся к ненулевым пределам и 
поэтому утверждение П сразу следует из теоремы 4. Аналогично, утвер- 
ждение Ш вытекает из теоремы 5, а утверждение У1 — из теоремы 6. 

Для того чтобы доказать утверждения ТУ и У, заметим, что если 
случайная величина 1 =, + ..---&, где & и у— независимые вели- 
чины и б= +... + =, где & и у— независимые случайные вели- 


чины, и распределение случайных величин & сходится к распределе- 
нию величин &, а распределение у сходится к распределению у, то и распре- 
деление С сходится к распределению величины 1. Это нетрудно показать, на- 
пример, заменив сходимость наших случайных величин сходимостью их 
характеристических функций. Но из теоремы 4 следует, что в условиях 
утверждения ГУ асимптотическое поведение изучаемой случайной величины 
совпадает с асимптотическим поведением величины (=00-+... ви, гдес; ив 
независимы, Р {5; =} =р*19, а р имеет распределение Пуассона с 
параметром дп. Нас интересует асимптотика величины 95 = 95+ +. 99. 
Как известно, геометрическое распределение сходится к показательному, 
если его параметр стремится к единице. Поэтому из сделанного ранее 
замечания вытекает, что предельное распределение величины 46 совпа- 
дает с распределением величины = &, + +... + &,, где & и у независимы, 
и Р{& >т} =е*, ау— 1 имеет распределение Пуассона с парамет- 
ром 6. Функция Е(х), вводимая в (1.8), и представляет собой функцию 
распределения величины 7. Аналогично доказывается утверждение У. 

Чтобы показать, что случаями 1—УП исчерпываются все случаи 
существования предельного распределения у последовательности &», заме- 
тим, что если ни одно из условий 1—УП не выполнено, то из последо- 
вательности &, можно выделить две подпоследовательности, для каждой 
из которых существует при соответствующей нормировке предельное 
распределение. Но, просмотрев наши предельные распределения, ука- 
занные в 1—УП, легко увидеть, что любые два из них принадлежат к 
разным типам распределений, и поэтому вся последовательность $» ни 
при какой нормировке не может иметь предельное распределение. 

В заключение автор приносит искреннюю благодарность своему учи- 
телю А. Н. Колмогорову, поставившему перед ним изученную здесь 
задачу и руководившему ее решением. 
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Б. М. ЛЕВИТАН 


ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ ПОВЕДЕНИИ СПЕКТРАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ | 
САМОСОПРЯЖЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА И О РАЗЛОЖЕНИИ ПО С ОБСТВЕННЫМ 

ФУНКЦИЯМ 


(П редставлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В работе изучается асимптотическое поведение спектральной функции 
самосопряженного дифференциального уравнения второго порядка, задан- 
ного на всей прямой или на полупрямой. Основным вспомогательным 
средством являются тауберовы теоремы и оценки остатков в этих тео- 
ремах, изложенные в работе (!). Полученные асимптотические формулы 
для спектральной функции применены к изучению сходимости разложе- 
ний по собственным функциям. 


Введение 


Рассмотрим в интервале (0, со) дифференциальное уравнение 


У —9(2)} у=0. (0.1) 


Коэффициент 4 (5) предполагается действительным и суммируемым в ка- 
ждом конечном интервале (0, а), а< со. Обозначим через ®» (х, Х) реше- 
ние уравнения (0, 1), удовлетворяющее начальным услдвиям 


у (0) =1, У (0) =#. (0.2) 


Как известно [см. (6)], при данном й существует по крайней мере 
одна монотонная, ограниченная в каждом конечном интервале функция 
р(^) такая, что для каждой функции }(2) 6 Г, (0, со) справедливо ра- 
венство У рыы 


со 


Ци (гг = \ Е* 0) 4 0), Е) =\ 1 (4) въ (х, № ах. 


—© 


Рассмотрим функцию ‘от трех переменных х, у и *: 


х 
я, х, у), (9, у) 4р (>), если Х>0, 
0 
0 (5, ДА А 
м — ок (2, У) ®ь (и, у) 4 (у), если ^< 0, 
0 
| 0, если = 0. 


Будем называть функцию 4 (2х, у; ^) спектральной функцией уравнения 
(0.1) (при начальных условиях (0.2)). Эта терминология отличается от 
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принятой нами в работе ('), однако лучше соответствует терминологии 
в спектральной теории линейных операторов. В работе (1) спектральной 
функцией мы называли функцию р (2), т. е. 6 (0, 0; ^). 

Настоящая работа посвящена изучению асимитотического поведения 
спектральной функции 0 (х, у; ^). Основными средствами являются. таубе- 
ровы теоремы и оценки остатков в этих теоремах, полученные в работе (*). 
Приведем один из основных результатов работы: 

Пусть выполнены следующие условия: 

1. Коэффициент 4(т) в уравнении (0.1) ограничен в каждом конечном 
интервале. 

2. Оператор (0.1) (при начальных условиях (0.2)) не имеет отрица- 
тельного спектра. 

Положим 


х 
9" (х, у; №) = (сз У ух созУ уу 7, 
0 


Ф(2, у; №) =0(2, у; ^) — (2, у; №). 
Тогда для ^`>0 справедлива оценка 


[© у; № < С, (0.3) 


причем константа С зависит от интервала изменения хи у и не зави- 
сит от ^Х. 

Изучение асимптотического поведения спектральной функции уравне- 
ния (0.1) тесно связано с изучением разложения по собственным функциям 
этого уравнения. 

Основываясь на оценке (0.3), мы доказываем следующую теорему разло- 
жения: 

Пусть выполняются условия 1) и 2) предыдущей теоремы. Пусть 
7 (2) 6 Г. (0, со). Тогда разность между обобщенным интегралом Фурье 
и обычным интегралом Фурье для функции }(х) стремится к нулю равно- 
мерно в каждом конечном интервале. 

Последняя теорема аналогична классической теореме Хаара о разло- 
жении по собственным функциям уравнения Штурма-Лиувилля и дает 
окончательное решение вопроса о сходимости разложений по собственным 
функциям уравнения (0.1) в случае бесконечного интервала (0, ос). 

Аналогичные результаты имеют место в случае интервала (— со, со), 
причем последний случай изучается даже проще, чем случай полупрямой. 

В заключение заметим, что на протяжении всей работы буквой С 
обозначается константа не обязательно одна и та же, однако мы будем 
каждый раз отговаривать, от каких переменных та или иная константа 
зависит. 


$ 1. Оценка решения задачи Коши. Случай всей прямой 


1. Пусть действительная функция 4(52) определена в интервале 
(— со, со) и суммируема в каждом конечном интервале (а, Ь) (—с< 
<а<Ь< со). Рассмотрим дифференциальное уравнение 


У (0—9 (2)} у=0. (1.1) 
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Обозначим через й произвольное действительное число и через ®л (х, ^) — 
‘решение уравнения (1.1), удовлетворяющее начальным условиям 


у (0) =1, У’ (0) =А. (1.2) 


Если й = со, то под ®»(х, Х) будем понимать решение уравнения 
(1.1), удовлетворяющее начальным условиям 


у (0) =0, у’ (0) =УХ. 

Обозначим через { произвольное действительное число и рассмотрим 
произведение ‹®^ (5, ^) соз УЛ &. Как известно [см. (3), стр. 78], справед- 
лива формула 

О И 


х+Е 
+5 \ 40 (т, &, $) вл ($, ^) 4$. (4.3) 


х— 
Функция (5, &, 5) строится по функции Римана уравнения в част- 
ных производных 


и во всяком случае, даже если коэффициент 4(2) в уравнении (1.1) 
разрывен, непрерывна. 

Формула (1.3) играет в дальнейшем фундаментальную роль. В насто- 
ящем параграфе будут получены некоторые важные оценки для функции 
< (т, &, 5), годные для малых &. 

ЛЕММА 1.1. Пусть коэффициент 4 (2) в уравнении (1.1) есть сум- 
мируемая функция в каждом конечном интервале. Тогда для #>0 спра- 
ведлива оценка: 


ХЕ х-Е 
И И 
|щ (в, 155 | [9 14гежр (5ё 194/14). (1.4) 
х— х—{ 
И оказательство. Рассмотрим уравнение в частных производных 
9? 9? 
эта — 9 (2) и= ‘бя. (1.5) 


Обозначим через }(2) дважды дифференцируемую для всех действи- 
тельных х функцию и через и (х, &, }) — решение уравнения (1.5), удовле- 
творяющее начальным условиям 


и, =7 6), о — 0. (1.6) 


Как известно [см., например, (3), стр. 14], справедлива формула 
х-Е 


ие ЕГИ@+а +/+ |} ме, 9/9) 4. (47) 


х—1 
Полагая, в частности, } (2) = в, (5, №), мы получим формулу (1.3). 
Перепишем уравнение (1.5) в виде 
Е (1.5) 


4 Известия АН СССР, серия математическая, № 4 


® 
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Рассматривая в уравнении (1.5’) правую часть как известную функ- 
цию, мы можем заменить его, совместно с граничными условиями (1.6), 
следующим интегральным уравнением [см. (4), стр. 456]: 


1 х-+1—т 
ке ео | \ ева. (1.8) 


0 х— {т 


Уравнение (1.8) можно решать методом последовательных прибли- 
жений. Положим 


шо (а, 5) = Иа 1—9), 


В х+1—т 
ела | \ оды, Ж=Еа,...) 
тогда ° т 
и (1) = (8) — в (1,8) + (1,8) —... . (1.9) 


Покажем, что каждую из функций их (1, 2; ]) (Е =1,2,...) можно пред- 


ставить в виде 
х-Е 


шк (2,8) = \ в» (2,1, 5) 1 (8) 43. (1.10) 
При А = 1 имеем: — 
4 1 х+1-—‹ Й 
и (838 ( фт +/е-94| = 
4 1 х1— ` ыы 1 х+Ет 
(4 \ 981+) +4 \ а) /(&— 5) а42= 
0 х—{1+т 0 х—+т 
Й | Хх Й 1 х-+1—2 
=1(4 \ (8—1) 76) 4+4) 4 \ 9 ($4) 1) %. 
0 х—1+2* 0 Хх 


Меняя порядок интегрирования, найдем: 


х-1 —=+0 
1 
ше Л | 194% ( 96-Э%+ 
х—= 0 
х- + 
+5 179% ( обтдф= 
х—1 0 
хе 5 @—+9 5+ т 
4 
= (795 \ чеё-эж+ \ пов 
х—= 0 0 


Таким образом, мы получим формулу (1.10), положив 


‘[-56-=+0 Зе) 
1 
1 (х, й, 5) — > 


К 96-9 \ ео а: | (1.41) 


0 0 
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Допустим теперь, что для А =1, 2,..., п‘ формула (1.10) уже дока- 
зана. Докажем ее для А =п. Мы имеем: 


1 х- т 2-+т 


1 1 у 
И» (д, 1; р | \ 78| \ и (2, т, 9/64 |+. (1.12) 
0 х— + .` #— х 

Изменим порядок интегрирования так, чтобы внешний интеграл 
брался по $. Так как & —<5<ё+ти Е 323 1+Е—%, то 
х—1<$;<1--2. Поэтому пределы интегрирования по $ будут от х— 
до Е. Мы получим: 

т 1 
ит (2, 8) => \ 1 ($) 45 5 \ п—1 (2, п, $3) 4 (2) 42 ас, 
х—1 [29 

тде с., — некоторая область плоскости (<, 2) (зависящая от хи 1), точ- 
ный вид которой в дальнейшем нам не понадобится. Таким образом, 
формула (1.10) доказана для й =и, причем 


(в, =- К 1 (а, <, 5) 4 (2) 424. (1.43) 
652 
Докажем теперь следующие неравенства: 
х+! ® 
РИ — р 
[99 (2, #, $) < р \ 19 (5) 145} (&=4,2,...). (4.44) 
х— 
Рассмотрим сначала случай А =1. Из формулы (1.11) находим: 
+= [9 ++ |9) ++ [2 
4 4 | О 
ч.(дь)=фх ( чех (\ чюй=х ( 0. 
8 8 Те 
Так как х—#<;<т-Ь то из последней формулы следует оценка: 
х-Е 
4 
| (2, &, $) |< 5 \ |9 (^) ат, 
х—= 


т. е. оценка (1.14). 

Предположим теперь, что неравенство (1.14) доказано уже для всех 
К =1,2,..., П- 1. Докажем его для Ё = п. 

Из формулы (1.13) и оценки (1.14) следует оценка: 


|4» (2, 6, 3) |553 (} [49а (а, =, $) 114 (9) 194 < 


бт2 


+ 


= к от ла] 


п—1 
4 4. 
62 
Так как [см. формулу (1.12)] т + << 1—т, то 4—1 2— 
—*<2+*<- Поэтому из последней оценки следует неравенство 


х-1 п—1 
1 1 : и 
обо Эрл [р 9} тео. (45 
В 6.2 
Далее, так как О<л<Ёри 1—# << 2+ ф—т, 10 1—1<2< 
<&-+ и, следовательно, область в., содержится в прямоугольнике 
р 
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0<<Е 1—1<2<«=+ь Поэтому из неравенства (1.15) следует 


оценка: 
п—1 х-+1 


хх 
1 [ , 

|9» (2, & 5 а | | |914 | еси. |9 (2) | 4 = 
х— 0 1 


%— 


1 1 х- 
а \ На 
- х— 
т. е. оценка (1.14). 
Из неравенства (1.14) неравенство (1.4) следует непосредственно. 
В самом деле, в силу формулы (1.9), 


49 (п, 2, $} = — № (а, зщ (я —-.-. 
Поэтому 


с = ®—1 , 
обе < Уна, < У щет | Мм = 
№1 &=1 кН 
х-+ Хх 
=1 ( п ат-ехр | \ па 
х— х— 
что и требовалось доказать. 

2. Делая различные предположения относительно поведения функции 
4 (5), можно получить различные оценки для функции 90 (х, &, $) при 
малых 4. 

ТЕОРЕМА 1.1. Если коэффициент 4(х) в уравнении (1.1) суммируем 
в каждом конечном интервале, то для любого фиксированного конечного 
интервала (т, 21) и любого фиксированного числа & >0 можно указать 
константу С=С (т, х:; &) тавую, что при 26 (5, 2) и О <(<ь 
справедливо неравенство: 

аз) С 

Доказательство следует непосредственно из оценки (1.4) 

ТЕОРЕМА 1.2. Пусть в некотором интервале (%, 1.) коэффициент 
9(т) удовлетворяет следующему условию: существуют положительные 
константы С=С (5,11) и а=ч(т%, 11) такие, что при ё<% 
(1, — фиксированное число) и тЕ (ту, 21) справедливо неравенство 

х+1 

19 (2) | 4 < с. (1.16) 

х— 
Тогда можно указать константу С, зависящую от константы неравен- 
ства (1.16) и не зависящую от, такую, что для 26 (ту, 1) и ё Зь 
выполняется неравенство 

[40 (2, &, 5)|< См. (1.17) 

Доказательство следует непосредственно из оценки (1.4). 

Замечание. Для оценки (1.16) достаточно, чтобы существовали 
константы С=С(%, 1; &) и р=р(%, 1; &)>1 такие, что для 
ХЕ (1, —1, 2. +1) выполняется неравенство 

1 


ТИ бо" ее 


=—ь 
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В самом деле, в силу неравенства Гельдера (++- т при < Ь 


‘лом < [ира [в а. 


х—{ х—6 х— 
$ 2. Оценка решения задачи Коши. Случай полупрямой 


1. Предположим, что уравнение (1.1) задано ‘на полупрямой (0, со): 
Если число й в граничном условии (1.2) равно 0 или со, то вместо 
полупрямой можно рассматривать всю прямую. 

Действительно, пусть й=0. Продолжим функцию 4(5), заданную 
вначале на’ положительной полуоси (0, со), на отрицательную полуось 
(— со, 0) по четному закону. Легко видеть, что в этом случае функция 
«о (5, ^) также продолжается четно. Поэтому произведение « (2, ^) соз ИЛ 
представляется по формуле (1.3) при произвольных д и &. 

Если А = со, то при четном продолжении функции 4(5) функция 
Фо (1, ^) продолжится нечетно. Как и прежде, произведени® хе (х, ^) соз УХЕ 
представляется по формуле (1.3) при произвольных фи {. 

2. Итак, мы можем считать, что #0 и # + со. Выберем фиксиро-. 
ванное положительное число 1. Если 0О<{<.х, то формула (1.3) при- 
менима. Поэтому имеет место следующая 

ТЕОРЕМА 2.1. Если коэффициент 4(2) в уравнении (1.1) удовлетво- 
ряет условию одной из теорем предыдущего параграфа, то при 0<Е< < 5 
для (т, &, $) справедливо заключение соответствующей теоремы. 

3. Выведем формулу для произведения о, (5, ^) с0$ ИЛЬ годную при 
{> т. Положим 

ф (м, = (@,^, (а, Л =вь(@,)). 
Тогда 


В уе е)- Еф (о, ^). 


Продолжим функцию 4(5) на отрицательную полуось (— со, 0) по 
четному закону. Так как при этом функция $ (5, ^) продолжится четно, 
а функция Ф (5, ^) — нечетно, то 


©, (—2, ^) = (т, ^) 5 = (9, ^), 
®, (—2, ^) =®_, (2, ^). 
Далее [см. (3), стр. 78], 
®, (2, ^) = 003 Ух + | (*, 1 а (2.1) 


^®_, (2, №) = сов УХ х т | В ,) соз УХЕ, (2.2) 
0 


причем [см. (1), ‘стр. 346] при 0 | 
Кю о ( 19614). (2.3) 


0 
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Обращая формулу (2.1), получим: 
сов УХз=о, (2, А) — | Кь(х, 1), (6, ^) &, (2.4) 
0 
где при 5—0 


Кь (1, #) = Кь (х, 2) о ( 19614) : 


| Подставляя (2.4) в (2.2), найдем: 
®_, (2, ) =, (2, ^) — К» (2, о (6) @- 
0 
[ 


+ ) К, (а, 0:0 | К! (Е, 5), (5, ^) 48 =, (2, ^) — 
; | 


0 


= С ($, ^) 4$ + (2, (2, 5) в, (5, ^) 45, (2.5) 
причем при 5—0 . : 
Г, (&, 8$) =0 ( |4 ($) | 4) + (2.6) 


Пусть функция % (5, #, $) строится по функции 4(5), продолженной 
на всю ось четно. Из формулы (1.3) следует для произвольных 2 и #: 
1 4 Зе 
®, (5, ^) сов Хз =>. [, (2 #8; ^) + ®, (2—2; ^)] + т \ (2,1, $) ®, (5, ^) 4$. 
} х— 
Если {> т, то , (1 —&, ^) =®_,(1—х,^) и поэтому из последней 
фг-- улы, а также из формулы (2.5) выводим, что 
- . | #—<х 
в (2, 1) сов УХЕ а, (2) +, (1, Хи \ Ф, (5, ^) 45 + 


0 


{—х 0 
++ \ 1, (@— 2; 5) в, (5, + \ № (2,63), (5, 1) + 
0 х—= 
х+ 
+> \ (1,2, 3) ($, 1) 45. (2.1) 


0 


Заменяя в предпоследнем интеграле $ на —5, мы получим (снова при- 
бегая к формуле (2.5)): 
0 


#—х 


| ® (1,1, 5), (5, ^) 4 = | %0 (2, &, — 5) ®_, (5, ^) 48 = 
х— Е 0 
1—х 8 8 
= й 40 (х, &, 59| ($, № + ® ®, (и, №) аи + у” (5, и) ®, (и, ^) а] 4$. 
0 - © 0 | 


Меняя порядок интегрирования, находим: 


| о (д,,— 5) 4 ®, (и, \) ди т Ф, (и, \) ди (а, #, —5) 45, 


о о. 0 % 
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+—х 
\ % (х, &, 9% (5, и) ®, (и, №) 4и = 
пы Сар 
= \ Ф, (и, ^) аи \ ® (2, 1,—5) Г, (5, и) 4$, 
9 и 
поэтому из формулы (2.7) следует формула (1>> 2): 
(2, 1) сов УХ = [а (ЕЕ, А) о, (— 2, ^)] = 


+—х ++х 


той (в) +5 \ юз) о, (5,1) 4, (2.8) 
0 0 
причем 
(а) (ии ь + 
1—х 1-х 
+ \ 4 (2, &, —и) аа | 3 (т, &, — и) Гь(и, $) ди, 
0" (1, Е, 5) = ы ь 
0<$;<Е—х, 
[39 (< р, 5), за. (2.9) 


Так как для функции 4 (7, &, $) справедлива оценка. (1.4), а для функ- 
ции Г» (5, 5) — оценка (2.6), то из формулы (2.9) непосредственно следует 

ТЕОРЕМА 2.2. Если & — произвольное фиксированное положительное 
число, то для положительных 135 и < Е справедлива оценка 


[40° (2 <<] |9 (5) | 45. (2.10) 
В частности, если можно указать такие константы Си а, что при < 


[4 (5) [4 <С#, то при  ЗЬ и 2<Е справедлива оценка 


=.—.“ 


[37° (в, в, 5) |< СЁ. (2.11) 


8 3. Вывод вспомогательных формул и предварительная оценка 
спектральной функции. Случай всей прямой 


1. Предположим, что уравнение (1.1) задано на всей прямой и коэффи- 
циент 4(2) суммируем в каждом конечном интервале. Положим 


Фо (2, ^) =$(2, ^), о (т, ^) = (2, ^). 
Как известно [см. (5)], существуют монотонные, ограниченные в ка- 
ждом конечном интервале функции & (\) ис (%) и функция с ограниченным 


в каждом конечном интервале изменением \(^) такие, что если }(5х) и 
& (2) 6 Г, (— со, со), то имеет место равенство Парсеваля: 


| лова = | 2096,0) ®0)+ | 2,096, 0) 410) + 
+ [2,00 6, 0) 410) + | 2, 096,0) 0). 4) 


— с — © 
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Функции Р, (^), ЕР. (^), С, (^), С. (^) называются преобразованиями Фурье 
функции }(5), соответственно 8 (5), и определяются по формулам 


Е, (®) = | Ра) в (в, №) 4, Р,() = 9 ^) 4, 
р: ее (3.2) 
6, (0) = | 82) 9(®%) 4, @0)= \ 8(2) 4 (т, №) аз. 


Если функции ]}(5) и (5) обращаются в нуль вне некоторого ко- 
нечного интервала, то интегралы в формулах (3.2) существуют в обыч- 
ном смысле. В противном случае равенства (3.2) следует понимать 
в некотором обобщенном смысле [см. (5)]. 

2. Положим в формуле (1.7) функцию }(5) последовательно равной 
ф (2, ^) и $(х, ^). Мы получим, в силу единственности решения задачи 
Коши, формулы: . 

х+ 


Ф(®, *) сов ИХ ве ь +ое-ь + | № (+ 926,4, 
у (3.3) 
ф(2, №) сов Уи фе) Уи») а (в; , 5) $ (5, 2) 5. 
ыы (3.4) 


Обозначим через 8. (1) функцию, удовлетворяющую следующим усло- 
ВИЯМ: 

а) в. (= в. (—0: 

Ь) Е. (1) =0 для || >28; 

с) #.(1) имеет ограниченную вторую производную. 


Положим 
25 


фе (в) = \ 8. (Е) соз вё 4. 


— 2 
Из условия <; следует, что для больших р >0 имеет место оценка: 


4) =0(5). (3.5) 


Ц 


Помножим обе части формулы (3.3) на в. (1) и проинтегрируем по # 
в пределах от 0 до 2е. Изменив порядок интегрирования, мы получим: 


2 х--2= х-2= 
$ (в, 1). (У = | 96, №8. (< — 2) 4+ | х,(, 5) 9 (5, №) $, (3.6) 
х—2 х—2= 
где 
2 
Х. (х, 5) = \ в (т, , 5) 2. (1) 4. 
1х—8 | 
Аналогично, 


г х--2е х-+2е 
ф (т, №) $. (ИА) = \ 465, №8, (8—2) 48+ \ х, (® $) 965, ^) 45. (3.6) 


х—2= х--2= 
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Формулы (3.6) и (3.6’) показывают, что при фиксированном х функции 
ф (2, ^) 4: (УХ) и (т, №) 9. (УХ) суть преобразования Фурье функции 
Х.(х, 5), равной [в. ($ —2) НХ. (1, $)] в интервале (х —2е, +2) и рав- 
ной нулю вне этого интервала. 

Пусть ] (5) 6 С, (— оо, со). Обозначая через. Р (\) и С ^) преобразова- 
ния Фурье функции ](5) и применяя к функциям / (5) и ^. (х, $) равен- 
ство Парсеваля (равенство (3.1)), получим: 


} = (ИЛ) {Е 0) 9 (2, *) 4 0) + [Е 0) $ (а, ^) + @ 0) з(, ^)1 4 0) + 
х-+2= х--2= 
+60) 9 (2,4% 0)} = | 79 е6-д6- {| 16) хе (в, $) 45. (3.7) 


3. Положим 
Л 
о о. если 0<{|<2», 
$). если |{| >> 2е. 


Функция 85.(1) условию с) не удовлетворяет. Однако легко видеть из 
непосредственного вычисления, что оценка (3.5) для нее выполняется. 
Обозначим через а произвольное действительное число и положим 


8: (1, а) = в. (1) с0$ аё. 
Как показано в работе (1) (стр. 345), 


эт (ИУл-+а)е | Е (Ил — а) : 
= (Ил+ а) = ил а) у 


2= 


$. (ИХ, а) = \ 5 (&, а) сов УЕ = 


—2= 


Формулы (3.6) и (3.6°) принимают вид 


х-+2= х-+2= 
$(®, 2) 4. (УХ, а) = | &6—4, 4) 96,4 + | (2,54) 9,4, 
Х—2Е Х—2= (3.8) 
РА х+2= х-+2= 
ф (х, №) 9: (УХ, а) = | в: ($ —х, а) $ ($, ^) а + \ Х: (2, $; а) $ ($, №) 5$, 
х—2= х—2е 3.8' 
причем м 
= ) 40 (2, &, 5$) 6. (, а) @1. (3.9) 
[х—8| 


Заменяя в формулах (3.8) и (3.8') х на у и применяя равенство 
Парсеваля, получим: 
р их, а) {9 (т, *) 9 (у, ^) 4 (4) - [ (2,2) $ (у, ^) $ (в) (у, хат + 
+2 фу Жо)у= | в, а) + (2 $3 а)} . 
Аху 


- {8 ($ — у, а) Ну. (у, $; а)} 45, (3.10) 


где Д,, есть пересечение интервалов (5 — 2е, х-+ 2е) и (у— 2в, у- 2:). 
Формула (3.10) принимает более сокращенный вид, если ввести в рас- 
смотрение спектральную функцию уравнения (1.1): 


342 Б. М. ЛЕВИТАН 


0 (2; у; Х) = 
х 
| [2(2, ) 9 (у, 4 0) - (2, №) $, ) + 9, $ (2, 11 0) + 
| + $ (о, №) ф (9, ^) 440), Х>0, 
>= А 
— \ (2, ) Ф (9, ^) 4 (0) - [в (2, №) 3 (9, ^) + (9, №) 3 (2, 141 0) + 
| + $ (2, №) (у, ^) $0), ^<0, 
0, л=0. 
Пользуясь функцией 0 (х, у; \), можно формулу (3.10) записать в виде: 
фиух, о) 46,» = 


= } (6.6 -х а) + же (®, 3; а)} {8 (5—9, а) + хе (У, $; а)} а. (3.14) 


Аху 


В частности, если х = у, то 


| фе (УХ, а) и 2) — нь {8. ($ — ж, а) у. (5, $; а)}*4$. (3.12) 


Как мы уже отмечали, функция 0 (т, у; Х) называется спектральной 
функцией уравнения (1.1). В настоящем параграфе мы дадим, опираясь 
на формулу (3.12), некоторые важные оценки для спектральной функ- 
ции. В дальнейшем мы изучим асимптотическое поведение спектральной 
функции уравнения (1.1) при ^-> - с. 

4. Функция 0(х, у; ^) дает разложение единицы оператора (1.1) и 
поэтому обладает следующими свойствами [см., например, (8), гл. УП]]: 

1) Положительность: обозначим через А интервал (^, ХА) и 
положим 

6 (в, уз А) = 6 (2, ух А) — 6 (в, у; ). 
ДЖая-д >00 0(4, А) >0. 

2) Ортогональность: для любых двух интервалов А = (^, Х - А) 

и А’ = (р, в + А’) справедливо равенство 
\ 6 (<, #; 4) 6 (Е, у; А’) 4 =0 (2, у; А.А), (3.13) 
где через Д.Д’ обозначено пересечение интервалов Д и Д.. 

Если положить А =Д', то из формулы (3.13) и неравенства Коши- 

Буняковского следует оценка: 


[02 уз |< (6, 4940) (у; 44) = 
= 00 (2, 2; А) (уу; А) < [0 (2, 2; А) НО, у; 4)]. = (3.44) 


5. ЛЕММА 3.1. Пусть е, — произвольное положительное число и 
(хо, х,) — произвольный конечный интервал действительной оси. Суще- 
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ствует константа С = С (ту, т; в) такая, что если х и у принадлежат 
интервалу (т, 2!), то имеет место неравенство 


0 я 
И 48 (х, у; [< С. 


—© 


7) частности, при любых конечных = тиу 


0 У 

) а. 
Доказательство. Из формулы (3.12) при а =0 вытекает оценка 
х--2е 


) 428 (р, 2;\) 3+ \ в. 6—2, 0) +» (в, 5; 0)р 48. (3.45) 


х—2 


| изв ИП 
И | | 


Положим ев УХ] —=и. Из формулы Лагранжа следует, что 
ЗВ и = Ни — В 0 = ись би > и, 
поэтому из оценки (3.15) выводим: 


0 иг 
\ ыы 46 (х,5;).) <+ \ [г ($ —х, 0) - х. (5, $; 0)]? 25. (3.16) 


х—2= 
Пусть е = -+|- 1. Легко видеть, что при || >41 справедливо нера- 
венство 


ЗВ 5 УХ| л ЗВ=Й || «У ВТ, 
ИТ = 
поэтому из неравенства (3.46) следует оценка: 
0 => х-2е 
еде, т 6—2, 0) +, 5 04+ 


—© х—2Е 


0 
5 ее (т, 2; №). (3.17) 
—1 
Оценка (3.17) и теорема 1.1 доказывают лемму при х = у. Случай 
т -Еу сводится к случаю х=у при помощи неравенства (3.14). Таким 
образом, лемма доказана полностью. 
6. Положим 


Н (т, уз а, ) = \ $2 (УХ, а) 46 (т, у; *). (3.18) 


Из формулы 
2=` 
фе (^, а) = 5 \ (2= — |#|) соз УХ Ё.с0з аё а 
в 
для ^< 0 следует оценка (а — действительное число): 


у. (ИХ, а) < 82 У[\].е, 


поэтому 
0. 


Н (5, у; а, ®) < 64 \ св УП] | 4,6 (2, у; ^) |. 


—© 


Из этой оценки и предыдущей леммы непосредственно следует 
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ЛЕММА 3.2. Если коэффициент 4 (5) в уравнении (1.1) суммируеж 
в каждом конечном интервале и если (ху, 21) — произвольный конечный. 
интервал действительной оси и в, — произвольное положительное число, то 
существует константа С = С (2%, %1; 8%), не зависящая от а, такая, что для 
х, УЕ (2, 11) и е< ев выполняется неравенство: 


| (2, у; а, =) | <С. (3.19) 


7. Равенство (3.11) можно запихать в виде 
СЕУЛ, дав (а, и = 
0 
= \ {8.6 —2, а) Е же(т, 3; а)} (6. ($ — у, а) хе (9, $; )}4$— Н(®, у; а, $), 

Аху (3.20} 
где функция Н (х, у; а, =) определяется по формуле (3.18). 

Положим для > 0 А = р», 0 (5, у; ^) =0(х, у; в?) = 0, (х, у; р) и про- 
должим при фиксированных д и у функцию 0, (5, у; в) на отрицатель- 
ную полуось нечетно. Формула (3.20) примет вид: 

| фе (+ 2) 4,6, (2, узв) =2 | {8.6 — 2, а) Е (2, 5; а)} - 
а А . 


- (8е ($ — у, а) + Хе (у, $; а)} 48 —2Н (х, у; а, =). (3.20') 


В частности, при 2 —= у получим: 


} че(ь, 2) 4,64 (2, 2; в) = 


х-2е 
=2 | {8 ($—х, а) + Х: (%, $; а)}? 4$ —2Н (5, х; а, з). (3.24 } 
х—2= 
ЛЕММА 3.3. Если коэффициент 4(т) уравнения (1.1) суммируем 
в каждом конечном интервале и (ту, 21) — произвольный конечный интер- 
вал действительной оси, то существует константа С = С (1, <.) такая, 
что для х, УЕ (%, 11) выполняется неравенство: 


и 
зи 9: (2; с. ь 
5, УФф ны < (8.22) 


Доказательство. Положим в формуле (3.24) е =4. Мы получим: 


С $11? (и а) 81? (м — а) ]? к 
В о Нее | - 


х+2 
=2 | {81 ($ —, а) -- Хи (2, $; а)} 45 —2Н (2, г; а, 1). (3.23) 

х—2 
В силу теоремы 1.1 и леммы 3.2, существует такая константа 
С =С (1%, 21), что если Е (х, 21), то правая часть равенства (3.23) не 

превосходит С. Таким образом, из равенства (3.23) следует оценка: 

С 3104 (и — а) 
\ ао 4,8, (х, х; в) < С, 
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или 
\ ми 4,8; (2, ху в а С 
и, значит, тем и 
1 
ее 4,6, (2, аз в а) < С. (3.24) 
0 
Как известно, для р > ми > — Поэтому 


> = [6 (2, 2; +1) — (2, 2;4)]. = (8.25) 


1 
ее 4.6; (хз в--а)> 
0 
Неравенства (3.24) и (3.25) доказывают лемму при х=у. Случай х-Е у 
при помощи оценки (3.14) сводится к случаю х =. 
8. Возвратимся к общей формуле (3.7). Пусть }($) 6 Г» (— оо, оо). 
Учитывая формулы (3.2), мы получим: 


. $«(УХ) 4 } 1 (8) 0 (х, 5; ^) @8 = 


р. х-2е 
== \ 7 ($) 8: (1 — $) 48 + \ 7 ($) х- (&, 5$) а5 (3.26) 


Х—2= х—2= 
Так как функция / (5) произвольна, то из последней формулы следует 
(Иа, у о 25 (т) 
р 0, [2—$]| > 2е. 


Сходимость интеграла слева следует из лемм 3.1 и 3.2, а также из 
оценки (3.5). 
Формулу (3.26) можно записать в виде 


со х--2= х-{2= 


\ ф. (2) 4,51 (5, в) = 2 \ 1 (5) 8. (2 — $) 4-2 \ 1 ($) Х. (2, 5) 48 — 
52 ПУ 9 (3.28) 
где положено {8 
52, = \ 16) 6 (2, $; №4, 5 (@, В =5(а, в), в>0, 


5; (2, в) = — 5, (<, —), в< 0. 
Аналогично, формулу (3.27) можно записать в виде 


со 


+. (2 4,0, (в, $; в) = 
Ге, (х—) 2, (2, $) —2 \ 9, ИХ) а, 6(, 5; ^), [#—$51<2, 
г ( е (3.29) 


[= 2 | фе (ИХ) 446 (х, $; ^), |2—$| >28. 


—© 
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Заменяя в формулах (3.28) и (3.29) функцию а, (й) на &, (&, а) = 8. (1) с08 аё, 
мы получим формулы: 


со х-+2е 
2 | +9 +4. —а)}4,5, (©, )=2 } 165), (2—3, а) @ + 
х-2= 0 


+2 | 16) х, (2, $; 44-2 | $. (УХ, да5(а, ^), (3.30) 


2 | +9 +4. —02)) 4,6. вы = 
|, (1 — $) 2%. (2, $; а —2 \ ф. (ИХ, а) 4.0 (5, 5; л), [2—$| <2е, 
[-2 ф.(ИХ, а) 4,6 (+, 5; 1), 12—32. 
(3.34) 


Так как функции 5, (5, р) и 0, (5, $; в) нечетны, а функция ф. (в) четна, 
то формулам (3.30) и (3.31) можно придать вид: 


со х-+2= 


+ — 94,5: (2) =2 | 19) (2—5, 0) 4 + 
х-2= 0 
+2 } 16) х, (2, 5; 4) -—2 { (УХ, а)4 5 (а, \), (3.30) 


| фе (№ — а) 4,6, (2, $; в) = 


—с 


| (х— 5; а) Е 2, (1, 3; а) —2 \ ф, (ИХ, а) 4,6 (2, 5;№), |2—5|<2е, 


—© 
0 


| 2+ (ИХ, а) 40 (+, $; ^), [2 —$| >28. 

{3.31} 

Если в уравнении (1.1) 4(2)==0, то № (х, &, $) =0 и, следовательно, 
Х. (2, 5; а) =0. Поэтому формулы (3.30’) и (3.31’) принимают вид 


со х-2= 


} фе — а) 4,51 (2, =2 | ув (аз, а), (3.32) 
—с х—2= 
| аи" Е [2 —$| < 28, 
: (2 —а т, $; в) = 3.33 
2 ‘ ые р 0, [#—$| > 2, г. 
где положено 
* 1 я — * © * 
ЕЯ, т, де |7 И (а, 5 йа. 
Вычитая из равенства (3.30’) равенство (3.32), получим: 
со х--2е 
| + -ча,В(, 5 д=2 | 79, зад 
а х—2 
0 
—2 } + (ИХ, а) 45 (2, ›), (3.34) 


—© 
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причем 
В (т, в; = 51 (2, в) — 81 (2, в). 
Вычитая из равенства (3.34’) равенство (3.33), мы получим: 


со 


. фе (в — а) 4,Ф (2. 5; в) = 


2х. (1,5) —2 \ $/(УХ, а) 4.6 (2, $1), [1-5 <42, 


= ь (3.35) 
[-? \ + (ИХ, 4) 46 (2, 5; ), 12—82, 


био) 


причем 
Ф (1, $$ р =, (т, $; р) — (2, $; В). 
Формулы (3.34) и (3.35) играют в дальнейшем фундаментальную 
роль. В случае, если уравнение (1.1) не имеет отрицательного спектра, 
то формулы (3.34) и (3.35) упрощаются и принимают вид: 


х-+2= 


4-44, (вм =2 | 7х, (2, $ 4) 4, — (3.36) 


с х—2 


со 


+6 -94,9(, = и 


2х, (х, $; а), |1—$|< 2%, 
(3.37) 


$ 4. Вывод вспомогательных формул и предварительная оценка 
спектральной функции. Случай полупрямой 


1. В настоящем параграфе мы распространим леммы 3.1, 3.2 и 3.3 
на случай полупрямой (0, со). Кроме этого, мы перенесем на случай 
полупрямой формулы (3.34) и (3.35). 

Обозначим через ®» (5, ^) решение уравнения (1.1), удовлетворяющее 
начальным условиям (1.2). 

Как известно [см., например, (5)], существует монотонная, ограни- 
ченная в каждом конечном интервале функция 'р(^) такая, что для 
любых двух функций 1/(5), 8(21) Е Г, (0, со) справедливо равенство. 
Парсеваля: 


со со 


\/(2) 8 (2) 4 = \ Е0)@ 0) 40), (4.1) 
де 0 —© 
Е()) = \/ (2) ь (2, ) 42, 60) = \ (во (2, №) аз. (4.2) 


Функцию Р()) (соответственно С (^)) мы будем в дальнейшем называть 
обобщенным преобразованием Фурье функции (2) (соответственно 8(71)) 
в отличие от обычного преобразования Фурье по косинусам, которое по- 
лучается при 4 (2) =Ои й=0. 

Если функции }(5) и 8 (2) обращаются в нуль вне некоторого ко- 
нечного интервала, то интегралы в формулах (4.2) существуют в обыч- 
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ном смысле. В противном случае равенства (4.2) следует понимать 
в среднем квадратичном [см. (®)]. р 

Выберем произвольное положительное число х и рассмотрим произ- 
ведение ‹, (х, ^) соз ИЛ: (> 0). Если <, то можно пользоваться фор- 
мулой (1.3). Пусть < и 5 (1, а) выбрана так же, как и в преды- 
дущем параграфе. Помножим обе части формулы (1.3) нав: (&, а) и про- 
интегрируем по # в пределах от 0 до 2е. Мы получим: 


х-2= 


©, (т, №)%. (ИХ, а) = \ °, ($. в С же Ух, [Х, $; .0)} 45, (4.3) 


где 
2= 


Х. (2, $; а) = \ (т, &, $) Е, (Ё, а) ай. (4.4) 
[х— 81 
2. Чтобы получить формулу для (т, №). (УХ, а) в случае, когда 
т<«2е, следует использовать формулу (2.8). 
Рассмотрим при фиксированном х интеграл 
2= 
ь Й г 
\®, (2, 2) со УЕ в, (Ба@=э, (в, №), (УХ, а). 
0 
Если. {< т, то можно пользоваться формулой (1.3). Если же #>х, то 
формула (1.3) не применима и следует пользоваться формулой (2.8). 
Таким образом, 


ыЕ [1 
Чен (1, 2). (ИХ, а) = {уве Ь №) +, (#4 
0 
х-Е 


+5 }\ (2 ь Зо ($, 2) 43} ве (6 а) @ + 
2Е ” ла 1 +—х 
+ № (е-ь (фз +В | о ($, №) + 
х 0 


1-х 
т ) (т, &, 5), (5, ^) 45} в. (Е, а) 4. 
0 
Заменяя переменные интегрирования и меняя порядок интегрирова- 
ния, мы получим формулу: 
Й Й 2х 4 2х 
2 ®, (2, ))ф. (^, а) => \ Е, ($ — т, а)ъ, (5, ^) 4$ 5 Х. (2,5; а), (5, ^)45-- 
2=е-х " 2=—х ) 


1 
ох ) 8, $ —х, а), (5, ^) 48 + >. \ в, $ т, а) ‹, (5, ^) 4$ + 

2х 0 
2=—х 2= 2х 2= 


4 4 
+5й , (5,*) @& ,} 8. оо 9 (5%) 48 \ш”(21,3)в, (Ба) а + 
Й 2=+х 2= 
+5 }\ (5, 4 |} м" (а, ь ЭЕ ( 4) а, (4.5) 
2х з—х 


причем функция у, (х, $; а) определяется по формуле (4.4). 
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Введем следующие обозначения: 


4 
55. [5. (3—2, а) + в, ($ +, а)], если О; <2— 1, 
Е Рой, 
А: (2, $; а) = 55: 851$ — $, а), если 28 —л<5<2е-х, 
(о для других $5; 
2Е 
р 
ве (2, 5; а \ а, (Е, а) 4Ь если 0<%;<2е—х, 
ЗЕ 
(о для других 5; 
[1 1 
5-Х. (2, $} а) > \ &" (т, , $) в, (Е, а) 4 если 0<5<2%, 
(а, за) = м 
5- \ %" (ж, в, $) 8, (6, а) 51, если 22 <;5<2е- т, 
| 0 для других $. 


Далее, положим 
пе (1, 5; а) =^.(х, $; а) Н ве (х, $; а) у. (х, 8; а). 
В этих обозначениях формула (4.5) принимает вид: 
Ех 
[о (в, \) 9. (И; = \ п (а, $; адеь ($, ^) 45. (4.6) 
0 
Формула (4.6) показывает, что «% (2, №) $. (ИХ, а) есть преобразова- 
ние Фурье (по собственным функциям о) ($, ^)) функции 2м. (5, $; а). 
Формулы (4.3) и (4.6) позволяют перенести леммы 3.1, 3.2 и 3.3 на 
случай полупрямой. 
3. Перенесем теперь на случай полупрямой формулы (3.34) и (3.35). 
Пусть ] (5) 6 Л» (0, со). Обозначим через Р (^) обобщенное преобразова- 
ние Фурье функции ] (5), т. е. положим РЁ ()) = | 1 ($) вн ($, ^) 4$. 
0 


Если х>.2е, то из формулы (4.3) и равенства Парсеваля следует 


со 


т} о. (ИХ + 4 (ИХ а)} в (&, №) 20) 40) = 
ме х+-2= 
= \ 16) (в, @—з, ах, (в, $; а)} 8. (4.7) 


Введем в рассмотрение спектральную функцию уравнения (1.1) 


в случае полупрямой: 


А 
| \ ол (2, 1) ол (у, 2) 4), №>0, 


Положим 


б известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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Тогда формула (4.7) принимает вид: 


} (Ил 9 + (ИХ 9} 45 (@, = 
о 
= \ # (5) (в. (1—3, а) + х, (1, $; а)} аз. (4.7°) 


В силу произвольности функции ]($), из последней формулы следует 
формула 


со 


 ®. УХ + ИХ 4} 60, #9 = 
28. (д — 3, а) +2), (2,5; а), |&—$| < 22, 
я и [$—$| > 2е. __ 


4. Если хх 2е, то следует пользоваться формулой (4.6). Учитывая 
вид функции т. (т, $; а), мы получим: 


со 


$. (ИХ 9+ ИХ 4} &5 (2, = 


—со 
2=—х 


=2 \ 9,2 +в, а) 4 + 
2=-х , 2=—х 2= 
2 \ 1 ($) &. (1—5, а) 4$ в \ 7 (5) 4 \ 8. (1, а 4 
2=—х ( $+х 
2=-+х 
Ча \ 1 (8) з, (д, $; а) 45. (4.9) 
0 
В силу произвольности функции ] (5), из последней формулы следует 
(2< 2): 


ИХ ИХ) 40а, $ = 


—<0 


2= 


Г. (1—5, а) + 2в, ($, а) Ни \ 8. (Е, а) 4-2» (т, $; а), 0%; <2е—х, 


— 8-х 
28. ($ —я, а) ит (без а) 2=—х<з$< 2-х, 
0, $ > 2е- т. 
(4.10) 


5. Если 49(2)==0, то 10(х, &, $) =0, х.(1, $; а) ==0, у.(х, $; а) =0. 
Обозначим через 0*(х, 5; ^) спектральную функцию уравнения 
уу =0 
с граничным условием 
У (0) — лу (0) =0 (4.11) 
и тем же числом й, что и в условии (1.2). 
Функция 6*(х, $; ^) вычисляется в явном виде [ем. (6), стр. 79]. 
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Положим 
5" (в, = 76 (а, $; »), 
0 


На Л = (р) 5 (в) 

Фасо = аи, 
Выписывая для функций 5* (1, ^) и 0*(х, 5; ^) формулы, аналогичные 
формулам (4.7), (4.9), (4.8) и (4.10), и вычитая их из упомянутых фор- 
мул, мы получим следующие соотнощения: 


со 


} №. ИХ (ИХ- а} ав 5 л= 


—© 


х-+2= 
Ё \ И, 3 295. 4% 
х—2= (4.12) 
: ] 2=-х 
|2 \ По аа. а 
б 
\ №. И/Х+9 ++ (ИЛ- 2} &Ф = 
[2%= (2, $; а), 222 [2—$<1е, 
= |0, > 2, |2—$|> 4, (4.13) 
12», (доска) Я 26 пе 5 25а, 
0, х< 4, ва. 


Так как функция у.(5, $; а) подчиняется такой же оценке, что и 
функция 7.(х, $; а) (см. теорему 2.2), то из формул (4.12) и (4.13) 
следует, что при изучении асимптотического поведения спектральной 
функции уравнения (1.1) нет существенной разницы между случаем 
всей” прямой и случаем полупрямой, если только в случае полупрямой 
в качестве простейшей спектральной функции брать спектральную функ- 
цию задачи (1.1) — (4.11) с тем же Й, что и в условии (1.2). Более того, 
ввиду локального характера правых частей формул (4.12) и (4.13) 
наши результаты легко переносятся на тот случай, когда уравнение 
(1.1) задано в конечном интервале (а, 5). При этом функция 49(5) в 
окрестности точек а и 6 может быть несуммируемой функцией. 

Поэтому в дальнейшем мы ограничимся изучением случая всей пря- 
мой, так как этот случай несколько проще. Все полученные в даль- 
нейшем теоремы легко переносятся на случай полупрямой и на случай 
конечного интервала. 


$ 5. Асимптотическое поведение спектральной функции 


1. В настоящем параграфе мы изучим асимптотическое поведение 


спектральной функции уравнения (1.1). 

Начиная с этого параграфа, мы наложим на функцию &.(1) более 
жесткие условия, чем это было сделано прежде. А именно, мы будем 
предполагать, что функция 8, (1) удовлетворяет следующим условиям: 


5* 
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=. 0: 

2) в. (1) =1, если [#|<:; 

3) в. (1) =0, если |#| > 2; 

4) 8. (1) ограничена равномерно по е и й; 


5) &. (1) имеет непрерывную четвертую производную. 
Обозначим через а произвольное действительное число и положим 
2= 


в. а=8, (0 -005ай, $. (#) = \ ве (0 совр аь 


—2= 
25 


1 
фев, а) = (в. (, а) совы = -> (9, (в а) $, в —а)}. 
—2е* 

ЛЕММА 5.41. Предположим, что коэффициент 4 (т) в уравнении (1.1). 
есть суммируемая функция в каждом конечном интервале. Обозначим через 
(%, 21) произвольный конечный интервал. Существует константа 
С=С (2; 41) такая, что’ еслиа, $ в (&, ми 03.1, то имеет 


место оценка 
0 


} 1%. СИХ, 2) 14,6 (®, ; №) [< 6. (5.1) 
Доказательство. Так как 
2= 
[фё (ИХ, а) | = о(\ соз У» га) = О (вез У Г»1 <), 
0 
то оценка (5.1) следует непосредственно из леммы 3.1. 
2. Для ^>0 положим: \ = р), 0 (5, $, ^) =6,(х, $; в). Далее, поло- 
жим (определение функции Ф (х, $; в) см. в $ 3) 


9: (2, $, в) =Ф(х, 5; в) — ПО (в, 5; в. 


Нри фиксированных х, $ и е функция Г. (5, $; а) четна и, следова- 
тельно, функция 1) (х, $; в) нечетна. Из леммы 1.2 (следствие 3) ра- 
боты (1) следует, что преобразования Бохнера-Стильтьеса функций 
Ф (х ви 1 (х, $; р) в интервале (—е, =) 2-эквивалентны. Поэтому 
преобразование Бохнера-Стильтьеса функции о.(2, 5$; в) в интервале 
(—е, =) 2-эквивалентно нулю. Далее, мы имеем: 

и ых 
к Фа в = \ а, 5 Фа. 
м 
Из этого равенства и предыдущей леммы легко получить следующую 
важную лемму: 

ЛЕММА 5.2. Пусть коэффициент 4(х) в уравнении (1.1) есть сум- 

мируемая Функция в каждом конечном интервале. Обозначим через 
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(20, 4,) произвольный конечный интервал действительной оси. Суще- 
ствует константа С =С (т, 1,) такая, что если т, $ 6] (25, 2). в 


0<=<1, то ! 
и 
У Фр 5-х, $ в} < 6%. (5.2) 


Доказательство. ЗВ силу формулы (3.35), 


и-+1 7 
|7 (ь, в; а) 14а < -и- зар же, в; 4) [+ 
и 


0 
И я па? = 
+ эр 1%. (ИХ, 4) 148, 5; 2). (5.3) 
—© 
‚ Далее, в силу теоремы 1.1, существует константа С=С (2, 2)) 
такая, что если 0<{<1, то 


ое и) О 


Поэтому 
2= 


1%. (в, $; 41506 (|8, а) |4 < Се. 
15—81 

Из последней оценки и оценки (5.3), а также из предыдущей“ пеммы 
оценка (5.2) следует непосредственно. Из доказанной леммы и. теоре- 
мы 3.2 работы (!) непосредственно следует 

ТЕОРЕМА 5.1. Пусть коэффициент 4 (5) есть суммируемая функция 
в каждом конечном интервале. Обозначим через (1%, 1.) произволь- 
ный конечный интервал. Существуют константы С, = С, (%%, 21) п 
С. =(С.(2., 21) такие, что если х, $Е (1, 21), то 
и 


\Ф(е, $; 3) 4! < С, || + С.. 


3. Более точную асимптотическую формулу для спектральной функ- 
ции уравнения (1.1) можно получить, накладывая [дальнейшие ограни- 
чения на коэффициент 4 (7). 

ЛЕММА 5.3 Пусть коэффициент 4(5) Удовлетворяет следующим 


условиям: 
1) для любого конечного интервала (5%, т!) можно указать положи- 


тедьные числа в = а (х%, 11) и С =С (5%, 1.) такие, что если х Е (%, 1), 
0<#<1, то 

хы 

1945 [48 < се. 

х— 

2) Уравнение (1.1) не имеет отрицательного спектра. При выпол- 

нении этих условий можно указать константу С, = С. (%%, 41) такую, 
что для 0<в<\1 выполняется неравенство 


У Фен (в $ в} < б1а*=. (5.4) 


Доказательство. Из формулы (3.35) и определения. функции 
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с. (1, $; №) следует оценка 
и 
И 1 р 
У Фи к у-ч(, $ в)} = | |1, $; 4) 14а < --- эр] (® $; 4) |. 
и а 
: и 
С другой стороны, в силу теоремы 1.2, существует константа 
С =С(., ) такая» что 


о: , 3 С. 
ат а) |< Сет+*, 


что и доказывает лемму. 
Из последней леммы и теоремы 3.1 работы (!) непосредственно сле- 
дует 
ТЕОРЕМА 5.2. Пусть коэффициент 4(т) удовлетворяет условиям 
предыдущей леммы. Существует константа С==С (т, 1.) такая, что 
если Х,5 Е (1%, 2,), то для всех р» выполняется оценка 


|Ф (2, $ в) < С. 


Поэтому 


$ 6. Вспомогательные аппроксимационные теоремы 


В настоящем параграфе мы докажем две теоремы, которые являются 
развитием теоремы 3.1 работы (1). 
ТЕОРЕМА 6.1. Пусть функция с(р) определена для всех действи- 


тельных | и удовлетворяет следующим условиям: 
1) с (р) нечетна; 


2) эр А: ВСС, о. (6.1) 


—с< их 
пря далее, что для каждого положительного числа = <\1 
можно указать функцию св. (р), Удовлетворяющую следующим условиям: 
1) преобразование Бохне ра-Стильтьеса функции с. (р) в интервале 
(--=, =) линейно; 
2) с. (№) нечетна и 
3) справедлива оценка 


и 
зар У {3 (в) — ое (р)} < С, ея, (6.2) 
0? 
где 0< < 1. 
При выполнении этих условий для всех действительных в имеет 


место оценка 
|7 


\ в () %| <. 1ь [= Са, (6.3) 


0 
С; = К шах (С,, С;) @=3, 4), (6.4) 


где К — некоторая абсолютная постоянная величина. 

Доказательство. Чтобы доказать настоящую теорему, следует 
лишь несколько уточнить рассуждение в доказательстве к 3.1 
работы (1). Так же, как и в этой работе, положим 


причем 


вЫ (=0, 1,2, ...), (в) = (в), 
ск (в) = ох (в) — 9—1 (р) (#=1,2,...), (5 (в) =чо (в)). 
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Из неравенства (6.2) непосредственно следует, что в каждой точке 
непрерывной функции с (р) имеет место равенство 


(в) На (6) + --: = Шан (в) = 246) +С, (6.5) 


где С — постоянная величина. Покажем, что в нашем случае С =0. 
В самом деле, заменим в равенстве (6.6) „ на — в. Мы получим, в силу 
нечетности функций тд (в) и с (в): 


— 0 (в) — м @) —---=—@ -С. (6.5') 
Складывая равенства (6.5) и (6.5’), мы получим С =0. Итак, 


ло (р) я № ---- =о(6). (6.6) 


Из определения функции х, (») (& =0, 1, 2,...) следует, что преоб- 
разование Бохнера-Стильтьеса этой функции линейно в интервале 
1 
= 


как показано в нашей работе (!) (см. $2, замечание 2, стр. 336), пре- 


). Так как, по условию теоремы, функции *,(р) нечетны, то, 


1 1 
образование Бохнера для функции <,(») в интервале = , >) также 


линейно. Поэтому из неравенства (2.3) работы (!), а также из неравен- 
ства [см. (1), стр. 338] 


Ш --1 2С 
зир У [ые РЕ 


—<<и<ои цв 


следует неравенство 
зир [ть (р) | < С 
<< о ^ 2 . 


Здесь С — некоторая абсолютная постоянная, а постоянная (С, — та 
же, что и в неравенстве (6.2). 

Интегрируя равенство (6.2) и проводя дальше оценки так же, как 
и.при доказательстве теоремы 3.1 работы (1), мы получим, основываясь 
на оценках (6.1) и (6.7), оценку (6.3). Равенство (6.4) для констант 
С; и С, следует непосредственно из проведенных оценок. 

Аналогичным образом, рассуждая так же, как и при доказательстве 
теоремы 3.1 работы (1), можно доказать следующую теорему: 

ТЕОРЕМА 6.2. Пусть функция с (р) удовлетворяет условиям 
предыдущей теоремы. Предположим, что, каково бы ни было положитель- 
ное число 1, можно указать функцию в(»), удовлетворяющую следую- 


щим условиям: 
1) преобразование Бохнера-Стильтьеса функции с(р) в интервале 


{—е, =) линейно; 
2) с‚(р) нечетна и 
3) справедлива оценка 


: и 1 а 
вр У |(в) — 0, (в) < Св? +*, 
—ю<<и<о и 


где а> 0. 
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Тогда, если «> 0, то для всех действительных в имеет место оценка: 
ы 
|\() 41 < Сь, 
0 


а если «=0, то 
и 


| °6)4| < шв | + С-. 


0 


С,= К шах (С:, С,) (=5, 6, 7), 


причем 


где К — абсолютная постоянная. 


& 7. Асимптотическое поведение обобщенных интегралов Фурье 


1. Пусть 0(х, $; №) - спектральная функция уравнения (1.1) и 
0* (х, $; ^) — спектральная функция уравнения (1.1) при 49(2) =0. Пусть 
1 ($) ЕЁ. (—со, со). Положим 


5 (2, ^) = \ #6 (х, $; №) 4. 


ео: Пед 


} 
й 


Далее, положим для Х > 0: 


в, бизн зы), 


* 


ня 9, = Зе, 


В (Л = 5, (@, в) — 51 @,Ъ. 


В случае, если уравнение (1.1) не имеет отрицательного спектра, функция 
В (т, в; ]) есть разность между обобщенным интегралом Фурье и обычным 
интегралом Фурье функции } (2). 

В настоящем параграфе изучается асимптотическое поведение функции 
В (2, в; ) при фиксированном 5 и в-> с. 

ЛЕММА 7.1. Пусть коэффициент 4(1) есть суммируемая функция 
в каждом конечном интервале. Обозначим через (хо, т1) произвольный 
конечный интервал действительиой оси. Существует положительная 
константа С =С (1, 1!) такая, что если 16 (5,1) и 0.1, то 
справедлива оценка 

0 


| +. (УХ-а) 4.5 (=, | < с+ |; (7.1) 


—© 


здесь 


[= 


со 
НИ =(} 2) 4) 
и 7. (2) имеет то же значение, чтоив $5. 
Доказательство. Обозначим через Р(^) и С()) преобразования 
Фурье функции ] (5). Применяя сначала неравенство Коши-Буняковского, 
а затем равенство Парсеваля, мы получим, пользуясь леммой 5.1: 
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[1 3. (ИХ а) Ро) э (2, 2) 4 0) + [2 0) $ (2,1) +60) е (а, 110) + 


0 
+6 (0) $ (2,2) & 0) | <( | 2 (ИУХа) (9 (в, 1) 4 0) +26 (е,л) $ (в, \) 910) 
ан : 
+4 (2, ^) 45 0) -(] 2 0) 4Е )-2Р 0) 6 0) 41 0) 6? 0) & (0) <Се ||, 
что и требовалось доказать. 

ЛЕММА 7.2. Пусть выполнены условия предыдущей леммы. Обозначим 
через (то, 2.) произвольный конечный интервал действительной оси. Суще- 
ствует константа С = С (ту, х,) такая, что если 2 Е (ху, 11) и 0<=<1, то 

х-+3= 


| Г ох, 5; 49% < С&* |1. (1.2) 


х—2= 
Доказательство. При доказательстве леммы 5.2 мы показали, 
что справедлива оценка 
уе. а) | С: 
Поэтому, применяя неравенство Коши-Буняковского, мы получим: 


х-2= х-+2= 


|} 165) ж (2,5; а) 48 [< Се | 118) 4 < СЕ 7, 


х—2= х—2= 
что и требовалось доказать. 
2. Пусть функции &.( и %.(в) определены так же, каки в $5. 
Положим 


рр | + — 9) 4,А(е, в; Л, 
2 (=, в) = у 
бЕ (, ву И еы в). 


Так же, как и прежде, преобразование Бохнера-Стильтьеса функции 
с. (2, №) в интервале (—е, =) 2-эквивалентно нулю. 

ЛЕММА 7.3. Пусть коэффициент 4 (2) суммируем в каждом конечном 
интервале. Обозначим через (х,, 1.) произвольный конечный интервал. 
Существует константа С=С (1,2) такая, что если т 6 (1,2) и 


0<=<1, то 
У (Ва, в; Во, (вв)} < Се. (1.3) 


Если уравнение (1.1) не имеет отрицательного спектра, то имеет 
место более точная оценка: 


У (Ва, в) — в. (в, в} < Е. (.4) 


и 
Доказательство этой леммы следует непосредственно из предыдущих 
двух лемм и формулы (3.34) (см. также доказательство леммы 5.2). 
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3. В дальнейшем нам понадобится оценка величины 
ит 


зар У (е (т, №)}, 


—с0<и< о в 
которая дается в следующей лемме. 

ЛЕММА 7.4. Предположим, что коэффиииент 49(х) в уравнении (1.1) 
суммируем в каждом конечном интервале. Обозначим через (т, 11) произ- 
вольный конечный интервал действительной оси. Существует положитель- 
ная константа С = С (жщ, х.) такая, что если 16 (%, 2.) и 0:1, то 


р Ноа (1.5) 


—с0<и<о и 
Доказательство. Так как се (х, в) =В(х, в; ) — 1% (х, в), то 
достаточно доказать оценку (7.5) для А (х, в; /) и 1 (+, в. Для 1% (х, в) 
оценка (7.5) следует непосредственно из определения этой функции 
и оценки (7.3). 
Докажем теперь оценку (7.5) для функции А (5, в; /). Так как 


В (г, р; Л =: (5, в) —5, (т, в), 
то достаточно доказать оценку (7.5) для каждой из функций 5, (х, р») 
и (х, №). Расемотрим 5, (х, в) *. 

Обозначим через (а, 5) произвольный конечный интервал действительной 
оси. Рассмотрим в интервале (а, 5) классическую задачу Штурма-Лиувилля, 
определяемую уравнением (1.1) и произвольными однородными граничными 
условиями в точках а и 6. Обозначим через \„ собственные значения 
и через о» (7) =о (5, ^„) — нормированные собственные функции этой 
задачи. Далее, положим: 


2х 
(ав ы, а, 6) =9 (2, 5; №280, 
ь 
иона = Уфе, в ва, а = У слон (1). 


Аки 
В силу неравенства Коши-Буняковского, 


Чи ва, 5; ]}= ХМ [69| < 


ли < (и 


ыы в 
<(УХ=)*( ХУ ма} < 
п=1 ил < (и + 
т 
< #| {6 (2, х; в 1; а, 6) — 6, (х, 2х; в; а, 6)} *. (7.6) 
Из доказательства леммы 3.3 следует, что если интервал (хо, 21) 


целиком содержится внутри интервала (а, 6), то найдется такая константа 
С =С (то, 15) (не зависящая от интервала (а, 65)), что если тЕ (2, т), 


* Для 51 (2 х, и) оценку (7.5) можно получить ВооСоОтВенНо, ибо 5" (2, и) 
легко выражается через обычное преобразование Фурье. 
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то справедливо неравенство: 


9, (2, 2; в 1; а, 5) — 6, (5, 2; за < С. 
Поэтому из оценки (7.6) следует оценка: 


У (ву ва, 6; )} СИ |. (7.7) 


Из результатов работы (5) следует, что при а-> — со и 6-> о 
51 (25 в; а, 6; > 8, (2, в) 
в каждой точке непрерывности последней функции *. Поэтому из оценки 
(7.7) в пределе получаем оценку (7.5) для функции 5, (т, р). В случае 
интервала (0, со) результат получается проще. 
В самом деле, в этом случае для ^>0 имеем 
И 


5 (, *) = \ Е() ол (а, 5) 4 (). 


Полагая ) =р?, мы получим: 
ил и 


51 (2, в) = \ Е) он (х, 5) 46 о) = \ Е (2) в (в, #2) 43 (9. 
Поэтому } Е 
Ы-1 


Ч (5, в) < < | Ен 2) 4 — 


и-+1 ы-1 1 


<{ | Е? (12) 4 = | Фил (5, 12) 45 (0) ея 
За, оф, в}. 


4. Основываясь на предыдущих леммах, докажем две теоремы, при 
помощи которых мы получим в следующем параграфе теоремы разложения 
по собственным функциям уравнения (1.1). 

ТЕОРЕМА 7.1. Предположим, что коэффициент 4(1) суммируем 
в каждом конечном интервале. Обозначим через (т, 11) произвольный конеч- 
ный интервал действительной оси. Существуют константы С\ = С, (%%, 11) 
и С, = С, (5%, 2.) такие, что если 16 (ту, 11), то для всет в справедлива 
оценка 


Це, Л %| < (Ив + СИИ. (7.8) 


Доказательство. Из теоремы 3.2 работы (1) и леммы 7.3 сле- 
дует, что справедлива оценка 


< К, [в |+ К, (7.9) 


[п (ж, у; }) 4» 


с некоторыми константами К: и К,. Из доказательства упомянутой выше 
теоремы 3.2 работы (Г) непосредственно следует, что константы в нера- 


* Точнее, из множества функций 5’ (х, ц; а, 6; ]) можно выбрать подпоследо- 
вательность, обладающую этим свойством. Заметим еще, что в работе (5) рассматри- 
ваются функции, равные нулю вне конечного интервала. Но, получив вначале 
неравенство (7.5) для функций, равных нулю вне конечного интервала, нетрудно 
затем распространить его на произвольные функции при помощи предельного перехода. 
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венстве (7.9) пропорциональны наибольшей из констант в неравенствах 
(7.3) и (7.5). Поэтому неравенство (7.8) доказано. 

ТЕОРЕМА 7.2. Пусть выполнены следующие условия: 

1) коэффициент 4 (5х) суммаруем в каждом конечном интервале; 

2) уравнение (1.1) не имеет отрицательного спектра. 

Обозначим через (ту, 11) произвольный конечный интервал действи- 
тельной оси. Существует константа С=С (1%, 1.) такая, что если 
Хе (2,2), то 

[В (т, в; )| «СИ (7.10) 

Доказательство следует непосредственно из оценки (7.4) и теоремы 

3.1 работы (!) (см. также теорему 6.1). 


8 8. Доказательство теоремы разложения 


1. Результаты $ 5 и 7 позволяют полностью исследовать вопрос о раз- 
ложении по собственным функциям уравнения (1.1). 

ТЕОРЕМА 8.1. Пусть коэффициент 4(5) удовлетворяет двум усло- 
виям леммы 5.3. Пусть } (5) 6 Г. (— ео, со). Гогда равномерно в каждом 
конечном интервале 

Иш В (2, в; /) =0, 


и-> < 
т. е. разность между обобщенным интегралом Фурье и обычным инте- 
гралом Фурье стремится к нулю равномерно в каждом конечном интер- 
вале. 
Доказательство. Обозначим через А произвольное положитель- 
ное число и положим 
1 (2), если || <А, 
= | О обид. 


№ (2) =1(2) —Л (1). 


(т) = Л (®) Л (2%), 
В (5, в; /) =В (<, в; Л) Е В(х, в; }»). 
Выберем произвольное положительное число и подберем число А 
так, чтобы выполнялось неравенство |/|<.е, что возможно, ибо 
7 (5) Е Г, (— сео, со). Из теоремы 7.2 следует оценка 


|В (2, в; №) |< Се, (8.1) 


нричем постоянная С зависит от интервала изменения 1 и не зависит от р. 
Обозначим через у произвольное положительное число. Пусть функ- 
ция $ (5) удовлетворяет следующим условиям: 
1) $(5) обращается в нуль вне интервала (—А, А); 
2) х(х) удовлетворяет неравенству 


Тогда 


А 


17 (2) — $ (2) |4 <; (8.2) 
—А 
3) $(2) настолько регулярна, что для нее как обычный интеграл 
Фурье, так и обобщенный интеграл Фурье] сходится равномерно в ка- 
ждом конечном интервале. 
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Мы имеем: 
В (т, в; ) =В (т, в; 1—9) ЕА(х, в; 9) =и-ь. 
{, есть разность между обобщенным интегралом Фурье и обычным интегра- 
лом Фурье для функции о (5). 
Так как оба эти интеграла сходятся к одному и тому же пределу, 
то при достато-но большом будет иметь место неравенство 


а. (8.3) 
Остается оценить й. В силу теоремы (5.2) и оценки (8.2), 
А 
[1< } 176) —® 1$, $9148 < Си. 
А 


В последнем неравенстве константа С, зависит от интервала изменения 
точек 2 и5, и так как $ меняется в интервале (—А, А), то, значит, С, 
зависит от :. Так как, однако, число 7 выбирается независимо от числа с, 
то, выбрав =, можно затем взять *) настолько малым, что будет иметь 
место неравенство 
= Е. (8.4) 
Из (8.1), (8.3) и (8.4) следует оценка 
|В (2, в; |< (2+0), 

что, в силу произвольности числа е, доказывает теорему. 

2. Аналогичным образом, опираясь на теоремы 5.1 и 7.1, можно 
доказать следующую теорему: 

ТЕОРЕМА 8.2. Пусть коэффициент 4(х) в уравнении (1.1) есть сум- 
мируемая функция в каждом конечном интервале. Пусть } ($) 6 Г (—со, со). 
Положим 


т (1, У) = \ 7 ($) {6 (5%, $; у) —0(х, $, — у) — 0* ($, $, у)} 45, 


м 
г: (&; №) = т} т (х, у) 4%. 
0 


Тогда равномерно в каждом конечном интервале 


Во, (2, ДУ) = 0; 
М№М-—><о 


т. е. разность между средними арифметическими первогбс порядка обоб- 
щенного интеграла Фурье и обычного интеграла Фурье стремится к нулю 
равномерно в каждом конечном интервале. 


$ 9. Суммирование разложений по собственным функциям 


1. Если в уравнении (1.1) отрицательный спектр отсутствует, то 
можно оценить разность между средними арифметическими любого поло- 
жительного порядка 5 < 1 обобщенного интеграла Фурье и обычного 
интеграла Фурье. 

ЛЕММА 9.1. Предположим, что коэффициент 4(х) удовлетворяет 
первому условию леммы 5.3. Обозначим через (ту, 1) произвольный конеч- 
ный интервал действительной оси. Существует константа С = С (1%, т) 
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такая, что если Е (ху, 11) и 0<е:<1, то 
х-+2= 


6) же 5; 4) 4 | <= "||, (9.1) 


х—2= 


Доказательство. В силу теоремы 1.2, справедлива оценка 
а Же 


[7 (2,я.а) | бёе. 


Поэтому из неравенства Коши-Буняковского следует: 


Следовательно, 


х-+2= х-+2= 3 
2 


1 (5) же (в, 5; 2) | < Сечи | |148) [4 < Се” 


х—2= &—= 


УД 


что и требовалось доказать. 

Из предыдущей леммы и равенства (3.34) следует 

ЛЕММА 9.2. Пусть коэффициент 4(5х) удовлетворяет условиям 1) и 
2) леммы 5.3. Пусть } ($) 6 Г, (— со, со) и функция В (т, в; }) определена 
так же, как ив $7. Каково бы ни было положительное число е<1 
и фиксированное число х, можно указать функцию св. (т, в; /), преобразо- 
вание Бохнера-Стильтьеса которой в интервале (--е,е) 2-эквивалентно 
нулю и которая удовлетворяет неравенству 


ит ВС 
У ыы ут ве (Фывы < |7. 


Константа С в последнем неравенстве зависит от величины интервала 
изменения т и не зависит от р и функции }(х). 

Из леммы 9.2 и теорем 6.1 и 6.2 следует 

ЛЕММА 9.3. Пусть коэффициент 4(х) удовлетворяет условиям 1) и 
2) леммы 5.3. Пусть ] ($) 6 1. (— ос, со) и функция В (х, №; /) определена 
так же, как и в $Т. Существуют константы С; = С, (то, #1) 
и С, = С, (1,,4:) такие, что если Е (хо, 11), то имеют место оценки: 

1) если «<-, то 
17 


ао, Уф <СИв 8 + 


(о, у; 4 Св ЕСИ 


<. (9.2) 


\ И, (х, у; }) 4 


2. Выберем произвольное положительное число 8<1 и произволь- 
ное положительное число п и положим 


В® (1, п; = 1 2) Ва; ВЛ. (9.3) 
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В®) (2, п; ]) есть разность между средними арифметическими порядка 8 
для обобщенного интеграла Фурье и для обычного интеграла Фурье 
функции } (5). 
Основываясь на предыдущей лемме, докажем следующую теорему: 
ТЕОРЕМА 9.1. Пусть коэффициент 4(2) удовлетворяет условиям 
леммы 5.3. Тогда существует константа С = С (1, 11) такая, что для 
хе (1%, х,) имеют место оценки: 


4 
1) если «<-,., то 


[8® ( (х, п; р) асы. иеАЛ. 
&-+б—. ) 
р 2 


2) если а=-, то 
1 8® (х, п; и и, 
3) если А то 
с. 
|8 (х, п; |< Я. (9.4) 


В частности, если функция 4 (5) ограничена в каждом конечном интер- 
вале, то в неравенстве (9.1) можно принять а = 1 и, следовательно, 
имеет место неравенство (9.4), из которого, в частности, следует, что 
в каждой точке непрерывности функции ](х) среднее арифметическое 
любого порядка 8>0 обобщенного интеграла Фурье функции }(1) сто- 
дится к значению функции. 

Последний результат был ранее получен Титчмаршем (7). 

Доказательство. Рассмотрим подробно случай «>>. Интегри- 


руя по частям, мы получим: 


А® (т, п; = 1 8 #4, о 


и - и яе, ы 4 =2 1 (1-2 ®) ‘ле, ма + 
а \ (Е) ‘я 8) = -+Ь. 
п—1 


Из оценки (7.10) следует оценка 


ас} (4- =СИ-. (9.5) 


Чтобы оценить Г, интегрируем еще раз по частям. Мы получим: 


п—1 
б 
ее: | В (х, у; ) м - 
0 


-. 
©? 
— 
©? 

| 
— 
— 
о*—> 


п—1 (1 ве, у; /) а | 1. 
0 


364 Б. М. ЛЕВИТАН 


Из оценки (9.2) следуют оценки 


|799 1, (9.6) 


515—1 5—2 
СИИ | (1%) 4 = 
С: 


Ае-СА  —м5=С, [7 8—1} «СИЛ. (9.7) 


Из оценок (9.5), (9.6) и (9.7) следует непосредственно оценка (9.4). 


Если «< - или о = >, то оценки проводятся аналогично. 
Поступило 
29. Х. 1952 
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НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ТЕОРИЙ ЛИНЕЙНЫХ 
ПОЛУУПОРЯДОЧЕННЫХ МНОЖЕСТВ 


(П редставлено академиком В. И. Смирновым) 


В работе рассматривается ряд вопросов, касающихся структуры 
линейных полуупорядоченных множеств. Метод исследования основы- 
вается на представлении линейных полуупорядоченных множеств по- 
средством непрерывных функций на бикомпакте. 


В настоящей статье рассматриваются следующие вопросы теории 
линейных полуупорядоченных множеств — А-линеалов *: представление 
К-линеала посредством непрерывных функций на некотором бикомпакте, 
минимальное пополнение А-линеала без единицы до К-линеала с еди- 
ницей, максимальное расширение К-линеала с единицей, непре- 
рывные функции от элементов К-линеала. Все эти вопросы изуча- 
лись ранее различными авторами, но преимущественно для К-про- 
странств, и систематическое изложение результатов, полученных в этом 
направлении для КА-пространств, имеется в (“). Однако при переходе 
к более общим полуупорядоченным множествам — К-линеалам в ряде 
случаев создаются дополнительные трудности, а результаты, получаемые 
ниже для К-линеалов, иногда довольно существенно отличаются от 
известных ранее для А-пространств. 

Одновременно можно считать, что предметом настоящей статьи 
является изучение с различных сторон множества непрерывных функций 
на бикомпакте. 


8 1. Конкретное представление К-линеалов 


1. Основные понятия. К-линеалом называется линейное мно- 
жжество (с умножением на вещественные числа), в котором выделены 
положительные элементы (5> 0) и выполнены следующие аксиомы: 

Т. Соотношения >> 0 и х = 0 несовместимы. 

П. Если >00 иу_> 0, то + у>0. 

ПГ. Для любых элементов х и у существует их верхняя грань х\/у 
(т. е. наименьший из элементов < таких, что 2х и 22 У) **. 


* Определение К-линеала, К-пространства и ряда других встречающихся здесь 
понятий можно найти в монографии (“). 
** Неравенство 2 ‚> 2 означает, по определению, что 82—2>0. 
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ГУ. Если х>0 и число ^>0, то Ах > 0. 

Заметим, что в К-линеале всякое конечное множество ограничено и 
имеет верхнюю и нижнюю грани (зар и 1!) * Однако не всякое 
бесконечное ограниченное множество имеет грани; этим К-линеал и 
отличается от А-пространства. 

К-линеал Х называется архимедовым, если для любого х > 0 (хЕХ) 
множество {пх} п=1,2,...) не ограничено сверху. 

Непустое множество элементов её (Ё6 =) К-линеала Х назовем его 
фундаментальной системой, если: 

1) «>0 при каждом 868; 

2) элементы её попарно дизъюнктны, т. е. ее, при & = 7}; ** 

3) множество {е} полно в Х, т.е. если 2ЕХ и х4е: при любом 
ЕЕ, то д =0. 

Существование фундаментальной системы легко доказывается для 
любого нетривиального К-линеала, т. е. содержащего элементы, отлич- 
ные от 0. Для этого достаточно вполне упорядочить положительные 
элементы К-линеала и воспользоваться трансфинитной индукцией. Ясно, 
что в любом нетривиальном А-линеале существует бесчисленное множе- 
ство фундаментальных систем. В дальнейшем всегда предполагается, 
что К-линеал задается вместе с некоторой фиксированной фундамен- 
тальной системой. Элементы этой системы назовем единичными. В част- 
ности, если фундаментальная система состоит из одного элемента, 
то этот элемент называется единицей К-линеала и обозначается 1. 

Если {е]} &6=) — фундаментальная система единичных элементов 
К-линеала Х (в дальнейшем пишем сокращенно ф. с. е. э.), то каждому 
$ Е = сопоставим множество ХЕ всех таких элементов 56 Х, что 4е, при 
любом 7 =. Множество Х& назовем компонентой К-линеала Х, порож- 
денной элементом её. Ясно, что Хе — К-линеал (подлинеал К-линеала Х). 
Все компоненты Хё попарно дизъюнктны. 

Пусть Х — произвольный К-линеал. Говорят, что элемент 2'6К 
обладает свойством единицы в Х, если 1” > 0 и х*Л|х| > 0 для любого 
ХЕХ, отличного от 0. Ясно, что если ф.с.е.э. К-линеала Х состоит 
из одной единицы 1, то эта единица обладает указанным сейчас свой- 
ством. Далее, очевидно, что если Х — К-линеал с произвольной ф.с.е.э. 
{е} ($6 =), то её обладает свойством единицы в компоненте Хе. 

Заметим, что во. всем дальнейшем, когда мы говорим о К-линеале Х 
с единицей, то имеется в виду не только то, что в Х есть элемент, 
обладающий свойством единицы, но и то, что этот элемент образует 
заданную в Х фундаментальную систему. 

Два К-линеала Х и У называются изоморфными, если между их 
элементами можно установить линейное взаимно однозначное соответ- 
ствие у=о (2), сохраняющее упорядочение, т. е.: 

1) +(%:2, + ^.5) = №9 (2,) + №» (25); 

2) из 2>0 следует, что © (2) >0 и обратно [ср. (4), гл: Т, 1.83]. 


* Термин «грань» мы понимаем как «точная граница». 
** фау означает, что |х| Л |У| =0 (знак /\ означает 1ш{). 


ЛИНЕЙНЫЕ ПОЛУУПОРЯДОЧЕННЫЕ МНОЖЕСТВА 367 


9 я < 
2. К-линеалы непрерывных функций. Пусть 5 — топологи- 


ческое пространство; С (5) всегда будет обозначать множество всех веще- 
ственных непрерывных функций с конечными значениями, заданных на ®. 


При обычном определении в С (5) алгебраических операций (сумма двух 
функций и произведение на число определяются по точечным значениям) 
оно является линейным множеством. Элемент х6С (5) считается поло- 
жительным, если 2 (5) >0 при всех $65, но 2 ($) не равно нулю тожде- 
ственно. Тогда С (5) — архимедов К-линеал, причем грани 2 =&\/у 
и и =х ЛУ вычисляются также по точечным значениям: 


2 (5) = шах [2 (5$), у ($)], и(5) = ша [2 ($), у ($)]. 


ВС(5) за единицу можно принять любую функцию, которая больше 0 
на всем 5, за исключением некоторого нигде не плотного множества. 
Любое линейное подмножество © (5) с С (5), замкнутое относительно 
операции зар (для конечного числа функций), также является К-ли- 
неалом. 

В дальнейшем нам придется рассматривать множества ©.» (5) непре- 
рывных функций, заданных на 5 и допускающих на нигде не плотных 
множествах значения -- © и — ©. Линеаризация такого множества 
производится по следующему правилу. Если т, УЕ 6... (5), то сумма 
2 =х--у определяется как такой элемент 26 6... (5), для которого 
2 (5) =2 (5) + у(5) при всех $65, где 1($) и у(5) имеют конечные зна- 
чения. В общем случае на 5 может не существовать такой непрерывной 
функции. Однако во всех случаях, встречающихся ниже, существование 
требуемого 2 и его включение в ©..(5) предполагается или вытекает 
из других условий. При этом ясно, что если элемент 5 = — у суще- 
ствует, то он единственный. 

Аналогично, если 1% 6... (5), а \ — число, то произведение у =)х 
определяется как такой (единственный) элемент УЕ 6.»'(5), для которого 
9/ ($) =^х (5) всюду, где х(5) имеет конечные значения*. Если сумма и 
произведение на число в 6... (5) всегда существуют, то 6. (5), очевидно, — 
линейное множество. 

В 6... (5) вводится частичное упорядочение при помощи того определе- 
ния положительных элементов, которое дано выше для С (5). При этом 
во всех встречающихся ниже случаях предполагается, что существование 
граней х\/уихлу гарантировано для любых 2х, у6б.. (5) и что они 
вычисляются по точечным значениям функций д (5) и у($) (так же, как 
ив С(5)). А тогда 6.(5) оказывается архимедовым К-линеалом. 

Если 5 — экстремальное топологическое пространство (т. е. такое, 
в котором замыкание всякого открытого множества открыто-замкнуто), 
то множество С» (5) всех непрерывных функций, допускающих значе- 
ния -+ со на нигде не плотных множествах, линеаризованное и упорядо- 
ченное указанным способом, является К-пространством [ср. (“), 
гл. ХШ, 2.23] **. | 


* Легко видеть, что требуемая непрерывная функция у(5) на 5’ всегда суще- 


ствует. 
** Хотя эта теорема сформулирована в (“) для оикомпакта, но в ее доказатель- 


стве бикомпактность не используется. 
5* 
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3. Общие теоремы о конкретном представлении архи- 
меда К-линеала. Докажем следующие две теоремы. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть Х — архймедов К-линеал, {ве} (86 =) — его 
ф. с.е.э. Тогда существует бикомпакт 0, обладающий следующими 
свойствами: 

1) К-линеал Х изоморфен К-линеалу 6» (0), состоящему из некото- 
рых непрерывных функций, заданных на О и допускающих на нигде не 
плотных множествах значения + и — ©; 

2) при этом изоморфизме каждому единичному элементу её соответ- 
ствует тарактеристическая функция некоторого открыто-замкнутого 
множества ЕСО; 


3) множества Ех (ЕЕ =) попарно дизъюнктны, а множество 5 = |] Ех 
& 
плотно в О; 


4) любые две точки (4, БЕ О(Ц-Ь) Функционально различимы 
посредством функций множества ©. (0), т. е. найдется нскоторая функ- 
ция 2 (1) из 6. (0), для которой х(ь) = 2 (6); 

5) для любых двух функций х, у6б..(0) их грани з\у и а Лу 
вычисляются по точечным значениям этих функций. 

При этих условиях бикомпакт О определяется единственным образом 
с точностью до гомеоморфизма. 

ТЕОРЕМА 2. Если установлены два изоморфизма между архимедо- 
вым К-линеалом Х и множествами ©. (0) и 6.. (0) функций на биком- 
пакте @ с соблюдением всех условий теоремы 1: 


ХЕХ; д+2(1 из 6.»(0), тех (1 из © (0), 


то существует такое топологическое отображение О на самого себя, 
х=$(1, что + =Т ($). 

Доказательство теорем 1 и 2. По теореме А. И. Юдина [см. (4), 
гл. ПУ, $ 4], К-линеал Х можно дополнить методом сечений до К-про- 
странства, а последнее, по теореме А. Г. Пинскера, расширяется до 
своего максимального расширения [см. (4), гл. ТУ, 2.45]. Пусть Х — по- 
лучаемое таким образом расширенное К-пространство. Так как в рас- 
ширенном К-пространстве любое множество попарно дизъюнктных эле- 
ментов ограничено, то в Х существует зар её, причем эту верхнюю грань 
можно принять за единицу в Х. В соответствии с этим мы и обозначим 
ее через 1; при этом элементы её будут входить в базу К-простран- 
ства Х. 

К-пространство Х изоморфно К-пространству Се» (0,), где О, — неко- 
торый бикомпакт [см. (4), гл. ХШ, 3.12] *. При этом, если 1 соответ- 
ствует функция 1 (9) =1, то каждому её из Ф. с:е.э. соответствует 
характеристическая функция некоторого открыто-замкнутого множества 


ЕЁ с 0\. Так как 1 = заре, то множество 5’ == () Её плотно в О:. 
Е 


Обозначим через 6. (0:1) множество тех функций из С. (0,), которые 
при установленном изоморфизме являются образцами элементов ХЕХ. 


* С. (©!) состоит из всех непрерывных функций на О,, допускающих значе- 
ния --с0 на нигде не плотных множествах. 
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Ясно, что в» (0,) — подлинеал К-пространства С. (01), в котором грани 
для конечных множеств имеют тот же смысл, что ив Се (0,), т. е. 
вычисляются по точечным значениям функций *. Однако бикомпакт 0, 
может не удовлетворять условию 4) теоремы 1. 

Чтобы построить требуемый бикомпакт 0, воспользуемся методом 
«склеивания». Именно, будем считать точками бикомпакта О множества 
1 точек 4 из О., не различимых функционально посредством функций 
из 6. (0:). Таким образом, не различимые функционально между собой 
точки 960, как бы «склеиваются» в одну. Топология в О вводится 
следующим образом: множество ЁЙ с О считается замкнутым, если мно- 
жество всех точек из (,, склеенных в точки ЕР (т. е. полный про- 
образ множества ГР при склеивающем отображении 0, на 0), замкнуто 
воО ие 

Возьмем х6Х; пусть его образ в б.» (0,) — функция 2 (49). Эта функ- 
ция порождает непрерывную функцию 2(Й на 0, если для любого 
160 положить 2 ( =2(9), где 9— любая из точек бикомпакта (,, 
склеенных в точку #. Множество всех таких функций (1) есть, оче- 
видно, А-линеал, который мы обозначим через ©.» (0), а установленное 
соответствие х<>5(!) есть изоморфизм между Х и 6. (0). 

Бикомпакт О удовлетворяет всем требованиям теоремы 1. Первое, 
четвертое и пятое условия выполняются по построению. Далее, если 
9: Е ЕЕ при некотором Ё6Я, 42-Е В, то 4, и 9. функционально разли- 
чимы; например, 


= (41) =1, Ея (92) = 0, 


где её (9) — функция из 6.» (0\), соответствующая единичному элементу её. 
А тогда точка 4, может склеиваться только с другими точками из 
того же Ее и, следовательно, при построении бикомпакта О множество 
ЕС 0, переходит в некоторое открыто-замкнутое множество Её с 0. 
Единичному элементу её © Х при изоморфизме между Х и 6... (0) соответ- 
ствует характеристическая функция множества Ё;. Эти множества ЕЕ 
попарно дизъюнктны и их сумма о плотна в О (так как 5’ 


плотно в 0). 
Остается доказать однозначность определения бикомпакта 0. Прежде 


всего установим однозначность определения (с точностью до гомеомор- 
физма) каждого бикомпакта Её. При реализации К-линеала Х на 
бикомпакте О порождается естественным образом реализация компо- 
ненты ХЕ в виде некоторого множества непрерывных функций на ЕЕ 
(точнее, функций на О, равных 0 вне №). При этом, если её принять 
за единицу в Хе, К-линеал ограниченных элементов из Х» ** оказывается 
изоморфным множеству @& некоторых ограниченных непрерывных функ- 
ций на Ах. 


* Заметим, что для любых х, УЕХ их грань х \/у (а также и 2 Л у) имсет 
в Хи в Х одно и то же значение. 
#* Если 1 —единица К-линеала Х, то элемент 26 Х называется ограниченным 


при условии, что |х | <3С\1, где число С < - ©. 


370 Б. 3. ВУЛИХ 


Любые две точки &, БЕ Е (1 +) функционально различимы по- 
средством некоторой функции из @&. Действительно, по условию 4), 
существует такой уЕХ, что для соответствующей ему функции из б.» (0) 


у (#1) = у(4,). 
Можно считать, что у>> 0. Пусть у(&) << у(ь). Положим х =УЛ ^ее. 
Тогда хе ХЕ, Охл< ое и 


2 (1) =у(в) лА<», 2() =у() лА=^. 

Далее, так как в множество @& входит функция, тождественно 
равная 1 (образ элемента е), то из одной теоремы М. Г. Крейна и 
С. Г. Крейна [см. (5), теорема 4] вытекает, что ©; плотно относительно 
равномерной сходимости в множестве С (Ё;) всех огравиченных непре- 
рывных функций на бикомпакте Её. А тогда из другой теоремы 
М. Г. Крейна и С. Г. Крейна [см. (5), теорема 7] следует однознач- 
ность определения Её с точностью до гомеоморфизма. 

Множество 5 = О определяется как топологическое пространство 


также однозначно, так как топология в 5 всецело определяется топо- 
логией Е+. Именно, множество ас 5 открыто в том и только в том 
случае, если @ = Се, где (ЕС ЕЕ и каждое СЕ открыто. 


Если каждую и. из @., (0) рассмотреть только наб, то полу- 
чится изоморфное отображение А-линеала Х на некоторое множество 
6.» (5): х<>5(0. Покажем, что если есть второе изоморфное отображе- 
ние К-линеала Х на множество ©. (5) непрерывных функций на том же 
пространстве 5, удовлетворяющее условиям 1), 2), 4), 5) теоремы 1: 
х<>т (1, то существует такое топологическое отображение 5 самого 
на себя, <= 5(1), что х(й =х (‹). 

В соответствии с уже доказанным, каждая компонента Х& реали- 
зуется в обоих случаях на бикомпакте Ёё. Покажем, что если для 
некоторого конечного набора элементов 2:6 ХЕ (Е=1,...,т) и неко- 
торого & Е к 


2: (&) =а, — © < аи о, 
то множества А; = Ее (2 (#) = а;) имеют непустое пересечение. 


т 
Действительно, если допустить, что ПРА; = Л, то существует такое 
=1 
5—0, "что 


т 
Й 
У: (0 -—а|2> на всем Ех. 
1 
Вследствие изоморфизма между Х и 6©..(5), это означает, что 


т 


У — аце: | > СЕ, 
$=1 
но тогда и 


т 
У] (0-е на всем ЕЕ, 
1 


что, однако, неверно в точке &. 
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Возьмем любое & 6 Е и для каждого ограниченного х 6 Х: положим 
Е; = Ва (2 (= 2%). 


Эти множества Р, образуют центрированную систему, следовательно, 


их пересечение РЁ = [| Р. не пусто. Если х ЕР, то #' (хо) == (4) для 
хех 
каждого ограниченного 56 ХЕ. 


Для произвольного 56 Х+, х>0, положим 


2.= Л ПЕ (п=1,2,...). 
Тогда 


2т {ё) = (ИП Л п, (= (Е) Мп. 


Но и (то) = 2. (40) при любом п, следовательно, 2’ (о) = 2(&). Ясно, 
что то же равенство имеет место и без предположения, что & > 0. 
Теперь из условия 4) теоремы 41 следует, что Ё состоит только из одной 
точки хо. Положим 


", = $ (1). 


Определенное таким образом соответствие является взаимно однознач- 
ным отображением бикомпакта Е; на Её. Легко видеть, что это отобра- 
жение топологическое, так как прообраз открытого множества 
Её (а<х (1) <5) есть открытое множество Её (а<1(#)<5). 

Установив таким образом отображение $. каждого Е, на самого 
себя, определим отображение ф пространства 5 на самого себя, полагаем 
для любого &65 


Ф(Й =: (0, 


если [6.Её. Это отображение также топологическое. 

„Теперь уже легко установить однозначность определения бикомпакта 0, 
удовлетворяющего условиям теоремы 1. По условию 3), О является 
одним из бикомпактных расширений вполне регулярного пространства ©, 
причем все функции из @©..(5) распространимы на О с соблюдением 
условия 4). Пусть В — максимальное бикомпактное расширение про- 
странства 5. Как известно, существует «допустимое» непрерывное отобра- 
жение А на О 


= $ (*), 


т. е. такое, при котором точки на 5 остаются неподвижными [см. (1), 
стр. 19]. Если каждую функцию 2(1) из 6» (5) распространить сначала 
на 0, а затем положить для любого 6 В 


2 (<) =2[$ (<), 


то получится непрерывное распространение функции 2({) на В. Множе- 
ство всех получаемых таким образом функций 2(<) обозначим через 
6..(В). Ясно, что если в бикомпакте В склеить точки, не различимые 
функционально посредством функций из ©®»(Н), то будут склеиваться 
точки, имеющие одинаковые образы в О при отображении ф, и полу- 
чится бикомпакт, гомеоморфный О. Отсюда, в силу установленной выше 
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однозначности определения 6.(5) (а следовательно, и ®.(В)), и вы- 
текает однозначность определения 0. 

Этим теорема 1 доказана полностью. 

Чтобы закончить доказательство теоремы 2, отметим, что только что 
проведенным рассуждением фактически установлено, что если О; и 05 — 
два бикомпактных расширения пространства ©, удовлетворяющих всем 
условиям теоремы 1, то существует топологическое отображение (0, на 0», 
при котором точки из 5 остаются неподвижными. Отсюда сразу следует, 
что построенное выше отображение х пространства 5 на самого себя 
распространимо, как топологическое, на все 0. Ясно, что после раепро- 
странения отображение ф будет удовлетворять требованию теоремы 2 *. 

Замечание 4. Если ф. с. е. э. К-линеала Х состоит из одной еди- 
ницы 1, то при изоморфизме, установленном в теореме 1, единице будет 
соответствовать функция, тождественно равная 1 **. В частности, если 
Х — К-пространство с единицей, то бикомпакт О оказывается экстре- 
мальным. Однако, если Х — К-пространство без единицы, то бикомпакт 
О может уже не быть экстремальным, хотя каждое из множеств ЕЕ в 
этом случае экстремально. 

Точнее, если даже Х содержит элемент, обладающий свойством 
единицы, но заданная в Х ф. с.е.э. не ограничена, то бикомпакт О 
может не быть экстремальным. Например, К-пространство со числовых 
последовательностей, сходящихся к 0, в котором ф. с.е. э. состоит из 
координатных ортов, реализуется на бикомпакте, состоящем из чисел 
натурального ряда, к которым присоединена --со, с естественной 
топологией. 

Замечание 2. В общем случае возможно (если ф. с. е. э. состоит 
из бесконечного множества элементов}, что в бикомпакте О имеется 
точка &, в которой обращаются в нуль все функции, входящие в @®.. (0). 
Но если такой точки нет, то в К-линеале Х существует элемент, обла- 
дающий свойством единицы. , 

Действительно, в этом случае для каждого “СО существуют откры- 
тое множество С.С О, содержащее *, и такой элемент х.6 Х, что для 
соответствующей ему функции из ©.(0) х.(Й +0 при ЕЕ С.. Из мно- 
жеств а, можно выделить конечное покрытие бикомпакта 0: 


9 = 0 Сы. 
= 


Тогда элемент 5 = |1*,|\/...\/|2„| обладает свойством единицы в Х, 
так как соответствующая ему функция 2 (2) > 0 на всем 0. 


* Судя по реферату М. Стона (1'), теорема 1 является некоторым уточнением 
теоремы К. Иосида (16) для случая архимедовых К-линеалов. В работе (19) Иосида 
Установил также конкретное представление и для неархимедовых К-линеалов. 
Автор не имел возможности ознакомиться © работой К. Иосида в подлиннике, 
Теорема 2 является обобщением теоремы М. Стона [см. (°)]. 

** Этот случай был рассмотрен в работе автора (?). Намеченное там доказатель. 
ство опиралось на теорему М. Г. Крейна и С. Г. Крейна о реализации К-линеала 
ограниченных элементов [см. (5)], которая содержится в доказанной здесь общей 
теореме 1. 
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Замечание 3. Для произвольного д > 0 (56 Х\ положим 


2) = т пер (ЕВЕ; п=1,2,...). 


Тогда очевидно, что для соответствующих функций из ©.» (0) 


2(1) = зар 2” (1) при Е6 Е. 
п 
Отсюда следует, что 


февр ав. 
Е, % 

4. Обобщенная норма элементов К-линеала. Построен- 
ная в предыдущем пункте реализация архимедова К-линеала по- 
средством непрерывных функций позволяет определить для. каждого 
элемента 6 Х обобщенную норму. Именно, положим 


[2 || = шах | 2 (4 |, (1) 
169 


где х(1) — функция из ©... (0), соответствующая элементу х. В дальней- 
шем мы будем пользоваться этим обозначением для функции, соответ- 
ствующей элементу х при изоморфизме, без специальных пояснений. 

Согласно определению, 0 < | х| < - со. Эта обобщенная норма обла- 
дает почти всеми свойствами обычной нормы в линейных нормирован- 
ных пространствах, а именно: 


1) =] ==О-вчечет. 2 = ©; 
2) е Ну < [21 + [91 
3) |^=|=|^|]=2| при любом ^, если |х|< + со; то же верно при 


Л 0, если |< |= оо. 
Можно дать и абстрактное определение обобщенной нормы. Для 


4 
этого определим сначала «шар радиуса --» — множество 5. ‚ состоящее 


2 т 
2 


из всех 6 Х, удовлетворяющих условию 
1 
|| Лаз & 


для каждого элемента её из ф. с. е. э. Затем, для любого т 6 Х положим 


|2 = ий (^}; (2) 
1. 
ен 
2 
легко видеть, что эта нижняя грань достигается для всякого д = 0. 
Нетрудно проверить, что определения (1) и (2) совпадают. 
Если фундаментальная система состоит из одной единицы 1, то опре- 
‚деление (2) равносильно такому: 
12| = пт {№}. 
[х |< 1, 0<А < +0 
Элементы К-линеала Х с конечной нормой называются ограничен- 
ными. В случае, если Х содержит единицу 1, ограниченность элемента 
хеХ означает, как это и понималось раньше, что |х| < С1 при неко- 
тором конечном С. 


7 Известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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Ограниченные элементы образуют нормальный подлинеал К-лине- 
ала Х* и реализуются в виде ограниченных непрерывных функций на 0. 

Пользуясь введенной нормой, в К-линеале можно определить (5)-схо- 
димость, полагая т.т, если |1. —х|-—0. Эта (6)-сходимость будет 
означать равномерную сходимость соответствующих функций. А-линеал 
может не быть полным относительно (5)-сходимости. Однако, присоеди- 
няя к @©..(0) все непрерывные функции, представимые как предел 
некоторой равномерно сходящейся последовательности функций 
из 6» (0), мы получим А-линеал, который и будет минимальным попол- 
нением К-линеала Х до К -линеала, полного относительно (5)-сходимости. 
Проверка того, что получаемое в результате такого пополнения мно- 
жество функций является архимедовым К-линеалом, не представляет 
труда. В настоящей статье все последующие вопросы рассматриваются 
для полных линеалов. 

Вернемся к теореме 1 о конкретном представлении архимедова 
К-линеала и предположим, что он полон относительно (5)-сходимости. 
В этом случае образ каждой компоненты Х; при ее реализации на би-` 
компакте Её содержит все множество С (Ё2) ограниченных непрерывных 
функций на Её. Если же Х содержит единицу 1, то все множество 
С (0)с 6. (0), т. е. подлинеал ограниченных элементов из Х реализуется 
в виде всего С (0), и этим подлинеалом уже полностью определяется 
бикомпакт О. Эти результаты вытекают из теоремы М. Г. Крейна и 
С. Г. Крейна [см. (5), теорема 8]. Без полноты, при наличии единицы 1, 
можно утверждать, что подлинеал ограниченных элементов плотен в С (0) 
относительно равномерной сходимости. 

Заметим, что пополнение К-линеала относительно (5)-сходимости 
можно осуществить, опираясь на абстрактное определение нормы и 
используя обычный метод пополнения метрического пространства. 
Однако провурка того, что получаемое таким способом множество ока- 
зывается архимедовым К-линеалом, будет несколько сложнее, чем 
если при пополнении исходить из реализации А-линеала непрерывными 
функциями. 


$ 2. Погружение К-линеала без единицы в К-линеал с единицей 


5. Каноническое расширение А-линеала без едини - 
цы. Если Х — К-линеал без единицы, то его всегда можно пополнить 
до некоторого К-линеала с единицей. Один способ такого пополнения 
дается в теории А-пространств. Именно, требуемым К-линеалом с еди- 
ницей (даже .К-пространством) будет расширенное К-пространство Х, 
построенное в начале доказательства теоремы 1. Однако построение 
К-пространства Х связано с присоединением к Х чрезвычайно большого 
количества новых элементов. Возможно пополнение Х до К-линеала с 
единицей и за счет присоединения меньшего количества новых элемен- 
тов. В настоящем параграфе мы найдем некоторое пополнение, в извест- 
ном смысле минимальное. 


* Подлинеал Х,С.Х называется нормальным, если из х6Х., уЕХ, < 
следует, что уЕХ, [ст. (<), гл. П, 1.2]. ] 
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Будем сокращенно писать вместо «архимедов К-линеал, полный 
относительно (5)-сходимости», а. п. К-линеал. 

ЛЕММА. Пусть О — бикомпакт, ® (0) — некоторое множество не- 
прерывных функций, заданных на О, являющееся К-линеалом при том 
определении основных операций в нем, которое было дано в $ 1, п. 2. 
Тогда множество ©5, (0) всех непрерывных функций вида х (0) + у(1), где 
еб. (0), УЕС (0), — К-линеал *. 

Доказательство. Из определения сразу следует, что @% (0) — 
линейное множество при том значении алгебраических операций, кото- 
рое было указано в $ 1, п. 2. Покажем, что для любых двух функций 
из ©5. (0) их точечная верхняя грань также входит в © (0). 

а) Пусть сначала 66. (0), > 0, у(1) — произвольная ограничен- 
ная непрерывная функция. Тогда 


2 (1) Му(й == (0 - (у (0 — 2(0] 0}. 


Обозначим второе слагаемое через у, ({). Тогда 
О< у, (0 = (0 —=()] У 0 < 


Следовательно, у, ({) — ограниченная непрерывная функция и 4 (1 \/у (1) 
входит в ©%. (0). 

6) Возьмем теперь произвольный хЕб.. (0), а у({) пусть, попреж- 
нему, — ограниченная непрерывная функция. Имеем} 


2 (0 Му, (й ==() Му (1) У0= т, (0 Му()** 
следовательно, эта функция входит в бе. (0), согласно доказанному в а). 
Далее, 

[2 (1) \/ у, (1)] — [2 (@) У УТ < у, (0) —у( =У_ (0. 
Следовательно, 
-2 (9 Му (4) = [2 (0 Му, (| — у (0, 
где 0 < у, (9 <у_(0, откуда и вытекает, что 2 (1) \/ у (1 входит в 6%. (0). 
в) Возьмем, наконец, любые две функции из бе. (0): 
2 (у: (0, 2( +920, (7,6 6 (0), Ул, Уз ЕС (0)). 


Имеем (всюду, где 2, (1) и 1›(1) конечны): 


и а 1) + у» (1] = 
= {[2, (#) — 2. (1)] М [92 (0 — ч1 (10)]} + (2, (9 + чу. 0}. 


В каждой из фигурных скобок стоит функция из ©. (0) (в первой — 
по доказанному в 6)), а их сумма тоже входит в [А (0). 

Лемма доказана. 

Пусть Х — а. п. К-линеал, {е} (&6 =) — его Ф. с. е. э. По теореме 1, 
Х реализуется в виде К-линеала 6. (0) на некотором бикомпакте 0. 
Образуем А-линеал 6 (0), рассмотренный в лемме. Этот К-линеал 6%, (0) 


обладает следующими свойствами: 


* Сумма произвольной и ограниченной непрерывных функций всегда имеет смысл. 


** у. (0 =у(00, у =[-У(0] 0. 
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1) Отождествим элементы К-линеала Х с соответствующими им при 
изоморфизме функциями из ©.» (0). По теореме 1, единичные элементы её 
‘совпадут с характеристическими функциями открыто-замкнутых мно- 
жеств ВёС: О, причем ОР плотно в 0. Примем за единицу 1 в 6%. (0) 


функцию, тождественно равную 1; тогда легко видеть, что зпре = 1. 

2) ©: (0) —. п. К-линеал. Полнота вытекает из того, что в @% (0) 
входят все ограниченные непрерывные функции. 

3) Грани любого конечного множества элементов из 6.» (0), вычис- 
ленные в 6... (0) ив 6. (0), совпадают. Это вытекает из того, что в 
обоих К-линеалах грани вычисляются по точечным значениям функций. 

К-линеал ©, (0) (или ему изоморфный) при условии, что его еди- 
ница 1 = зире, назовем каноническим расширением К-линеала Х.* 

6. Минимальность канонического расширения. Кано- 
ническое расширение обладает минимальным свойством, зыражаемым 
следующей теоремой. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть Х —а. п. К-линеал, {е} 6 =) — его Ф. с. е. э., 
У — а. п. К-линеал с единицей 1, причем: 

1) Х изоморфен некоторому подлинеалу ХС У; 

2) если при этом изоморфизме её (ЕЕ Е) суть элементы из Х, соот- 
ветствующие единичным элементам её, то 


заре, = 1; 


3) грани любого конечного множества элементов из Ху, вычисленные 
в Ху ивУТ, совпадают. 

Тогда У содержит подлинеал Х», являющийся каноническим расшире- 
нием К-линеала Х, причем единица этого канонического расширения 
совпадает с единицей К-линеала У. 

Доказательство. По теореме 1, К-линеал Х изоморфен неко- 
торому б.» (0), а К-линеал У реализуется в виде К-линеала ©. (А) на 
некотором бикомпакте А, причем единице 16 У соответствует функция, 
тождественно равная 1 на А. Из условия 3) вытекает, что элементы 
е; попарно дизъюнктны в У, а тогда, в силу условия 2), (1 —е/') Че, 


Е 
при любом &6 =**. Отсюда следует, что каждый е‚ реализуется на би- 


* Заметим, что погружение К-линеала в его каноническое расширение может 
не быть нормальным. Можно доказать, что для К-линеала ограниченных элементов 
необходимым и достаточным условием для нормальности его погружения в канони- 
ческое расширение является отсутствие в бо (5) связок П рода [см. (°), $ 4]. 

** Это вытекает при помощи дистрибутивного закона [см. (*), гл. 1, 1.56], сохраняю- 
щегосяи для К-линеалов ‚из равенства ет = зар е, . Докажем это последнее равенство. 
о 
‚ <. 

Так как прим &е Л в, —0, то е. + 6, = е, \/ е, < 1, апотому = <1—&, 

Предположим, что Бей не является верхней гранью для множества {е ы} ("Е во) 
то значит, что существует Е 
Это зна уществует такой уЕУ, что е, < упри всех я + &,, уне >1— ее, 


А тогда (1— р) ПА Е 1, и при этом ел < —. 2. Отсюда мы приходим к проти- 
воречию: 


1 = зир ее За \ в За < 
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компакте А в виде характеристической функции некоторого открыго- 
замкнутого множества Ф;; эти множества Ф; (6 =) попарно дизъюнктны 
и, в силу условия 2), 


[0Ф}]=А. 
Е 


Обозначим через И, подмножество из @.» (В), которое является обра- 
зом Х, при изоморфном отображении У на 6©..(А). В бикомпакте В 
склеиваем точки, не различимые функционально посредством функций 
из Н:, и полученный в результате склеивания бикомпакт обозначим 
через А”. Каждая непрерывная функция на А, принимающая одинако- 
вые значения в склейваемых точках (в частности, каждая функция 
из Н!), порождает непрерывную функцию на А* в том смысле, как это 
понимается в доказательстве теоремы 1. Таким образом, К-линеал Х, 
(а вместе с ними Х) оказывается изоморфным некоторому К-линеалу 
б... (А°) непрерывных функций на бикомпакте А", а ©. (А“) изоморфен 
подлинеалу Н, К-линеала ©..(В). Изоморфизм между Х и ©.(В“) 
удовлетворяет всем требованиям теоремы 1. Поэтому бикомпакты О и В* 
гомеоморфны и при построении канонического расширения К-линеала Х 
можно исходить из его представления на.бикомпакте А*. 

Ограниченные непрерывные функции на бикомпакте А, принимаю- 
щие одинаковые значения в склеиваемых точках, порождают на А” все 
множество С (А*). Так как С (В) с ®..(В) (см. $ 1, п. 4), то С (В*), сле- 
довательно, изоморфно некоторому подлинеалу Н, К-линеала ©. (А). 
Линейная оболочка множеств .б.(А*) и С (Н*) и есть каноническое рас- 
ширение К-линеала Х. С другой стороны, это. каноническое расшире-. 
ние, очевидно, изоморфно линейной оболочке Н подлинеалов Н; и ЯН.» 
К-линеала ©. (В). Так как весь ®..(А) изоморфен У, то Н изоморфно 
некоторому подлинеалу Х, СУ. Этот Х, и является каноническим рас- 
ширением К-линеала Х. При этом очевидно, что единица канонического 
расширення совпадает с единицей 1 из У. 

Замечание. Если Х — К-пространство, то его каноническое рас- 
ширение все же может не быть К-пространством. Действительно, если, 
по теореме 1, Х реализуется на неэкстремальном бикомпакте О, то и 
каноническое расширение, по определению, реализуется на том же 
бикомпакте. Множество ограниченных элементов канонического расши- 
рения есть все С (0), но если О не экстремально, то С (0) (а вместе 
с ним и все каноническое расширение) не может быть К-пространством: 


$ 3. Максимальное расширение К-линеала * 


7. Внутренне нормальные К-линеалы**. Пусть Х — а. п. 
К-линеал © единицей 1. Назовем последовательность элементов 26 Х 
определяющей, если: 

а) 2, > 0 при всех п=1,2,:..; 

6) т Л п1 =» при т» п. 


* Основные результаты этого параграфа были кратко изложены в работе автора (*). 
** В работе (2) такие К-линеалы называются просто нормальными. ‚ 
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Отметим два свойства определяющих последовательностей: 

1) если 56Х, >20 и .=</Л п|, то очевидно, что последователь- 
ность таких «срезок» {7} — определяющая. 

2) Если последовательноть {5} — определяющая и существует 
х=5ирти, то ди суть «срезки» элемента х, а именно 2. = Л п1, 

Действительно, при помощи дистрибутивного закона получаем; 


д Л п1 = (зарх») Л п1 = 51р (51 Л п 1) = 2. 
тр>п т>п® 


Определение. А. п. К-линеал Х с единицей назовем внутренне 
нормальным, если для всякой ограниченной определяющей последова- 
тельности {7„} существует ее верхняя грань 25 = 5ир хи. 

ТЕОРЕМА 4. Для того чтобы а. п. К-линеал Х с единицей был 
внутренне нормальным, необходимо и достаточно, чтобы при реализации Х 
согласно теореме 1 в виде К-линеала ©. (0), последний удовлетворял 
следующему условию: если х (1) и у(1) — непрерывные функции на биком 
пакте 0, причем 0 <у(1 <:(0, и если (1) входит в ©» (0), то у(1) 
также входит в в (0). 

Доказательство, Пусть Х — внутренне нормальный А-линеал 
(с единицей 1), хЕХ, х>0, х(1) — соответствующая элементу х функ- 
ция из ©. (0), у (1) -- непрерывная функция, 0<у( <:(). Положим 


у„ (Й =У() Л п. 


Как ограниченная непрерывная функция, у, (1) есть образ некоторого 
элемента у, ЕХ (см. $ 1, п. 4), а последовательность {у} — определяю- 
щая и ограниченная в Х: у, <+. Тогда в Х существует 2 =иру,; при 
этом у, =2/Л п4. Отсюда ясно, так как 2 (1) = зару, (0), что 2 (0 ==у(0), 
следовательно, у (1) — образ элемента 2 СХ и у(1) входит в @. (0). 

Пусть, наоборот, К-линеал ©. (0) удовлетворяет условию теоремы и 
дана ограниченная определяющая последовательность {5}: 


5, <УЕХ. 


Тогда 2» (1) <у(1) и функция х»„ (1) образуют монотонную последователь- 
ность. Кроме того, эта последовательность обладает тем свойством, что 
если в некоторой точке & 6 Оч» (1) < п, то в этой точке ти (&) = 2» (4) 
при всех т> п. Отсюда уже сразу следует, что функция х (1) = ша хи (1 
непрерывна. Так как 5 (1 <у(0), то 2(1) входит в ©..(0) и, следова- 
тельно, является образом некоторого х6Х. Ясно, что х = зар хе. 

8. Отделяющие множества. Введем одно вспомогательное 
понятие, играющее в дальнейшем важную роль. 

Определение. Замкнутое множество ГР бикомпакта О назовем 
отделяющим, если или 

1) для всяких двух открытых множеств @., С, с О, удовлетворяю- 
щих условиям: 

а) [41] П [@-] Е А, 

6) [< П [в] СЕ, 
пересечение самих С, и С, не пусто (@, Па, +А), или 

2) открытых множеств С, и С», удовлетворяющих условиям а) и 6), 
не существует. 
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Заметим, что пустое множество, согласно определению, следует счи- 
тать отделяющим. 

Установим некоторые свойства отделяющих множеств. 

1°. Замкнутое подмножество отделяющего множества — также отде- 
яяющее множество. (Свойство очевидно.) 

2°. Сумма двух отделяющих множеств — также оотделяющее мно- 
ожество. 

Доказательство. Пусть Ё, и Е,— отделяющие, а Ё=Ё, |) Ё,. 
Пусть существует два открытых множества С, и С., удовлетворяющих 
условиям а) и 6). Если при этом [С,] П [С.] включается в А, илив Р., то 
так как Р, и ЁР, — отделяющие, то С, | @, Л. В противном случае 
существует такая точка & 6 [С] П [С] П Ё,, что %Е6Р,. Точка & и мно- 
жество Р, отделимы дизъюнктными открытыми множествами Й и Г, т. е. 


2 910% РЕИ! ППИ=л, 
И. =О ПС, И. =0 ПС. 
Тогда % 6 [01] П [9.], следовательно, [И,] П [0,] + А. Кроме того, 
[7] п Е = [9] П Е, = А. 


Положим 


С другой стороны, 
[91] п [9] < [СИП с Е, 


следовательно, [{7:] [| [0] с ЕР, и так как Ё, — отделяющее, то (/, [1 (/, + А. 
Тем более, <. ПС, = Л. 

3°. Если @ — открытое множество, плотное в 9, а Е = О\\С — отде- 
ляющее множество, то всякая непрерывная функция, заданная на С, 
распространима (единственным способом) с сохранением непрерывности 
на все 0. 

Доказательство. Пусть С, С. с С, причем С, и С, открыты и 
функционально отделимы в (С *. Тогда 


[6 Пб[6-] = Л, 


9 [6] по; с Е. 
Но так как РЁ — отделяющее и С, ПС. =Л, тои 


9 [61 п 9 [6] =, 


т. е. для С выполнено условие теоремы о распространимости непрерыв- 
ных функций [см. (3)] **. 

Свойство 3 дополняется следующим: 

4°. Если открытое множество С, плотное в О, само является нор- 
мальным пространством (с топологией, индуцированной в С из 0), 
требование, чтобы Е = О\С было отделяющим, не только достаточно, 
но и необходимо для возможности распространения любой непрерывной 
функции с С на все 0. 


следовательно, 


* Это значит, что на С существует такая непрерывная функция /(#), что } (#) =а 
при: ЕС,, 1 (1) =6 приё ЕС, и а-Е 6. 

** Это условие заключается в том, что любые два множества, содержащиеся в 
и функционально отделимые в нем, должны иметь дизъюнктные замыкания в 0.. 
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Доказательство. Покажем, что если всякая непрерывная на С 
функция распространима на все 0, то открытых множеств С; и С,, 
удовлетворяющих условиям а) и 6), не существует. 

Допустим противное. Заменяя имеющиеся С: и С. на их пересечения 
с С и учитывая, что их замыкания при этом не изменятся, можно счи- 
тать сразу, что С!, ©» с С. Так как условие теоремы о распространи- 
мости непрерывных функций должно быть выполнено для С, то С; и С, 
функционально неотделимы в С. А тогда, в силу нормальности С, 


ССПС [6 = А. 


что противоречит условию б6). 

59. В экстремальном бикомпакте каждое замкнутое множество — 
отделяющее. 

Это свойство следует непосредственно из того, что в экстремальном 
топологическом пространстве всякие два дизъюнктные открытые мно- 
жества имеют дизъюнктные замыкания. 

9. К-линеал С.(0). В теории К-пространств очень важную роль 
играет К-пространство всех непрерывных функций, определенных на 
экстремальном бикомпакте и допускающих значения с и — сна 
нигде не плотных множествах [ср. (4), гл ХШ]. При помощи этого про- 
странства можно легко установить существование максимального рас- 
ширёния для произвольного К-пространства. Чтобы исследовать анало- 
гичный вопрос для К-линеалов, рассмотрим на произвольном биком- 
пакте О множество всех непрерывных функций 5 (1), допускающих. зна- 
чения =- со и —с® только на нигде не плотных отделяющих множествах. 
Это множество функций обозначим через С( 0). Ясно, что С (0) < Се (0). 
Кроме того, заметим, что возможен случай, когда на бикомпакте О со- 
всем нет непустых отделяющих множеств и тогда С» (0) =С (0). С дру- 
гой стороны, если бикомпакт О — экстремальный, то, согласно предло- 
жению 5° из п. 8, в С..(0) войдут все непрерывные функции на О, 
допускающие значения со и —со на нигде не плотных множествах. 

Введем определение непрерывных функций от элементов множества 
С» (0). Мы дадим все формулировки для функций двух переменных, 
но из текста будет ясно, что число аргументов не имеет принципиаль- 
ного значения. 

Пусть РЁ (\, р) — вещественная непрерывная функция, заданная при 


всех вещественных Л и в (— © <_\^, рх -+ с). Возьмем функции х, у Е 
С» (0) и положим 


2(1) =Р[(1), 9(#)] 


для всех &, при которых обе функции (1) и у({) имеют конечные зна- 
чения. Тогда 2({) — непрерывная функция (с конечными значениями), опре- 
деленная на всем О, за исключением некоторого отделяющего нигде 
не плотного множества (см. предложение 2°’ из п. 8). На основании 
свойства 3 отделяющих множеств, функция 2({) распространяется с со- 
хранением непрерывности (единственным образом) на весь бикомпакт 0. 
Получаемая функция 2 входитв С» (0), и мы полагаем 3 = Е(х, У). 
Легко видеть, что если 2, УЕС(0О), тои 36С(О). 
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Для определенных таким образом функций от элементов множества 
С-(0) имеет место следующая теорема о сохранении соотношений: 
Пусть для вещественных непрерывных функций из равенств 


Е, (^, в) = Е. (^,.в), Си(), в) = 65 (А, в) 
вытекает равенство 


Н\ (^, в) —= Н» (>, в). 


Тогда то же утверждение остается верным, если числовые аргументы \ 
и р заменить на т, УЕ С»(0). 

В частности, если Ну, (}, в) ==Но(^, в), то Н, (х, у==Нь(х, у} при 
любых 2} УЕ С»(0). 


Доказательство очевидно*. 
При помощи функции Ё(), в) =АЛ- в мы можем определить в С. (0) 


операцию сложения х -- у, а посредством функцали Ё(^) = о^ (я — число) 
определяется произведение ах. При этом из теоремы о сохранении с0- 
отношений сразу следует, что в С.(0) будут выполнены все аксиомы 
линейного множества. 

Если в С. (0) обычным образом ввести частичное упорядочение (х >> 0, 
если 2(1}>0, но х + 0), то ясно, что С»(0) будет К-линеалом. Функ- 
цию, тождественно равную 1, примем за единицу‘ 1 этого А-линеала. 
Тогда С»(0) оказывается К-линеалом, полным относительно (5)-сходи- 
мости. Учитывая теорему 4, делаем окончательный вывод: С»(0)— 
внутренне нормальный а. п. К-линеал с единицей. 

10. Максимальное расширение внутренне нормаль- 
ного А-линеала. Будем говорить, что множество Ё элементов К-ли- 
неала Х полно в Х, если в Х не существует элемента, отличного от 0 
‚и дизъюнктного со всеми хЕЁЕ. 

Определение. Пусть Х — внутренне нормальный а. п. К-линеал 
с единицей. Архимедов К-линеал У назовем расширением К-лине- 
ала Х, если: 

1) Х изоморфен некоторому подлинеалу ХС У; 

2) Х, — нормальный подлинеал из У, полный в У; 

3) если элемент 1у6Х.\, соответствующий при изоморфизме единице 1 
К-линеала Х, принять за единицу в У, то У окажется внутренне нор- 
мальным а. п. К-линеалом. ** 

Отождествим для простоты элементы А-линеала Х с соответствую- 
щими им при изоморфизме элементами из Х, и, таким образом, будем 
считать, что ХСУ. 

Пусть У, и У, —два расширения К-линеала Х. Будем называть 
допустимым такое изоморфное отображение К-линеала У, в У, (т. е. на 
некоторый подлинеал из У,), при котором каждый элемент из Х пере- 
ходит сам в себя. Если такое допустимое отображение существует, то 
будем говорить, что У, шире, чем У,, и записывать: У; < У.. 


о бе ХИ, 9.201. 
** Свойство внутренней нормальности К-пинеала зависит от выбора в нем еди- 


НИЦыЫ. 
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Легко видеть, что допустимое отображение У, в У», если оно суще- 
ствует, — единственное. Действительно, пусть 


уеУ и“ 940, у, =Уу Ап 


и элементу у соответствует 26У.. Положим 2, =2/Л\ 11 (грань вычи- 
сляется в У.). Так как 2„— ограниченный элемент, то м6ЕХСУ, и 
2. < у. Следовательно, 


2„<УЛп1=У,. 


Но так как У, изоморфно ‘подмножеству из У,, то ясно, что 2„ > ув, 
а потому 2. = \. Таким образом, 2 =зар у» в У», чем и доказывается 
единственность допустимого отображения. 

Так как все расширения К-линеала Х содержат один и тот же 
подлинеал ограниченных элементов Х. с Х, то все расширения могут 
быть реализованы, с соблюдением условий теоремы 1, на одном итом же 
бикомпакте О. При этом возможна такая реализация, при которой каждый 
элемент К-линиала Х во всех расширениях изображается одной и той же 
функцией. Тогда из предыдущего ясно, что если У, < У», то элементы из У, 
и У,, соответствующие друг другу при допустимом отображении, изоб- 
ражаются одной и той же функцией. Отсюда ясно, что если одновре- 
менно У, <У, и У, <У., то допустимое отображение устанавливает 
изоморфизмы между У, и У.. Кроме того, если У, <У,, то образ У, 
при допустимом отображении его в У, нормально содержится в У, 
(это вытекает из внутренней нормальности У)). 

Определение. Расширение Х К-линеала Х назовем максимальным, 
если оно шире произвольного расширения У К-линеала Х, т. е. УХ. 

ТЕОРЕМА 5. Для каждого внутренне нормального а. п. К-линеала Х 
с единицей существует его максимальное расишрение, определяемое одно- 
значно с точностью 00 изоморфизма. Этим максимальным расширением 
является максимальное расширение подлинеала Х. с Х, состоящего из 
всеф ограниченных элементов. 

Доказательство. К-линеал Х изоморфен, по теореме 1, неко- 
торому К-линеалу @. (0), а подлинеал Х, при этом соответствует 
( (0). Покажем, что К-линеал Съ (0) — максимальное расширение и 
ди Аа 

Ясно, что С» (0) — расширение К-линеала Х. Пусть У — произволь- 
ное расширение К-линеала Х.. Тогда У реализуется в виде некоторого 
©. (0). Благодаря внутренней нормальности У, ©, (0) удовлетворяет 
условию теоремы 4. Покажем, что каждая функция из. 6. (0) входит 
в С» (0), а для этого нужно установить, что если 56 6. (0), то мно- 
жество Ё = 0: (|2 (1) | = - со) — отделяющее. 

Допустим, что ЁЕ— ме отделяющее. Заметим, что @ =О\ РЕ, как 
ЕГо-множество, содержащееся в нормальном пространстве, само 
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является нормальным пространством *. Но тогда, в силу свойства 4° 
отделяющих множеств, существует непрерывная функция 6(#) на С 
(которую можно считать ограниченной), не распространимая на все 0 **. 
Не уменьшая общности, можно также считать, что &(1)>0. Пусть 
$ (#) <а. Функция у (1) =|2(|- а входит в ©, (0), в силу линейности 
этого множества. 
Положим 
0 - [о —#() при ё ЕС, 
- со при Ё ЕР. 


Легко видеть, что 2(#) непрерывна и что 0% 2(1 <у(®. Благодаря 
внутренней нормальности У функция 26 ©.» (0), следовательно, в @., (0) 
должна иметь смысл разность у—2. Однако при 6 4 


У (1) — (1) =$(0, 


а эта функция не распространима на все О. Полученное противоречие 
и доказывает, что Р — отделяющее. 
Из доказанного следует, что 


©.» (0) < Сы (0), 


причем самим этим погружением устанавливается допустимое отобра- 
и 

жение ©. (0) в С. (0). Таким образом, для любого расширения У 

К-линеала Ху имеем 


У < Со (0), 


т. е. С» (0) — максимальное расширение К-линеала Хо. 

Так как всякое расширение К-линеала Х является расширением 
К-линеала Х., то из проведенного рассуждения вытекает, что С (0) — 
максимальное расширение также и К-линеала Х. 

Если Х — другое максимальное расширение К-линеала Х, то одно- 
временно Х < < С. (0) ш С.. (0) <Х, следовательно, по сделанному выше 
замечанию,' Х изоморфно Се» (0). 

Теорема полностью доказана. 

В связи с доказанной теоремой сделаем некоторые замечания. Прежде 
всего, можно установить, что если бикомпакт О в точке & имеет не 
более чем счетный вес, то множество (&%), состоящее из одной точки &%, 


* Это проверяется следующим образом. Пусть 4, 4, СС — дизъюнктные, 
замкнутые в С множества. Так как @ — типа Р., то И; и А, — типа К, в О. Кроме 
того, 


А, Г] 90 [4] = 4, | 9 [4 = А 


т.е. А, и А, являются отделенными в смысле П. С. Урысона. Тогда по одной лемме 
Урысона [см. (®), т. Т, стр. 202] А, и 4, отделимы в О открытыми множествами 
С, и С.. Заменяя С, и С, их пересечениями с С, мы установим отделимость 4, и 
А, открытыми множествами в С. 


Ея 
** При помощи известного преобразования ЕТ легко убедиться, что 


для распространимости с С на О всех непрерывных функций достаточно возможно- 
сти распространить все ограниченные непрерывные функции. 
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не может быть отделяющим нигде не плотным. Отсюда сразу следует, 
что если бикомпакт О в каждой точке не более чем счетного веса, то 
С (0) =С (0), т. е. К-пинеал С (0) не имеет нетривиального (отличного. 
от него самого) расширения. 

Последний вывод становится неверным, если из определения расши-. 
рения исключить требование его внутренней нормальности. Именно, 
можно показать, что на всяком бикомпакте О, в котором есть непу- 
стое, нигде не плотное, замкнутое множество Ё типа @з, можно 
построить К-линеал, содержащий все С (0) и некоторые неограничен- 
ные непрерывные функции. Для этого достаточно взять функцию 
у(>0, для которой О, (у (1) = -{ со) =Ё, и образовать множество 
линейных комбинаций вида х -- ау, где хЕС (0). 

Заметим, что каждое К-пространство Х с единицей внутренне нор-. 
мально и реализуется на экстремальном бикомпакте 0, а в этом случае 
С (0) — тоже К-пространство. Поэтому в теореме 5 содержится для 
случая К-пространства с единицей теорема А. Г. Пинскера о суще- 
ствовании максимального расширения, доказанная им для произволь- 
ного А-пространства `[ср. (4), гл. ТУ, 2.45]. 


$ 4. Непрерывные функции от элементов К-линеала 


11. Определение функций*. Пусть Х — внутренне нормаль- 
ный а. п. А-линеал с единицей 1, образом которого при реализации 
на некотором бикомпакте (0 является, согласно теореме 1, весь К-линеал 
С (0). Такой К-линеал назовем максимальным. Получаемое при этом 
изоморфное отображение А-линеала Х на С. (0) обозначим через й: 


я = ов Са) 


Пусть Р (\, р) — вещественная непрерывная функция от веществен- 
ных переменных, — © <_^, вх + с. В $3 (в. 9) уже было дано опре- 
деление порожденной ею функции Р’(х’, у’) для любых х’,У’ЕС.. (0). 
Теперь же для любых х, УЕ Х положим 


Е (т, у) = №1 (2), № (9)]- 


На основании теоремы 2 о единственности реализации, можно 
заключить, что это определение функции Р (5, У) не зависит от изомор- 
физма №. Действительно, теорема 2 и заключается в том, что изомор- 
физм й определяется однозначно с точностью до переименования точек 
бикомпакта 0. Кроме того, отметим, что для ограниченных элементов 5 
и У значение функции Ё (5, у) — также ограниченный элемент. В К-ли- 
неале Х верна теорема о сохранении соотношений, сформулированная 
в п. 9 для К-линеала С. (0). Заметим, что сумма х + уи произведение 
ох (© — число), определяемые в К-линеале Х как функции (через веще- 
ственные функции ^-+ р и 9^), совпадают, соответственно, с суммой 


* Как и вп. 9 $3, мы ведем изложение для функций двух переменных. Приво- 
димое ниже определение функций было предложено М. Г. Крейном и С. Г. Крей- 
ном (5) в К-линеале ограниченных элементов. 
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+- у и произведением ях, определяемыми в К-линеале Х с самого 
начала, как в линейном множестве. 

В дополнение к этим алгебраическим операциям в К-линеале Х 
можно, исходя из непрерывной функции Ё(^, в) =Ль, определить опе- 
рацию умножения ху элемента на элемент. Из теоремы о сохранении 
ссотношений сразу следует, что тогда Х превращается в коммутатив- 
ное кольцо, причем единица 1 К-линеала будет единицей умножения. 
Умножение будет также обладать тем свойством, что если х > 0, у>0, 
то и 2 > 0. 

Если образ К-линеала Х при отображении на С.» (0) не исчерпывает 
всего С. (0), то можно сохранить данное выше определение Ё (ях, у), 
но считать, что оно ‘имеет смысл только в ‘том случае, когда 
Е (№ (5), № (у)] входит в образ К-линеала Х. Если при этом Х содержит 
неограниченные ‘элементы, то существенный интерес представляет рас- 
смотрение лишь функций, возрастающих по модулю (в широком смысле) 
по отношению к модулю каждого аргумента. К таким функциям отно- 
сится, например, произведение. Рассмотрению произведения в произ- 
вольном внутренне нормальном а. п. К-линеале с единицей и вопросу 
о превращении К-линеала в полуупорядоченное кольцо в некотором 
обобшенном смысле посвящается отдельная статья автора. 

Заметим, что методом, изложенным в настоящем пункте, можно 
изучить и некоторые разрывные функции, в частности функции, рас- 
сматривавшиеся в работе М. Ф. Широхова (?). 

12. Зависимость функций. от выбора единицы в К-ли- 
неале. Так как характер реализации К-линеала Х на бикомпакте 
(как вид функции, соответствующей данному хЕХ, так и весь биком- 
пакт О в целом) зависит от выбора единицы в Х, то и определение 
функции, даннное в предыдущем пункте, вообще говоря, также зависит 
от выбора единицы. Исследуем характер этой зависимости, а также 
найдем, какие функции не зависят от выбора единицы. 

Пусть Х — максимальный а. п. К-линеал с единицей 1. Возьмем 
такой элемент 96 Х, что 1 (1) >0 на множестве, плотном в 0, в примем 
его за новую единицу в Х. Если теперь заново построить, в соответ- 
ствии с теоремой 1, реализацию К-линеала Х, то, вообще говоря, эта 
реализация осуществится на другом бикомпакте *. 

Допустим, что множество Ё=0,(1 (1) =0) — отделяющее **. Это 
означает, что в Х (с единицей 1) существует элемент 71, обратный 
для 1, т. е. такой, что 77? =1 ***. Положим 


@=0:(0<т( < - о), В =0:(1(0 = + о). 
Так как Ё, — отделяющее множество, а @ =0\\(РИР,), то @ — от- 
крытое, плотное в О множество, дополнение которого — отделяющее, 
нигде не плотное. 
* Легко показать, что этим бикомпактом будет максимальное бикомпактное 


раслпиревие подпространства бикомпакта О, состоящее из точек, где 0 < тэ (1 <- оо. 
** Если Х — К-пространство, то это условие выполняется автоматически. 


1 
*** Элемент у легко определяется через функцию 7" (1) = 0 


386 Б. 3. ВУЛИХ 


Для каждого х6 Х положим 


20=*0, если Е ЕС *, 
Полученную непрерывную на @ функцию 2 (1) можно распространить. 
с сохранением непрерывности на все О ((см. п. 8). В результате мы 
получаем некоторое представление К-линеала Х посредством функ- 
ций 2(8) на том же бикомпакте 0. При этом функции 1 (ё) входят 
в С»»(0), так как для каждой из них множество 0, (2 (#) = + со) — от- 
деляющее, нигде ‘не плотное. Более того, легко видеть, что среди 
функций 2 (4) встречаются все функции из С.» (0). 

Ясно, что соответствие 2<>х (1) — изоморфизм между К-линеалом 
Х и С.. (0), причем новой единице м соответствует функция 7 (1) =1. 
Таким образом, этот изоморфизм и есть представление К-линеала Х 
с новой единицей у, удовлетворяющее всем требованиям теоремы 1. 

Введем следующие обозначения: если Ё (\, р) — вещественная непре- 
рывная функция, а Р (5, у) — порожденная ею функция от элементов 
т, УЕ Х, построенная, когда в нем была выбрана первая единица 1, 
то через Р,(х, у) обозначим функцию, порожденную той же ЁЕ(), в), 
но при условии, что за единицу взят элемент у. 

ТЕОРЕМА 6. Существует такое изоморфное отображение К-линеала 
Х на самого себя х = в (1), что для любых х, у6Х 


8 [Е (х, У)] == Е» [$ (2), в ()]. 


Доказательство. Положим 8 (1) =х1, где т — произведение, 
определенное при первом выборе единицы 1 в Х. Так как \>0и 
существует 7 1>>0, то ясно, что формула 5’ = устанавливает изо- 
морфное отображение Х на самого себя. 

Как и выше, для произвольного ХЕХ обозначим через х (1) функ- 
цию, являющуюся образом элемента х при реализации К-линеала Х 
с единицей 1, а через 2 (ё) — функцию, являющуюся образом того же х 
при реализации Х с единицей \. Тогда если 5 = 21, то при всяком &, 
при котором х (1) конечна, а Ол (1 < + о, 


ии=2(0 та), 80 =7О 


Пу увХ, в=И (у, я = Уже, У. 
В каждой точке &, где 2 (1 иу (1) конечны и 0 < (< + >, 


(= Е (0), У (1 = Е [2 0), у(0] =2(0; 


с другой стороны, 


= (0. 


"(0 == (010, 
следовательно, 2“ (1) =2(1(1), т. е. 2“=2=#, что и доказывает 
теорему. 
Замечание. Если Х — а. п. К-линеал ограниченных элементов 
с единицей 1, а за новую единицу выбран такой элемент 7, что 
а1<1<61 (а >> 0), то и с новой единицей Х будет а. п. К-линеалом 


* В точках, где (1) = + оо, считаем и х (#) = + 00. 
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ограниченных элементов. В этом случае заключение теоремы 6 остается 
в силе. 

Сохраним употреблявшиеся ранее обозначения для следующей тео- 
ремы и ее доказательства. , 

ТЕОРЕМА 7. Пусть Х — максимальный а. п. К-линеал с единицей 1. 
Для того чтобы при любом выборе новой единицы \ такой, что 771 суще- 
ствует, равенство Е (2, у) = Е. (х, у) имело место для любых т, уЕХ, не- 
обходимо и достаточно, чтобы вещественная функция ЕР(\, в) была 
однородной функцией первой степени относительно положительных мно- 
жителей. * 

Доказательство. Положим 2 = (5, 9), 2'= Е, (5, у. 

а) Необходимость. Возьмем за новую единицу 9 = «1, где > 0 — 
произвольное. Тогда при новой реализации К-линеала Х имеем всюду, 
где 5 (1) и у(1) конечны: 


2) = 20, 91 =Р[29, у]. 


С другой стороны, так как 2*==2, то 


20 =2(9 == Ре (0, у(0], 
что и доказывает однородность первой степени функции Р (\, №) (отно- 
сительно положительных о). 

-6) Достаточность. Благодаря однородности функции Ё(Х, в), 
при любом 7] в тех точках, где х( и У(!) конечны и 0 1() < + о, 
имеем: 

2 (= РЕ, [ЕО О] = БР), 91 = 20 = 0), 

т. ©, 2. =. 

13. Эквивалентность непосредственного определе- 
ния функций на К -линеале и их определения при помощи 
пополнения А-линеала до А-пространства. Пусть Х — ма- 
ксимальный а. п. К-линеал с единицей 1, реализуемый на бикомпакте 0. 
По теореме А. И. Юдина, Х можно пополнить до К-пространства Х* с 
той же единицей 1, которое реализуется в виде множества ®.. (А) не- 
прерывных функций на некотором бикомпакте А. При этом, как выяс- 
нено в $ 1 `(по ходу доказательства теоремы 1), если в В склеить точки 
<, неразличимые посредством тех функций & (<), которые соответствуют 
элементам ХЕХ, то мы снова получим бикомпакт О. При этом сами 
функции 2 (<) порождают непрерывные функции 2(4) на бикомпакте 0, 
которые и образуют К-линеал Со» (0), являющийся образом К-линеала Х. 
По заданной вещественной непрерывной функции РГ (\, р) в К-линеале 
можно определить функцию Р(х, у). Независимо от этого, исходя из 
той же функции РЁ (), р), можно определить функцию в К-пространстве 
Х*,. которую, в отличие от первой, обозначим через Р” (х, у). Покажем, 
что для 3х У6Х 


* В части достаточности эта теорема была доказана в (3) для функций в про- 
странстве функционалов и в (4) в любых К-пространствах. Эта теорема в части 
достаточности упоминается также в (5) для К-линеала ограниченных элементов. 
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Е (5, у) = Е* (т, У), 


т. е. на К-линеале Х оба определения совпадают. 
Возьмем 1, УХ. Положим 


С =0, (2 (1 + оо) П 90, (у) = =), 


где 5 (1) и у(1) — образы хи ув С (0). Обозначим через {ф упомянутую 
выше операцию склеивания о В. Тогда ф есть непрерывное 
‘отображение В на 0. Пусть Н=у \((). Если д (1) и у(1 — образы 
элементов д и у, получаемые при реализации Х“” на бикомпакте А, то 


для любого *ЕИА т[(<)] = х (=), у[$(<)] = у (®). Следовательно, 
Н = В. (# (<) = + оо) ПВ; (И (<) = = ©), причем, если «ЕН, аё = ф (<), то 


| Р[2 (0, у = (2 6), 9 <). (*) 
_ Пусть 2 == Р (5, У) (86Х), и=Р*(х, у) (#6 Х°), 2(1) — образ 2 в С. (0}, 
и (<) — образ и в @©..(В). Равенство (*) означает, что при всех ЕН 


[$ (<)] = и (®. 


Но так как функции 2 (1) и и (<) непрерывны на всем О и В (соответ- 
ственно), то последнее соотношение между ними имеет место при всех 
<ЕКД, а это, в свою очередь, означает, что и (<) есть образ элемента 2, 
получаемый при реализации К-пространства Х” на бикомпакте А, т. е. 


= ы. 
Совпадение функций на № доказано. 


Поступило 
16.\.1952 
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(11 редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе излагается новый единый метод, позволяющий решить ряд 
задач о распределении дробных долей показательных функций и произве- 
дений показательных функций на полиномы. 


За последние два года мною был опубликован (частью без доказа- 
тельств) ряд результатов по различным вопросам равномерного распре- 
деления. Сюда относится построение чисел а, а...., аз, для которых равно- 
мерно распределены следующие функции и системы функций: 


оВх, (1) 
а4* }, (х),..., 24%] (+), (2) 
ВОР (3) 


здесь В > 1 — число Пизо, 92.2 — целое, $ > 1, }»(5) — целочисленные 
полиномы, линейная комбинация которых т.] (2) +. . - - т.}. (2) отлична 
от константы при любом выборе целых ть, . . ., т., не равных одновременно 
нулю [6м. (2) теорема 3, (3). теорема 2, (“) теоремы 1 и 3]. 

Каждая из этих задач представлялась в то время не связанной с 
остальными и требовала своего метода решения. 

В настоящей работе изложен новый метод, позволяющий получить 
сразу как все перечисленные выше результаты, так и некоторые другие. 
При помощи указанного метода строятся величины а, а1,..., я, для кото- 
рых равномерно распределены системы функций 


а (3 15%) (4) 
ааА 7 (2),-.., бзА? 1 (2) (5) 


($>1,^>1 — целое число или число Пизо, }, (2),.., + (2) — произвольная 
система линейно независимых целочисленных полиномов, }(5) — произ- 
вольный целочисленный полином, не обращающийся тождественно в ноль). 

Результат (1) получается из (4) или (5) при з=1 и ^=В в слу- 
чае, когда полином } (5) (соответственно ] (х)) тождественно равен единице. 
Результат (2) получается из (4) при ^=4, причем указанное в (2) тре- 
бование отличия от константы линейной комбинации полиномов }, (2),... 
..., з(2) оказывается излишним и заменяется естественным требованием 
линейной независимости этих полиномов. Наконец, результат (3) есть 
частный случай (5), получающийся при ^ =4и } (2) ==1. Следует отметить, 
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что величины ©, получающиеся в (4), не зависят от числа измерений $ 
и от выбора полиномов |; (т),..., /‹ (2); величины ау,..., 9 в (5) также не 
зависят от выбора полиномов. 

$ 1. Пусть п> 1, а1,..., ав — целые, ам + 0. Рассмотрим рекуррентные 
последовательности \ (1), % (2),..., % (1),..., определяемые для х > п соотно- 
шением 


оф = е-Ю+.- На. — п). (6) 


В качестве начальных членов + (1),..., ® (п) выберем произвольные целые 
числа. В силу целочисленности начальных членов и коэффициентов урав- 
нения (6) все члены рекуррентных последовательностей также будут 
целыми часлами. Докажем, прежде всего, две несложные леммы. 

ЛЕММА 1. Наименьшие неотрицательные вычеты рекуррентных по- 
следовательностей периодичны по любому модулю р, взаимно простому 
С @в. 

Действительно, пусть $ (2) ==8, (то4 р), где 0< 5, <р—1. Выпиашем 
последовательность вычетов 


Е И (7) 


и рассмотрим П-значные комбинации, образованные ее соседними знаками 


дут боба а не, в (8) 


Комбинации знаков (8) можно рассматривать как п-значные числа в 
р-ичной системе счисления. Число различных п-значных чисел равно р”, 
следовательно, найдутся значения 21 и 2.(0<2х,< 1. < р") такие, что 
числа 0,,-.1... бт И дхда...дот будут равны. Положим ® = 1. — 2%; 
тогда из равенства 


© 
бил а. 0х, + п — ба 2. их 
следует, что 


ба == Зь (1 — АО 


Заменим в (6) х на х-- п--1и перейдем от равенства к сравнению: 


буи-1 ЕЕ @1 бхи Е. -°- @пб54: (шо4р). (9} 


Пользуясь тем, что 


а От --.--- ав ба = а, бить + @в НЕЕ 
получим из (9) 


виа ЕЕ бу, рипа (104 р) 
и, значит, 


9: па Е: бета . 
Аналогично получим 
би т-ьа == би, прано» бл, п--З = бы иао» +. 
так что для всех х>х, будет 


Зиь = 8. (10) 


Заменим в (9) х на х —1 и выразим 8, через 8.4 1,...,д;рп (это возмож- 
но в силу взаимной простоты р и а„). Повторяя теперь для х = 2, 
1, —1,....1 прежние рассуждения, убедимся в справедливости равенства. 
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(10) также и для х<4:. Таким образом, последовательность вычетов 
имеет период ® < р”. 

Замечание. Легко показать, что имеет место строгое неравенство 
о < р". Действительно, допустим, что ® = р". Тогда в последовательности 
(7) встретится каждое п-значное число и, в частности, число 0. - -0, состо- 


2 
ъ 


ящее из одних нулей. Но тогда, в силу (9), все члены последователь- 
ности вычетов будут равны нулю и, следовательно, ® =1, что противо- 
речит допущению. 

Будем в дальнейшем через ® < р®— 1 обозначать наименьший поло- 
жительный период последовательности (7) и называть ® наименьшим 
периодом рекуррентной функции $ (5) по модулю р. 

ЛЕММА 2. Пусть № — число решений сравнения 


ф (2) ==0:(то р), х.== 1,2,...,®. 


Тогда в рекуррентной последовательности \ (1), $ (2),..., $ (2),... можно 
так выбрать начальные члены %(1),...,ф (п), что для № будет выпол- 


няться оценка: М < [.. 


Р 
Доказательство. Пусть 011...д. — какое-нибудь п-значное чис- 
ло в р-ичной системе счисления. Выберем % (1) = 611,...., $ (п) =8„. Пусть 
для п 
ф (2) ==. (шоа р), (11) 


где 0<5,:.<рр—1. В силу выбора $ (1 (1 = 1,2, ..., п), сравнение (11) 
будет выполняться не только для 5 > п, но и для всех х >. 1. Обозначим 
через ®«, наименьший положительный период последовательности вычетов 
и выпишем первые «, | п—1 членов этой последовательности: 


я я 


© & © $) 
61° бла бут ^° бла, бал *°° бут. (12) 
Из доказательства леммы 1 (так как ®, — наименьший период) сле- 
дует, что все содержащиеся в (12) п-значные числа 
6] © © х © 
61012 *** бам, 612 613 **° бужль ^^, бо, бал * * буи 


будут различны.Так как о, < р" —1, то найдется хотя бы одно п-значное 
число 8,1 - +: дп, не встречающееся в последовательности (12). Выберем зна- 
ки этого числа в качестве начальных значений новой рекуррентной после- 
довательности и, подобно тому как это было сделано выше, выпишем 
«.+п—1 первых членов соответствующей последовательности вычетов: 


61 мы т 1 бт ея ба быт. : *баи—. (13) 


Строки (12) и (13) не содержат ни одного общего и-значного числа. 
Действительно, если бы имело место равенство 


бока. с „бе == би: . бя (0<2< ®т— 108 0 А<о, — 1). (14) 
то в силу (9) и для любого {>20 было бы 

борчиа" * бойни == бичича" * "бич. 
Результат, получающийся отсюда при #= «, —, противоречит выбору 
числа 81...82. Следовательно, равенство (14) невозможно и все п-знач- 
ные числа, встречающиеся в (12) и (13), различны. 
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Если найдется число 81...83», не встречающееся в строках (12) и (13), 
то построим новую строку и будем повторять указанный процесс до 
тех пор, пока не получим совокупность строк 


841... -Эатбл. › - бл, | ба. 


(15) 


Е ЕТ ЩЕ 


в которой содержатся (очевидно, без повторений) все существующие в 
р-ичной системе счисления п-значные числа. 

Каждая из ®--...- о; величин дл, расположенных в левой части 
таблицы (15) (1 = 1,2, ..../; й =1,2,..., ®;), является первым знаком одного 
из р" различных П-значных чисел, следовательно, каждый из знаков 
0, 1,.... Р-—1 встречается в указанной части таблицы одинаковое число 
раз, равное р"—1. 

Обозначим через №; число нулей в Ёй строке левой части табли-. 

ы (15). Допустим, что для каждого # =1,2,...,] 


т 
М; рать . 
Тогда получим 
-> М> у ву == р" 
1=1 
что противоречиво. Таким образом найдется #(1 <1<)]), при котором 


о. 
М: че и, следовательно, 
<. 
ее (16) 


Обозначим через фо (х) общий член той из рекуррентных последова- 
тельностей, первые п членов которой равны соответственно 8:1, до, ..., Ам. 


Очевидно, /; будет равно числу решений сравнения 


..у 


ф® (1) = () (шо4 р), р. = в о КО 


Й 
чем, в силу (16), лемма доказана. 
[6 
Замечание. Оценка м<[], указанная в лемме 2, в общем слу- 


чае не допускает улучшения. Действительно, покажем, что существуют 
рекуррентные последовательности, для которых при любом выборе 


п © А 
начальных членов будет М>. [= . Рассмотрим случай п = 2, а, =а.=4: 


$ (2) =$(2—1 +4(2— 2) 


при модуле р=7. Таблицу (15) в этом случае можно записать так: 


0:14:2 85.1.6.06:654061 0 
0224632505531452.0 
0336213404415643.0 

00 
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Здесь ®, =®, = ®; = 16, в, =1, М, =М, =, =2, МИ. =1. Таким обра- 
зом, М; = | ибИь ВЕ 5 м> [+ С Иа 

$ 2. Пусть, как и раньше, для п>.1 задана целочисленная рекур- 
рентная функция \ (5): 


$ (2) = а. (1—1)... - а (2 —п), ф (= И 


0<&<р—1, 
причем хотя бы одна из величин 8; отлична от нуля. 
Обозначим через ^.,..., \„ корни характеристического уравнения 
п — 
а. Та. (17) 


Будем предполагать, что все корни уравнения (17) различны и что 


для величин /\ =), и 0 = шах | + | выполняются неравенства Х`>>1, 0<1. 
2<1<п 
Таким образом, при п =1 \ — целое число, большее единицы, при п >. 2 


. — число Пизо. 
Введем обозначения: 
1. <*> 0 — любое целое, удовлетворяющее условиям 


ф (2 - <) == (2) (шо4 р), с==0(што4 р), 


где р— простое (р> ||). 
2. № — число решений сравнения 


Ф (<) =0 (пор), х=1,2,..., т. 


Й 
3. (1) =6 д -..--- Вид’ — целочисленный полином степени 
(1 1 
п’>.0, не равный тождественно нулю по модулю р. 
Будем считать, что при возрастании р целые 


И А М И (18) 


сохраняют постоянные значения. 
ОСНОВНАЯ ЛЕММА. Для всякого простого р при любых целых 
а>0 иг>1 выполняется оценка 


О ф (<) / (ах) 


Уе ржи - |< Ст [МИр-+ о - рШ (а - "*]], 
х=1 
где С — константа, зависящая только от величин (18) *. 
Доказательство. Разобьем интервал суммирования в сумме 
трт и 
о == > е Р Пи 
х—=1 
на части длины т: 
тр т ви Качануй 


5= У Уе р(х"—1) (19) 


у=0 2=1 
Для преобразования внутренней суммы воспользуемся некоторыми свой- 
ствами функции $ (5). Так как корни характеристического уравнения (17) 
различны, то [см., например, (1)] 


$ (2) = Ам -- АЖ +... Ат. (20) 


* Очевидно, т возрастает с ростом р; величины а и г также могут возрастать. 
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Полагая здесь х=1,2,...,п и решая полученную систему линейных 
относительно А.!,..., А» уравнений, придем к равенствам 
на р 
ИЕ: (= а. ь. №) (21) 
где 
1 Ли А! . А 8. +1 ... А) 
ЖЕ овес ИА 
т ть п т п и 
Аз ... А» № Аи т 0 4 ... Л 


Будем применять равенство А = О (В) в тех случаях, когда | А|<С|В|, 


где константа С зависит только от величин (18). Из (21) для #&=1,2,....п 
получим 
АО шах 6) =0 >). 
1<<п 
Положим А, =1; тогда равенство (20) примет вид: 
$ (2) =" 0(09”), т=0(р). (22) 


Заменим здесь х на & + * и просуммируем по у: 


ф(ё- у) = А" + 0 (р), 
7—1 


Узе-и) =1 : О (р6* + р^"). 
> 


7" —4 


аут 52 2+У 
В О 
КО) 


Деля это равенство на р и применяя соотношение (22) к 1\?*'", получим: 


й 


Ще ] нь: 
Е НТН 


У=0 
В силу определения с, 


$ (2 {+ \) = (2) (подр) и (а 2 9%) ==} (а + 2) (под р}; 


следовательно, 


ф (= + у“) т Уф (=) О (6: тет 
а в 
ф (&- ут) 1 (а - =-Р ут) _ . Ф@/а-+з 
ро ты н р + В,., 
где Ги Т, — целые числа (зависящие от у и 2) и 
Ву, = О ((6* + ^^") шах |} (а = у® |). (24) 
у, = 


Пусть некоторые действительные функции Р,, Е, и В связаны равен- 
ством Е, = Е, - В; тогда 


| е?"йЕ+(2) _ эт Ез(2) 


Е @—1| = 2 У |зшхВ (2) |, 
У ей.) Ут» ти о(У |Ч1шжл (2) | ). (25) 


Применяя это соотношение к функциям 


_ фа у (а ау ы 9$ (1+2) 
Е: = РОТЕ) › РА адиниИь ох а , 
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в силу (23) получим: 
с ; Ф (2+ ут) } (а+2-+ ут) т : у т 
В ЕТИМ о уф (2) 1 (а+?) 
Уе Е 
2=1 2=1 2=1 
Суммирование по у и использование равенства (19) дают: 
ПТ 467 +5) р 
= Уе ?  +0(» У |вшжА,. |). {26) 
2—1 у=0 у=0 2=1 


Пользуясь тем, что при у, пробегающем полную систему вычетов по 


модулю р, 
и 


а [Е при {== 0 (шоа р), 
: О при [= 0 (шоа р), 
получим: 


ар ола 9 (2) 1 (а+-2) 


У № е ® = М.гр, 


2=1 у=0 
где М, — число решений’ сравнения 
ф (2) } (а 2)==0 (тор), 2=1,2,...,т. 
Обозначим через №, число решений сравнения 


Ре -= 2) ==О (тор), 2=1,2,..., т. 
Очевидно, 


мину -о) 


Согласно определению величин №, №, и №,, получим: 
М < М+ м=0(м+-) 


и, следовательно, равенство (26) примет вид: 


пр 1х 


5=0("рМ+ + ра № 151 тА,, |). 


у=0 2=1 


Определим й, и й, из условий 
6"* пах | (а 2-4 из) | =4, № шах | (а 2+ уз) | = 1. 
У, 2 у, 2 
Пусть й = шах (й,, #›), тогда в силу (24) будет 
[30 жА,, | < т|Ау.| = 0 (60° ^ + 2"). 


Пользуясь этой оценкой для #й«2<*р—й и оценивая модуль синуса 


единицей для остальных значений 2, получим: 
У зшеА,,| < 28 +0( ХУ м") = 0(%). 
2=1 < 2<т—й 
Очевидно, № = О (ш (а + гр*)) =О (№ (а - ”<)) и, следовательно, 
5 =О(грМ + г* + грй) = О (грМ + ге + гра (а + г^)), 


что совпадает с утверждением леммы. 
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Замечание. Если выбрать начальные значения функции ф (2) 
так, чтобы число решений сравнения \ (5) ==0 (тод р), х=1,2,...,®, 


т 
не превосходило т (см. лемму 2), то М < -> и оценка суммы 5 примет вид: 


тво ; 9 (х) 1 (а+х) 
уе р (7-1 | < Ст [< + р (а + =*)|. (27) 


$ 3. Пусть р1<«р.«<...-— произвольные простые числа, рост которых 
ограничен требованием: р,,, =О\(р,). 


Обозначим через <, <*,<... положительные целые, удовлетворяющие 
условиям 


ф, (х  *,) =, (2) (шоар,), *,==0 (шо4 р,), Шшт,,, =0(<,). 
Здесь $ф,(5) — решение рекуррентного уравнения 

+ (1) = (@—1+... На (@#-—п) (> || р). 
обладающее тем свойством, что число решений сравнения 


ф, (2) =0 (тоар,), х=\1,2,..., < 


1“ 


и? 
не превосходит = у 


У 
Пусть, далее, # <<... — произвольные целые, такие, что &, > 1 
и Ш, =0О (шт, 1), целые пи, п.,... определены соотношением 


пу = И “,рЬ, (п =0) 


и Ф(у) =о(р,) — любая целочисленная функция, отличная от нуля при 
достаточно больших значениях аргумента. 


Согласно (22), представим ф,(5) в виде 


4, (2) = 1." - О(р,”), т,=О(р,) (28) 


и определим ох рядом 


со 
ра в УИ |; ты <=). (29) 
а о ОН 
тогда справедлива следующая 
ТЕОРЕМА 1. Пусть } (5х) —- произвольный целочисленный полином, не 
равный тождественно нулю, и ИО число или число Пизо 
(\ — корень уравнения № = а + ...-Р а»). Тогда для всякого а, опре- 
деленного рядом (29), функция а" ме равномерно распределена. 
Доказательство. Согласно критерию Вейля [см. (5)], надо показать, 
что сумма 
Р 
лы. № ета (х) 


(т == 0, целое) 


имеет нетривиальную оценку © = о(Р). : 
Пусть Ё определено условием пк < ель Представим Р в виде 


Р=п, + грл, т, я ль 
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Разобьем интервал суммирования суммы 5 на части: 


1 Пт ПЕТРЬТЬ 
5 ги У У е?7'тад® 1 (х) Е $ ета (х) -ь О (Рьт,) (30) 
У=1 х=и,-1 х=пь-1 


и введем обозначения 


туРуту 
2, для 1<у < с 1, этитал Ту НХ (их) 
р вы Ху 
=, ДЛЯ УЕ, а 2 " 
Тогда равенство (30) примет вид 
Е 1.3 
5 = >, РЕ О (Рт,) = > 5, НО (Рит,), (31) 
у—1 У=Уо-+1 


где *% выбрано настолько большим, чтобы для всякого у)>% было 
ф (у) = 0, [$ (У) |< р, и |т| < р,- Для оценки сумм 5, при у>> у, преобра- 
зуем произведение а" Ци грл). В силу того что отношение 


соседних членов ряда (29) стремится к нулю (это легко устанотить 
непосредственной проверкой), получим: 


нь 1 


У т, 
Ее , 
о (Ч) 
— 
=1 Р; (^ "— 1) 


с Ф (т, пана чо ФУ + Пт, \ 
р м д Руту р подать > 
У У 


Но 1, =О(р,), 1. =О(р,. 1) ий *,,, >, следовательно, 


У—1 х пупа х 
. Ф(П 
дм У ь 


и Р оо 


ир т х 
= (У) ух У--1 
ме и (32) 


Пользуясь (28), преобразуем выражение, стоящее под знаком суммы 
(для простоты полагаем и, — п! Е х=2): 


(дур РИ о 
=) - 
Р+ л'—1 Р; 
7 0; —1 
=$().— У (+19) +0($0). 
Р+ ее 5 


Из определения т; следует, что 


$; (-- /х;) ==, (2) (под р,), 


Бр: 1 


р ф, (+ 19) == р; $, (2) ==0 (шо@ Р;). 


1—0 
Таким образом, 


пу—т-ы+х от 


Ф(Й ух ет +0 (®(2 "\—ч+1*) (Т — целое). 
Л 


Ра: ля 
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Пользуясь тем, что Ф (й = о(р,;) и р... =О(р,), получим из (32): 


ах р, и 
от КИЙ о (езкеЕ+ М") = 
ое НРУ т 

Ф (%) $, (2) 7 | а 
Е а Ру © 9 ЕО | - р»д | ; 
УБ 2) н 
той” + } (пу и: = тф (>) ВИС к 
р,0::—4) 


тде Т., 7. — целые и 
Вх 2. о (69° га ыы, тах | (о = 4) | Е 


1<х<&, Руту 


Выбирая в (25) 


п. -+х тф (у) $, (2) (п, + =) 
Е (1) = та 7 (п, 2), Е, (2) =Т, — 
Ру (^ —') 
получим: 
этитф (\) фу (х) 1 (пу-Ех) 
ТуРуту ту Туруту 
ие ыы о ( У |=, |. (33) 
2—1 А 


В силу того что целые т и © (\) отличвы от нуля и удовлетворяют 
неравенствам |т:< р», |$ (>) |< р», получим: 


то (у) =Е 0 (то р»). 


Но тогда для рекуррентной функции тФ® (%) %,(5) число решений срав- 


нения тФ (у) $, (5) ==0 (шо4 р,) при х, пробегающем значения 1,2,...,т,, 
совпадает с числом решений сравнения $, (5) ==0 (то4 р») и, следователь- 
т. 
У 


но, не превосходит —-. Таким образом, применима оценка (27), и ра- 


У 
венство (33) примет вид: 


ТуРуту 
5, = (п -Е гур, в (п»- гул, + о [т ^Ах | : (34) 


= х 


Пусть величины #, и й. определены условиями: 


р». шах |{(%-+2)|=1, Хр, шах |} (ип, {2)| =. 


1<х<туруту 1<х<турут, 


Подобно тому как это делалось при доказательстве основной леммы, 
полагая А = шах (й., #5), получим: 


|зшкВ; |< *|В.|<С (6 = ТУ 


ТуРуту 
У зттА, | < 2й-- р | зш^А,|=2А + О (1). 
= В5х<турут, —В 


Согласно определению 1, и /., имеем: 


==) (1 (и, 9) = (ш (пь-Е гус.) 
следовательно, 
туруту 


ХУ 15т^А,| = О (1 (п, + гу) 


х=1 
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Ту Ру ‘у 
и в оценке (34) сумму У |зт*А.| под знаком О можно отбросить: 
х—1 
5, =О (путь + гу» ш (п, - гуту)). (35) 


В силу определения величин &,, п, ту и р, справедливы оценки 


пу -- гу < пы < Ру; — Ш (п, + гл) = О (шт, -- ШЬ,) = 0.(,); 
Русу = {6 (Ру—1—1) = (п.,). 
Пользуясь этими оценками, получим из (35)+и (31): 


Е 


р 5,40 (р, ть) =о( у руль Ч та. 


У=У,-Н1 У=У\-1 


Отсюда, так как Хх Ри у Рлг, < п, + грх, 3Р, согласно крите- 
У=\ 1 
рию равномерного распределения, следует утверждение теоремы. 


$ 4. Сохраним обозначения предыдущего параграфа. Пусть, кроме 
того, $>1, т.,...,т, — произвольные целые, не равные одновременно 
нулю, и 9, (У),..., 9. (У) — любая система целочисленных функций, для 
которых каждая линейная комбинация тиФ, (у) {..-- т.е. (у) имеет 
конечное число корней. Будем предполагать, что рост функций о, (у) 
ограничен условием 


ф; (у) =о(р,) * (=1,2,...,3). 


ТЕОРЕМА 2. Пусть > 1 — целое число или число Пизо и }(1) — 
произвольный целочисленный полином, не равный тождественно нулю. 


Тогда при любом выборе величин 9,...,0з, определенных рядами 

со 

Ф: (У) у Пао 
ео НЫ ы же В овво 
1 Ру (^. —— 1) Ро» ^› 
система функций а )71 (1),..., “1 (2) равномерно распределена в 5-мер- 
ном пространстве. 
Доказательство. Положим ® (у) = т; ?: (у) -...-- т.о: (у). Оче- 


видно, $ (у) =о(р»), причем для всех достаточно больших значений у 
будет ф (у) = 0. 

Согласно многомерному критерию Вейля, для доказательства теоре- 
мы достаточно убедиться, что при любых целых т.,...,тз, не равных 
одновременно нулю, сумма 


12 а 
8=\» прп (тьвах у (+. тваз АХ 9) 
х=1 


имеет нетривиальную оценку 5 = о(Р). 
Рассмотрим величину 


[© е) 


а = та, + -- + ть = У ФМ т, Е ВУЗА ). 


Е 
уУ== У 


* Можно, например, выбрать р, > 2, , (\) = У, $2 (у) =\,..., $. (у) = У 
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По теореме 1, функция а^”} (2) равномерно распределена, следовательно, 


Р Р р 
и я РА (тлоа-Е ++. %5) ХХ} (х) А У, ©2710 (<) 521 о(Р), 
х—=1 х=1 
чем теорема 2 доказана. 
ТЕОРЕМА 3. Пусть > 1 — целое число или число Пизо и а задана 
рядом (29). Тогда для любой системы целочисленных линейно независимых 


полиномов } (1),...,/: (2) Функции ор (2),..., я }ь (2) равномерно рас- 
пределены в 3-мерном пространстве. 
Доказательство. Для любых целых т.,...,тТ., не равных одно- 


временно нулю, определим полином РЁ. (2) равенством: 
Ех (2) = тар (2) | +. т} (5). 
Так как функции }; (2),...,}:(5) линейно независимы, то полином Ё; (4) 


не обращается тождественно в ноль и, по теореме 1, функция о^*Ез (т) 
равномерно распределена. Но тогда справедлива оценка 


у е2тё (тах, (+. -+тзад 5 (9) у ета (®) п (2), 
х=1 х=1 
из которой следует утверждение теоремы 3. 

Замечание. В доказанных выше теоремах можно заменить ^” на 
$ (1), где $(5) — любая неограниченная целочисленная рекуррентная 
функция, удовлетворяющая конечно-разностному уравнению 

$ (2) = а1$ (х — 1) |. -- + а (#—п), 
для которого один из корней характеристического уравнения (^, = \^} 
больше единицы, а остальные по модулю меньше единицы. 

В частности, для всякого целочисленного полинома ]}(1), не равного 
тождественно нулю, будет равномерно распределена функция © (2) } (т), 


1 : х . 
где & =—а и] = Ша _- Действительно, 
У х—>о й 


2$ (2) 1 (2) = 11 (2) О (6"} (2) = ®%*1 (+) Е о(1) 
и, следовательно, функция 9 (2) }(<2) равномерно распределена одновре- 
менно с функцией а/*} (2). 
Аналогично в теоремах 2 и 3 при замене ^” на $ф(х) надо заменять 


1 : , 
а. на в. == — а, 1=12.... 3) ие над а. 
ъ 1 У ы У 
Математический институт Поступило 
им. В. А. Стеклова 28. Г. 1953 
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В. С. ПУГАЧЕВ 


ОБЩАЯ ТЕОРИЯ КОРРЕЛЯЦИИ СЛУЧАЙНЫХ ФУНКЦИЙ 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В статье излагаются некоторые общие ‘методы исследования случай- 
ных функций, разработанные автором в 1947—48 гг. [см. (1)]*. Имея в 
виду создание ‘прикладной теории, достаточно простой и удобной в при- 
ложениях, автор ограничился, в основном, изучением таких свойств слу- 
чайных функций, которые характеризуются моментами первого и второго 
порядка — математическими ожиданиями и корреляционными функциями. 


Будем рассматривать произвольные комплексные скалярные слу- 
чайные функции скалярного или векторного аргумента. Разработанная 
для таких случайных функций теория применима, в частности, и 
к векторным случайным функциям, так как составляющую векторной 
функции всегда можно рассматривать как скалярную функцию ее аргу- 
мента и номера. 

Условимся писать без указания области интегрирования все инте- 
гралы, распространенные на всю область изменения аргумента случайной 
функции. 


$ 1. Общие свойства корреляционной функции 


Пусть Х (1) — случайная функция. Будем предполагать, что для нее 
определены математическое ожидание 


80 =МХхХ( (1.1) 


и корреляционная функция 


К (6 5) =М1Х (ИЗ ИХ ($) —#6)]- (1.2) 


* В последние годы в некоторых работах [см. (2) — (5)] развивается теория, ана- 
лсгичная разработанной мною. Во время моих первых сообщений по данным вопро- 
сам мне не была известна работа Т.оёуе (*3), в которой даны некоторые разложения 
случайной функции на некоррелированные составляющие и изучено преобразование 
корреляционной функции при некоторых линейных преобразованиях (в частности, 
при дифференцировании и интегрировании) случайной функции. Эти результаты Г.одуе 
содержатся в качестве частных случаев в разработанной мной общей теории канони- 
ческих разложений и общей теории липейных преобразований случайных функций. 
Еще более общие разложения изучены в работе К. Кагпипеп’а (4). Изложение Каг- 
Випеп’а, однако, весьма абстрактно и малодоступно. 
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Корреляционная функция обладает следующими очевидными свой- 
ствами: 

|К (6, 5) [< УК (ь ОК ($5, 5), (1.3) 

А (1.4) 

1 = \ К, ) 20 53(5) 4$ (04% (5) =М |(Х— 90 *, — (1.5) 

где Ф (1) — произвольная аддитивная функция (функция веса), а $ (1 — 

произвольная функция с ограниченной нормой по отношению к весу Ф (1). 


Условимся называть случайную функцию Х (1) непрерывной в точке &,, 
если при произвольном е > 0 


М |Х (1) —Х (|<, (1.6) 
коль скоро 
#—41<8(). (1.7) 
Из тождества 
МХ (Хх (= М9: — бр |8 (0) —8 (6) 1, (1.8) 
где 
И: =хХ (И -—Е0, (19) 


вытекают следующие две теоремы: 

ТЕОРЕМА 1.1. Если случайная функция Х непрерывна в точке Ц, 
то ее математическое ожидание 8 и отклонение от математического 
ожидания И; непрерывны в точке Ц. 

ТЕОРЕМА 1.2. Если математическое ожидание & случайной функ- 
ции Х и случайная функция И; непрерывны в точке &, то случайная 
функция Х непрерывна в точке 4. 

Из определения корреляционной функции следует, что 


М0 -—( = КОК (,)—К(Еь) —К(, 5. (1.10) 
Отсюда вытекает неравенство 
а асе (1.11) 


Из неравенства (1.11) следует 

ТЕОРЕМА 1.3. Если случайная Функция О: непрерывна в точке 4, 
то дисперсия случайной функции Х непрерывна в точке Ц. 

Далее имеем: 


|К (2,3) —К (6, 5) | = [МИ @,—-б)+М (0,600. 


<Уке,0м 6,0. Р-+ УКС 5) М0, 0,8. (1.12) 


Из этого неравенства и теоремы 1.3 вытекает 

ТЕОРЕМА 1.4. Если случайная функция ИП, непрерывна в точках & 
и 5, то корреляционная функция случайной функции Х непрерывна 
в точке (Ц, 5,). 


* Здесь, как и везде в дальнейшем, мы считаем операции интегрирования и ма- 
тематического ожидания коммутативными. Скалярное произведение двух функций + (2) 


и у(1) вездо в дальнейшем опредсляется формулой: (х, у) = | $ (р у(ПаФ (0, где ин- 


тегрирование производится по всей области ‘изменения аргумента &. 
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Следствие. Если случайная функция 0; непрерывна в точке &, 
то корреляционная функция случайной функции Х непрерывна в точке 
а 

Из теоремы 1.4 следует, что точки разрыва корреляционной функции 
К (1,$) могут располагаться только на многообразиях &=4, 5=4 и 
только таких, для которых & является точкой разрыва случайной функ- 
ЦИИ И 

Из формулы (1.10) вытекает еще одно неравенство: 


Мб, —К и) +2 КК). (443) 


Из этого неравенства следует 

ТЕОРЕМА 1.5. Если корреляционная функиия непрерывна при при- 
ближении к точке (4,4) вдоль главной диагонали и параллелей осям 
координат, то случайная функция П, непрерывна в точке Ц. 

Из теорем 1.5 и 1.4 вытекает 

Следствие. Если корреляционная функция непрерывна при при- 
ближении к точке (%,&) вдоль главной диагонали и параллелей осям 
координат, то она непрерывна в точке (&, &,). 

Для дальнейшей теории имеют значение еще следующие теоремы 
о последовательностях случайных функций. 

ТЕОРЕМА 1.6. Если математические ожидания случайных функций 
Хь (п =1,2,...) тождественно равны нулю и последовательность соот- 
ветствующих корреляционных функций К» (1,5) сходится к нулю в точке 
(+, &), то последовательность случайных функций Х» (1) сходится по 
вероятности в нулю в точке Ц. 

Эта теорема вытекает из равенства 


М хе =К, 0) п=4,2,...) (1.14). 


и общих свойств последовательностей случайных величин [см. ($)]. 
ТЕОРЕМА 1.7. Если математические ожидания случайных функций 
Х» (п=1.2,...) тождественно равны нулю и последовательность корре- 
ляционных функций сходится к нулю почти всюду на главной диагонали 
$5=#*, то последовательность случайных функиий Х„(1 сходится 
по вероятности в среднем к нулю. 
Эта теорема вытекает из равенства 


м {1х (0 РаФ (0 = \ К, (@, 0 4Ф (0. (1.15) 


ТЕОРЕМА 1.8. Если математические ожидания случайных функций 
Х, (п=1,2,...) тождественно равны нулю, корреляционные Функции 
К» (+, 5) непрерывны почти всюду на главной диагонали $ = и последо- 
вательность корреляционных функций К» сходится в среднем к нулю: 


Ук, (6, 5) РаФ (0 4Ф (5) 0, (1.16) 


* Т.е. при всех г, за исключением, может быть, множества точек Ё, для кото- 
рого | аФ (1) =0. 
Е 
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то последовательность случайных функций Х»(1) сходится по вероятно- 
сти в среднем в нулю. 

Эта теорема вытекает из того факта, что для последовательности 
случайных функций Х»„. вследствие сходимости в среднем к нулю после- 
довательности корреляционных функций и их непрерывности почти всюду 
на главной диагонали, выполнены условия теоремы 1.7. 

Из формулы (1.14) легко выводится теорема, обратная теореме 1.6. 

ТЕОРЕМА 1.9. Если для последовательности случайных функций 
Хи (п=1,2,...) 

М |Х» (%) 2 >0, (1.17) 


то последовательность корреляционных функций К» (1,5) сходится к ну- 
лю на прямых =Цц, $ =ц. 
Точно так же из неравенства 


Ци, (2, 5) раФ (д аф () < К. &94Ф0]| (1.18) 


и формулы (1.15) вытекает теорема, обратная теореме 1.8: 
ТЕОРЕМА 1.10. Если для последовательности случайных функций 
ПЕ 2 
м || Х, (0 РаФ (0, (1.19) 


то последовательность корреляционных функций К„ сходится в сред- 
нем к нулю. 


$ 2. Разложение случайной функции и ее корреляционной функции 
по собственным функциям 


Формулы (1.4) и (1.5) показывают, что корреляционная функция 
является симметричным определенно положительным ядром. Следова- 
тельно, в случае сходимости интеграла 


\1 (2, 5) |? аФ (0 аФ (5) - (2.4) 


корреляционная функция может быть представлена сходящимся к ней 
в среднем рядом [см. (7)]: 


К (65) = УР, (9 6), (2.2) 


где 0), — собственные значения, а ф»({) — соответствующие ортонормиро- 
ванные собственные функции линейного интегрального оператора 


Ко = | К (1, 5) $ (5) аФ (5). (2.3) 

Величины Д, равны значениям интегральной квадратичной формы 
(1.5) при ф == ф»: 

О, = 1%, =М|(Х— 8, $) = (Х,Ф) (=1,2,...). (2.4) 

Иными словами, собственные значения Ш, представляют собой дис- 


персии составляющих случайной функции Х относительно соответству- 
ющих собственных функций $.. 
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Составляющие случайной функции Х относительно собственных 
функций $, 
№. = ($). (=1,2,...) (2.5) 


являются некоррелированными случайными величинами, так как их 
корреляционные моменты равны нулю вследствие ортогональности соо- 
ственных функций. 

На основании изложенного, собственные значения Г), целесообразно 
назвать главными дисперсиями случайной функции Х. 

Формула (2.2) дает разложение корреляционной функции по собствен- 
ным функциям. 

В случае непрерывности корреляционной функции ряд (2.2) при 
любом { сходится абсолютно и равномерно [см. (?)]. 

В случае сходимости интеграла (2.1) разложение по собственным 
функциям существует не только для корреляционной функции, но й 
для самой случайной функции. Для того чтобы вывести разложение 
случайной функции Х, заменим в интегральной квадратичной форме (1.5) 
корреляционную функцию ее разложением (2.2). Тогда получим: 


7е =.» В, ($, +») [. (2.6) 


У=1 


Сравнивая формулы (1.5) и (2.6), приходим к выводу, что всякая 
функция, ортогональная к случайной функции О», ортогональна и ко 
всем ее собственными функциям, и наоборот. Тем самым доказана полнота 
системы собственных функций в пространстве возможных значений случай- 
ной функции И, = Х —&. Отсюда следует, что любое возможное значение 
случайной функции И; может быть представлено сходящимся к нему в 
среднем разложением по. собственным функциям. 

Доказанное предложение можно записать в виде разложения слу- 


чайной функции Х: 


Х (д =ЕО- УИ» (1, (2.7) 


У=1 


где И, — коэффициенты Фурье случайной функции И; относительно соб- 
ственных функций ©, которые, очевидно, только математическими ожи- 
даниями отличаются от случайных величин Х,, определяемых формулой 
(2.5) и, следовательно, являются некоррелированными случайными вели- 
чинами,\ дисперсии которых равны главным дисперсиям 0), случайной 
функции Х. 

Доказанное предложение можно вывести также из теоремы 1.8. Для 
этого достаточно заметить, что случайная функция 


Хх. (0 =Х 0—0 — У 00 (2.8) 
имеет корреляционную функцию 
К» (6,5) = К (1, 5) — р. В,» (0) $» (5). (2.9) 
У=1 
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Если корреляционная функция К (1,5) непрерывна почти всюду на’ 
главной диагонали $ = &, то последовательность корреляционных функций 
К» (3$) удовлетворяет условиям теоремы 1.8. Следовательно, ряд в 
правой части формулы (2.7) сходится по вероятности в среднем к слу- 
чайной функции Х (0. 

В зависимости от выбора функции веса Ф (1) существует бесчисленное: 
множество разложений случайной функции и ее корреляционной функции 
по собственным функциям. 

Очевидно, что функция веса Ф всегда может быть выбрана так, чтобы 
интеграл (2.1) сходился. Для этого достаточно, например, взять в каче- 
стве функции веса произвольный интегральный закон распределения,. 
приращения которого отличны от нуля только на тех интервалах, на. 
которых корреляционная функция ограничена. 


$ 3. Теория канонических разложений случайных функций 


Рассмотрим последовательность пар функций и,, 9, и последователь- 
ность положительных чисел Д,, удовлетворяющих условиям биортого- 
нальности: 


(и, чз) == 0:3 (г, $ = Л, й, а .) (3.1) 
и, кроме того, уравнениям: 
К (2,9 9, (5) 4Ф ($) = А, и, (г=Ь2,...). (3.2) 


Предполагая операции интегрирования и математического ожидания 
коммутативными, убеждаемся в том, что случайные величины 


о ео (3.3) 


являются некоррелированными случайными величинами, дисперсии кото- 
рых равны соответствующим числам Д,. Для доказательства достаточно 
заметить, что корреляционный момент величин У; иЙ, равен, вследствие 
уравнения (3.2), А. (и, 9,). 

Подставляя в уравнение (3.2) разложение корреляционной функции 
по собственным функциям (2.2), найдем 


А; и, (8 = УВ» (9,, Фь) ЕЕ) ЧЕ (3.4) 


®=1 


Таким образом, функции и, могут быть представлены разложениями 
по собственным функциям. 


Подставляя разложение (3.4) в формулы (3.1), находим: 
а Е 
У, (9 9ь) (0, в) = 8» (т,8=1,2,...). (3.5) 
и=1 
Из формулы (3.5) следует, что бесконечная матрица 
| о р | 
И, (9, 9) | 


является унитарной. Следовательно, формула (3.4) при любом & дает 


вектор УД, м, (г=1,2,.. .) как результат унитарного преобразования 
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вектора Ур, фк (=1,2,...). Следовательно, эти два вектора при лю- 
бом { имеют одинаковую норму: 


ХА, и, (0) |= У р» |» (0 |=. (3.6) 
7—1 Е=1 

Из формул (2.2) и (3.6) следует, что если корреляционная функция 
К ([,$) непрерывна почти всюду на главной диагонали $ =, то диспер- 


сия случайной функции 


У.) =Х 0—0 — УТ, (3.7) 
71 
почти при всех б стремится к нулю при п-—> со. Отсюда следует, что 
разложение 


со 
Х (0 =Е(@ + о Или, (1) (3.8) 
7=1 
почти при всех { сходится по вероятности к случайной функции Х. 
Таким образом, для каждой данной функции веса Ф (1) существует 
бесчисленное множество разложений случайной функции Х на некор- 
релированные слагаемые. Полученное в $ 2 разложение по собственным 
функциям является частным случаем общего разложения (3.8). 
Условимся называть гсякое разложение случайной функции на не- 
коррелированные слагаемые каноническим разложением. Функции и, будем 
называть координатными, а функции 9, — проекти рующими. 
Из формулы (3.8) вытекает каноническое разложение корреляцион- 
ной функции: 


оо 
А (6) = № А, и, (1) и, ($). (3.9) 
ПЕ 

Легко доказывается обратное предложение: если корреляционная 
функция выражается сходящимся в среднем разложением (3.9), где А, — 
произвольные числа, а и, — произвольные линейно независимые функции, 
то функции и, являются координатными функциями стодящегося по ве- 
роятности в среднем канонического разложения (3.8) случайной фуниции 
Х, причем числа А, являются дисперсиями случайных величин И, и, сле- 
довательно, все положительны. 

В практических задачах приближенное каноническое разложение слу- 
чайной функции Х часто может быть получено следующим простым ` 
приемом. Представив случайную функцию Х —& приближенно в виде 
линейной комбинации соответствующим образом подобранных линейно 


независимых функций ].,..., » с0 случайными коэффициентами Х.,... 
:, Х» введем новые случайные величины Г,...,Г,, определяемые 
формулами: 
У 
= р Г ЕЕ В 0) (3.10) 
А=1 
причем коэффициенты ах определим последовательно из условия равен- 
ства нулю всех корреляционных моментов величин И.,..., Г». Попутно 
определятся дисперсии Д,,..., Ди величин Т.,..., И». 


0* 
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Уравнения (3.1) и (3.2) дают возможность найти такую последова- 
тельность пар функций и,, 9,, чтобы две произвольные случайные функ- 
ции были одновременно выражены каноническими разложениями с коор- 
динатными функциями и,. Впрочем, эта задача, вполне аналогичная 
задаче об одновременном приведении двух квадратичных форм к кано- 
ническому виду, не имеет практического интереса. 


$ 4. Теория векторных случайных функций 


Изложенная теория содержит как частный случай теорию векторных 
случайных функций, так как составляющая векторной функции является 
скалярной функцией составного векторного аргумента, определяемого 
совокупностью аргумента { и номера * составляющей векторной функ- 
ции. Функция веса Ф (1, ) в данном случае определится формулой: 


О (х 
Ф(,9-У:(—№940, «®-| ны 
: 1 (#>9), 
где Ф, (1) — произвольные аддитивные функции. Соответственно этому 
аргумент в общей теории заменится совокупностью аргумента и индекса, 


а все интегралы заменятся суммами аналогичных интегралов *. 
В результате будем иметь корреляционную функцию векторной слу- 


чайной функции в виде матрицы функций двух переменных: 


(4.1) 


Кук (6, 5) =М [Х,(0—5()] [Х.)—& 6), (4.2) 

свойства которой выражаются формулами: 
| Кл (, 5) [< УК» (Ь, 1) К (5, 5), (4.3) 
Кур (Е, 3) = Кий, (4.4) 
9 => К, 5) О +) 4Ф, (0) аФ, (5) = М|(Х—6 9) >00, (4.5) 

У, и 
где $Ф($1, $... .) — произвольная векторная функция с ограниченной 
нормой. 
Если сходится интеграл 
КУ кь а, 12а, 9 аФ, (9), (4.6) 
у в 


то имеет место разложение корреляционной функции по собственным 
функциям: 


Кум (#, 5) = У В, 9,» (0 Ф, (5), (4.7) 

ег = К К ыд. оператора 
к,5= У | Кы (6 9 (5) 40,9) (=1,2,...) (4.8) 
а $: (Фа, Фа... С ы 1,2,...) — соответствующие векторные собственные 


функции. 


* Соответственно этому скалярное произведение двух векторных функций х (1), 
у (Е) определится формулой 


(х, у) = 22 \ ту (1) у (/аФ, (2). 
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Для векторной случайной функции Х имеет место разложение по 
собственным функциям 


Хх (2) = (2) Н — 0: $, (1), (4.9) 


7=1 
где 8 (1) — математическое ожидание, а (., (.,,...— некоррелированные 
случайные величины, дисперсии которых равны соответствующим главным 
дисперсиям 0, 0.,.... 
Изложенная в предыдущем параграфе теория в случае сходимости 
интеграла (4.6) дает бесчисленное множество канонических разложений 
векторной случайной функции Х: 


Х (0 =Е( + У Г, и, (0, (4.10) 
где ыы 
И (А) (4.11) 
Векторные функции и,’(им, и»,...), 9,(9л, 9»,...) и дисперсии А, 
некоррелированных случайных величин Г, (г =1, 2,...) определяются 
уравнениями: 


У К о (8) 4$, (5) = Аи» (=1,2,...) (4.12) 


и 
и условиями биортогональности: 


аи. Эва), (4.13) 


Разложение (4.10) дает каноническое разложение корреляционной 
функции векторной случайной функции: 


со 
== я А; и; (6) иль ($). (4.14) 
т=1 
Если корреляционная функция векторной случайной функции выра- 
жена формулой (4.14), где А, — произвольные чибла, аи (бала. 
произвольные линейно независимые гекторные функции, то формула 
(4.10) дает каноническое разложение векторной случайной функции Х, 
причем числа Д, положительны и являются дисперсиями случайных 
величин Г,. 


$ 5. Вывод основных формул теории стационарных случайных 
функций из общей теории канонических разложений 
случайных функций 


Из теории канонических разложений случайных функций можно вы- 
вести основные формулы спектральной теории стационарных случайных 
функций. 

’ 

Пусть Х, (1) (у =1,2,...п) — непрерывная стационарная векторная слу- 
чайная функция. Ее корреляционная функция #,„(<) может быть пред- 
ставлена на отрезке |{|<2Т рядом Фурье: 


Аыь (к) У Аше“ (в 1,2,...,п), (5.1) 


ТР =—-0> 
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где 
(ат й о 
—1<..т 
АР т | Вы (е 4, =. (5.2) 
—2Т 


Разложение (5.1) не является каноническим. Для того чтобы привести 
его к виду канонического разложения (4.14), положим 


А = Уч ТА  обунеаь рати бЫ ЕЕ 25. нь 
= 


1 
где АО : а?) — соответственно подобранные числа. Очевидно, что вели- 


чины ДФО, а") для каждого г могут быть выбраны бесчисленным множе- 


1 т 
ством способов. Для однозначного определения д) я а?) необходимо задать 


дополнительные условия, например, принять 
а) =1, ар =0 (<. 

Подставляя выражения (5.3) в формулу (5.1), получим каноническое 
разложение корреляционной функции векторной стационарной случайной 
функции 

1 ‚) (т) т®_(3 
ПАС ое т (ув=ф,..., п). (5.4) 
151 Г=— < 
На основании общей теории, из канонического разложения (5.4) кор- 


реляционной функции вытекает каноническое разложение стационарной 
векторной случайной функции на отрезке || < Т: 


Хто Уи бел), (5.5) 
1=1 Г=— со 


причем дисперсии некоррелированных случайных величин | равны 
соответствующим коэффициентам < разложения (5.4) и, следовательно, 
все АО положительны. 

_Вводя ступенчатые функции 


; ЕТ, (& — 0) + ЕГ. (® 0 
О. 
г < Го 
можем переписать формулу (5.1) в виде 
ера \ ао бо ан, (5.7) 


—‘со 
Эта формула представляет корреляционную функцию №, (<) в интервале 
11| <2Т и продолжает №» (х) за пределы этого интервала как периоди- 
ческую функцию с периодом 4Т. Обозначив определенную таким обра- 
зом на всей числовой оси функцию через А (“), можно написать для 
функций ограниченной вариации бы («) известную формулу обращения 
[ем. (13)]: 

— от „т 


ы Е (<) ах. (5.8) 


бы, («) — Эм (0) = Ш \ - р 


О-о 
—а 
Из формул (5.7) и (5.8) предельным переходом при 7 —> со получаются 


известное интегральное представление корреляционной функции стацио- 


ОБЩАЯ ТЕОРИЯ КОРРЕЛЯЦИИ СЛУЧАЙНЫХ ФУНКЦИЙ 411 


нарной случайной функции на всей числовой оси |1 |< со [см. (8) — (1°)]: 
со 


К, (<) = \ ет 45, (®) (ув =1,...,п) (5.9) 


—©с 


и соответствующие формулы обращения: 


о й : 
р е_ ‘Фот ж ет 
5 (®)—5 ль (в) = Ищ \ == —— Ан (1) т. (5.10) 


Очевидно, что функции 5, являются положительными неубывающими 
‘функциями, полные изменения которых на всей числовой оси равны 
дисперсиям соответствующих составляющих Х,({) векторной случайной 
функции Х (1. 

Из формулы (5.4) предельным переходом при Т-> осо получается 
каноническое представление корреляционной функции векторной стацио- 
нарной случайной функции на бесконечном интервале |# — $ | < со: 


т со 
№ (5) = У, | а (о) аш (о) с -9 461 (6) (ъв=1....п), (5.41) 
151 —© 
‘причем неубывающие положительные функции С. связаны с функциями 


5„„ уравнениями: 
т © 


Эд (®) = Ь \ ал (5) ащ (Ф) 4С(®) (у,в=1,...,п). (5.12) 


1=1 —© 


$ 6. Теория линейных преобразований случайных функций 


Одной из важнейших практических задач теории случайных функций 
является задача преобразования случайной функции при помощи произ- 
вольного линейного оператора. В настоящей статье даются два общих 
метода решения этой задачи. Первый метод устанавливает закон преоб- 
разовання корреляционной функции при данном линейном преобразовании 
случайной функции. Второй метод дает закон преобразования координатных 
функций канонических разложений случайной функции. 

Пусть Х (1) — случайная функция, & (1), К (1,5) — ее математическое 
‘ожидание и корреляционная функция, А — произвольный линейный опе- 
ратор, }(<) — произвольная (не случайная) функция. Рассмотрим’ слу- 
чайную функцию 
У (<) = АХО] (©). (6.1) 

Обозначим через 7 (<), К, (“,<) математическое ожидание и корреля- 
ционную функцию случайной функции У. 

В случае коммутативности оператора А и операции математического 
ожидания * получаем следующий общий закон преобразования матема- 
тического ожидания и корреляционной функции: 


1 (=) = 48 (0 1 (%), (6.2) 
К, (<, с) = А, А.К (6, 5) = А.А, К (&, 3), (6.3) 


* Практически это условие всегда соблюдается. 
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где индексы {и $ показывают, что оператор д применяется по отношению к 


аргументу #, а комплексный сопряженный оператор А — по отношению к 
аргументу $5. 

Формула (6.2) выражает, что при линейном преобразовании случайной 
функции ее математическое‘ ожидание преобразуется так же, вак слу- 
чайная функция. 

Формула (6.3) выражает, что при линейном преобразовании случайной 
функции ее корреляционная функция подвергается двойному преобразованию: 
преобразованию при помощи соответствующего линейного  опера- 
тора А по отношению кв первому аргументу и преобразованию при по- 
мощи комплексного сопряженного оператора А по отношению ко второму 
аргументу, причем порядок применения операторов А: и А; безразличен. 

Если, в частности, А есть оператор г-кратного дифференцирования 
по скалярной действительной переменной #: 


У =хХ® (В, (6.4) 
то формулы (6.2) и (6.3) дают) 
т ==? (0, (6.5) 


д"" К (&, 5) 


Ку (1,5) — бтбот 


(6.6) 


Эти формулы справедливы и в случае, когда { — вектор произвольного 
числа измерений, если производные понимать как производные по дан- 
ному направлению. 


Если А есть оператор интегрирования 
у (5) =} х@4А(, 5) +1), (6.7) 
то формулы (6.2) и (6.3) дают*: 
(9 = О &А(, 9 +16), (6.8) 
Ку (в, в) = | \ К (4,5) &А (@, =) 4 А (5,9). (6.9) 


Формула (6.3) легко обобщается на случай, когда К (&,$) есть кор- 
реляционная функция связи двух случайных функций Х (1) и Х, ($), а 
Ку (т, с) — корреляционная функция связи двух случайных функций: 

У (<) = АХ (0+ 7(@), У, (©) = ВХ, $) +86), (6.10) 
где А и В — произвольные линейные операторы. В этом случае получаем 
общую формулу 

Ку (с, с) = А, В, К (&, 5) = В.АЦК (6 5* (6.14) 

Для того чтобы найти закон преобразования координатных функций 

при данном линейном преобразовании случайной функции Х, подставим 


в формулу (6.3) произвольное каноническое разложение корреляционной 
функции, которое для общности мы напишем в виде 


О ь \ и, (Е, ©) и, (5, ®) аС, (©). (6.12) 
7=1 —© 


* Формулы (6.6) и (6.9), повидимому, впервые получены Гоёуе (2). Независимо 
от него автор получил формулы (6.6) и (6.9) в 1947 г. 
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Тогда, при условии коммутативности оператора А и операции инте- 
грирования по параметру ®, найдем 


Ку (с, 3) = У | р (т, °) рь (5, в) а, (®), (6.13) 
в. 1—1 --со 
РФ (Во) о (а, (6.14) 


Формула (6.14) выражает, что при линейном преобразовании случайной 
функции ее координатные функции подвергаются соответствующему 
линейному однородному преобразованию. 

Если случайная функция Х представлена каноническим разложением 


Хх =Е() УИ, (0), (6.15) 


7—1 


то для функции У получаем каноническое разложение 


со 
У (<) = 1 (<) + УИ», (©). (6.16) 
ЕЕ 
Изложенная теория полностью применима к векторным случайным 
функциям. При этом аргументы Ё, $ и т, с следует рассматривать как 
векторы, одна из составляющих каждого из которых есть номер соста- 
вляющей векторной случайной функции. у 
Применим изложенную теорию, в частности, к системе линейных диф- 
ференциальных уравнений, содержащих случайные функции: 


т Я й и 
У Мы (1) = УМы( ь)х (&=1,....т), (6.17) 


1=1 
где Мы, Мы — полиномы относительно оператора дифференцирования, 
коэффициенты которых являются функциями независимой переменной [, 
Ху — векторная случайная функция, для которой, известны матема- 
тическое ожидание & (1) и корреляционная функция Ау, (4, $). 

На основании общих формул (6.2) и (6.3) математическое ожидание 
т, (#) и корреляционная функция Ку, (#, 5) векторной случайной функции 
У; определятся системами линейных дифференциальных уравнений 


п 
ль вби Мы) = т), (6.18) 
1—1 


т } д. О. ы 
У Мих, Эр) Ма (5, 95) в (2 5) == 


р,4=1 


у Мыс, 2 Я) Мна (5, 55) Кора (6 в, (6.19) 


2,9=1 
Если корреляционная функция Кра (5) векторной случайной функ- 
ЦИИ Хр задана каноническим разложением 


К, У, | шь (в) 5) 46, (6) (рае... ,), (620) 


Т=1 —со 
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то корреляционная функция кН ((,5) векторной случайной функции У, 


также выразится каноническим разложением 
= с 
Кы (1,5) = У р» (6,9) р (5,5) аб, (в) (№1=1,...,т), — (6.24) 
7т=1 —© . 
где координатные функции р, (2, ©), на основании общей формулы (6.14), 
определятся системами линейных дифференциальных уравнений: 


Хы а) ви хм, ( пи =1,...,т). (622) 


Если коэффициенты полиномов №щ, Мы постоянны, а функции 5 
стационарны, то 


Ки) =, —5)= | 65-945. (6) = 


т% со 
я | а, (©) ав» (®) е!> (4—9) 4С, (5) (у в=1,..., п) (6.23) 
Тт=1— < 
и уравнения (6.22) дают 
т 
Ри (&, ®) = р Яо) а, Фе баб. т о 
В=1 
где Як (15) — передаточная функция от А-го входа на [-й выход 
системы. Случайный процесс на всех выходах системы будет стационар- 
ным и его корреляционная функция выразится формулой: 


у и т со 
т Х |} 24.) 2, бод (о) ав (в) ° 9 46, () = 


Т=1 У, и=1 —о 
со 


м 2 (26) Яны (25) е^ 9 45, (в) (К В=И,...,т). (6.25) 

У, Е. 1—© 
В частном случае, когда функции С, (а следовательно, и функ- 
ции 5,,) дифференцируемы, из формулы (6.25) вытекает известное соот- 


ношение между спектральными плотностями случайного процесса на 
входах и выходах системы [см. (1)]. 


Для уравнений с переменными коэффициентами практически важен 
случай, когда на входы системы подается стационарный или близкий 
к стационарному процессе. Мы рассмотрим более общий случай, когда 
координатные функции и, (Е, ®) на входах системы выражаются формулой: 

И (Е, ®) = вл (6%) от 2...) (6.26) 
где а» (1, ®) — медленно изменяющиеся функции # (понятие это, конечно, 
чисто условное; практически оно означает, что функции а„„ (1,-®) мало 
изменяются за один период функции е). 

Уравнения (6.22) в рассматриваемом случае дают: 

Ра, ®) = 5, (в) Гы от (6.27) 


где функции 21. (Е, ®*) определяются системой уравнений 


т т 

: а ь Ч оне 
Ум +) зы = У Мы (о + вы (, 44 ) (6.28) 
4=1 т и Ще К. 
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Подставляя выражение (6.27) в формулу (6.24), получим 


со © 
У 


Ки) = У | 2 (6 о) 2 (5, ©) 26-9 С, (5) (И 1=1,...,т). (6.29) 
Т=1 —<о 

Если коэффициенты уравнений (6.17) изменяются медленно, то для 
приближенного определения обобщенных передаточных функций 2», можно 
применить метод последовательных приближений, отбрасывая в первом 
приближении производные. В этом случае передаточные функции 2 в 
первом приближении будут выражаться так же, как в случае системы 
с постоянными коэффициентами. При этом часто первое приближение 
Дает достаточную для практики точность. 

Вместо метода’ последовательных приближений можно применить 
разложение передаточных функций 2», по степеням искусственно введен- 
ного параметра ©, заменив систему (6.28) более общей системой: 


Е онан 08 


).‹6.з0) 


т т 
№, Мы (6 О) Чай ль = УМы (6, 1« -- ар) ь ({, ®) ) 
РЕ я Е 

Как известно, полученные таким образом разложения будут асимпто- 
тическими в окрестности а = 0 [см. (1), (1?)]. 

Оценку точности первого приближения, соответствующего &=0, 
можно рекомендовать производить по членам первого порядка относи- 
тельно о. 

Следует отметить, что как известная формула теории стационарных 
случайных функций (6.25), так и более общая формула (6.29) (при реко- 
мендуемых нами методах определения обобщенных передаточных функ- 
ций 2) пригодны только для асимптотически устойчивых систем и 
притом для достаточно больших значений Е и $, чтобы можно было 
пренебречь влиянием начальных условий. В общем случае необходимо 
учесть влияние случайных начальных условий. Так как в большинстве 
практических задач случайные начальные условия можно считать некор- 
релированными с текущими случайными возмущениями, то учет случай- 
ных начальных условий принципиальных затруднений не представляет. 


& 7. Приближенная теория преобразований случайных функций 
при помощи операций, близких к линейным 

Если данная нелинейная операция А, применяемая к случайной 
функции Х (0, ‘мало отличается от линейной в области практически 
возможных значений Х (1, то для приближенного определения матема- 
тического ожидания и корреляционной функции случайной функции 

У (<) =А(Х (0} (7.1) 

можно применить два способа. Во-первых, можно линеаризировать опе- 
рацию А в окрестности математического ожидания 8 (1) случайной функ- 
ции Х (1, после чего применить методы, изложенные в предыдущем 
параграфе. Во-вторых, можно подставить в формулу (7.1) вместо функ- 
ции Х какое-нибудь ее каноническое разложение 


Хх (0 =: + УГ и, (0, (7.2) 


Е 


416 В. С. ПУГАЧЕВ 


после чего искать приближенное каноническое разложение случайной 
функции У путем ее линеаризации относительно случайных величин Г,,. 
В результате получим 


У (<) =1() + М И,р, (©), (7.3) 

где ыл 
1 (<) = А {5 (1}, (7.4) 
р, (= [67-445 р Фу ев, ИЯ 


Корреляционная функция случайной функции У выразится приближен- 
ной формулой 


К, (<, в) = УА,р, (*) В, (8), (7.6) 
7=1 
где Д, — дисперсия случайной вееличины Г, (г =1,2,...). 


Практически одним из наиболее важных видов нелинейных операций, 
применяемых к случайным функциям, является решение системы обыкно- 
венных нелинейных дифференциальных уравнений, содержащих случай- 
ные функции. Этот вид нелинейных операций мы рассмотрим подробнее. 

Пусть дана система обыкновенных дифференциальных уравнений: 


— а у и 
У о (6 те Урал Ульяны) 
и=1 
где Х» — случайные функции переменных & У, ..., Уи: 
ЛЕЛЬЬ Уи. он ВЕ Бы (7.8) 


а 
а Е (Ь и) — полиномы относительно оператора дифференцирования с 
коэффициентами, зависящими от #. 
Требуется приближенно определить математическое ожидание \\ (#) 


и корреляционную функцию Ку, (&, $) интеграла системы (7.7). 

Для решения поставленной задачи удобнее всего применить метод 
канонических разложений. При этом, не терял общности, можно огра- 
ничиться случаем вполне определенных (не случайных) начальных зна- 
чений функций У.,..., Ут, так как к этому случаю простой заменой 
переменных приводится общий случай, когда начальные значения функ- 
ций У,,..., У» случайны. Пусть 


Хь (Е, Ул, ..., Ут) = (У... Ум) - ХИ вь У... У) вп) 

1 (7.9) 
— какое-нибудь каноническое разложение векторной случайной функ- 
ции Х» (#=1,..., п). Подставляя разложение (7.9) в уравнения 
дифференцируя эти уравнения по И, и полагая в полученных 
уравнениях И, =7Т,=...=0, получим систему уравпений, прибли- 


женно определяющую математические ожидания случайных функций 
И м 


` а 
о Е (6 “) с со 


и=1 


бы =, (6 Т› во тт) (& =1, 45 П), (7.11) 
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и последовательность систем линейных уравнений, определяющих коор- 
динатные функции приближенного канонического разложения векторной 
случайной функции У, (у =1,..., т): 


тт, 
а 
ИЖС пы пов ОА вины Ао елднн 42) 
Ш =1 
ТВ е д У т, И т, и ых , 
ы Чу = / ( я =. Е °,) | 
Тр 
а. ) ЗЕь (2, та» ---› т) 
У У 7’ т 1? 5% ООВ ит = 
д Е, т (у, в В 
е 9] (2, п ‚..:› ПТ Е ... Е ) у = 1 Ох 
= \— и) В И 
ту — 9, ТЕ ы т и. ( ) 
Интегрированием уравнений (7.10) и (7.11) неизвестные математиче- 
ские ожидания *1.,..., \„ величин У,,..., У„ определятся как функции 


независимой переменной {. После подстановки этих функций в формулы 
(7.11), (7.13), (7.14) коэффициенты а, и с,, будут известными функ- 
циями { и система уравнений (7.12) будет системой линейных дифферен- 
циальных уравнений с переменными коэффициентами. Интегрированием 
системы (7.12) для значений г=1, 2,... завершается решение задачи 
построения приближенного канонического разложения 


т 
У, (=, (И + > Ур, (1) (=, ..., т) (7.15) 
т= 
векторной случайной функции У, (у =1,..., т). 


Корреляционная функция векторной случайной функции У, опреде- 
лится приближенно формулой 


со 
Ки, (#, 5) = У А,р,,(@ р, (5) (у в=\,...,т), (7.16) 
7Т=1 
где ДА, — дисперсия величины И, (г =1,2,...). 

Изложенная теория может служить основой для исследования точ- 
ности работы любых динамических систем, находящихся под действием 
произвольных случайных возмущений, при условии, что случайные воз- 
‘мущения достаточно малы для того, чтобы в пределах их возможных зна- 
чений рассматриваемые системы вели себя приблизительно как линейные. 

В частности, изложенная теория может служить основой для иссле- 
дования точности математических машин непрерывного действия. 

Развитая в настоящем параграфе теория не применима к таким систе- 
мам, которые содержат существенно нелинейные элементы в пределах 
возможных значений случайных возмущений. 

Необходимо отметить, однако, что решение задачи определения 
математического ожидания и корреляционной функции векторной слу- 
чайной функции, определяемой системой дифференциальных уравнений, 
содержащих существенно нелинейные функции, принципиально невоз- 
можно в рамках теории, оперирующей только с моментами первого и 
второго порядка случайных функций — их математическими ожиданиями 
и корреляционными функциями. Для решения этой задачи необходимо 
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создание более сложной теории, оперирующей с моментами высших 
порядков или с законами распределения случайных функций. 
$ 8. Теория преобразования случайных функций 
при помощи нелинейных операций 
Общую теорию широкого класса нелинейных преобразований случай- 
ных функций можно формально построить, если ввести, кроме математи- 
ческого ожидания и корреляционной функции, моменты высших поряд- 
ков случайной функции. Предположим, что заданы моменты случайной 
функции Х (1: 


о РО ай Па, Я (8.1) 
Для моментов случайной функции 
АЖ, (8.2) 
где А — произвольный линейный оператор, получаем формулу 
У (рос, и) == Арс, (6, о) 1, ...), (8.3) 


которая является очевидным обобщением формул (6.2) и (6.3). 

Формула (8.3) выражает, что при преобразовании случайной функции 
Х (1) при помощи линейного оператора А ее момент порядка п подвер- 
гается п-кратному преобразованию при помощи оператора А, применен- 
ного по очереди по отношению ко всем аргументам 4 ,..., 1, безразлично 
в каком порядке. 

Перейдем к нелинейным преобразованиям случайной функции Х (1). 

Рассмотрим случайную функцию 


со 


У() = =” О .. ^Ы, (8.4) 
&=1 
где А“®) — произвольные линейные операторы. 


Из разложения (8.4) вытекают следующие формальные разложения 


для моментов у, (<!,...,“.) случайной функции У (<): 
[о.®) 
а (%.) (пт), (1) (1) ( 
О о Е Ве 
|, ---.КияЕТ 
ОЕ ее ож (8.5) 


где индексы #») у операторов А®) указывают совокупность аргументов, 
но отношению к которым применяются соответствующие операторы. 
Если, в частности, операторы А“) являются интегральными опера- 
торами 
у’, К * ь 
207 (о его) = | оз бьлиг мо бы) ФЕД ово ОО 


где интеграл по каждому переменному распространен на всю область 


изменения аргумента случайной функции Х (1), то формулы (8.4) и (8.5) 
принимают вид: 


(9 =У | :.: 1 Х (6)... Х (4) ЧА» (т, ея (8.7) 
К=1. 
Уп (<, ея ба == № а . 
К, ›.-.› Ищ 


а (Иа (8.8) 
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Само собой разумеется, что полученные формальные разложения 
применимы, в частности, к векторным случайным функциям. Для этого 
достаточно рассматривать совокупность аргумента и номера составляющей 
векторной случайной функции как один векторный аргумент. 

Если в уравнениях (7.7) функции }, являются аналитическими 
функциями разностей Х —&, У,„—тр и непрерывными функциями &, а 
случайные функции Х» (и соответственно их математические ожидания &,) 
зависят только от &, то можно построить формальное решение уравне- 
ний (7.7) относительно У» —р» в виде ряда (8.7) относительно функ- 
ций Х,—б. Формулы (8.8) даютв этом случае возможность фор- 
мально вычислить моменты векторной случайной функции У, — *л, опреде- 
ляемой системой (7.7). Так как любая непрерывная функция с любой 
степенью точности может быть приближена полиномом, то изложенный 
метод можно практически применить к любым дифференциальным урав- 
нениям (7.7) с непрерывными правыми частями. 


Второй метод определения моментов случайной функции У (°), 
получаемой путем нелинейного преобразования случайной функции Х (1), 
основан на применении канонических разложений случайной функции 
Х (&) или других разложений вида (7.2). Пусть 

У (*) = АХ (1} —4(5(1}, (8.9) 
где А — произвольная нелинейная операция. Подставляя в формулу (8.9) 
разложение (7.2) и предполагая, что полученная в результате такой 


подстановки функция параметров И,, Г,, ... является аналитической 
функцией этих параметров, можно построить формальное разложение слу- 
чайной функции У (<) по степеням И,, Г., .... Это разложение дает воз- 


можность найти формальное разложение моментов случайной функции У (“):. 


УЕ) == 
а 2 Раю: -Ро,. 9) то, о 
А та), п : 
(8.10) 
где пц,,..., „— моменты случайных величин И,, И,,..., 
ти... в = МУц..- Г аа вор п. (8.11) 
а 
Й дк о ЗЕ ан она 
й Е 
О О И 
(8.12) 


Применяя формулу (8.10) к векторной случайной функции У» —%р, 
определяемой системой дифференциальных уравнений (7.7), (7.8), получим 
разложение моментов векторной случайной функции У» — 7: 


со 
ов к в) @®р) 
и |. (1,. г) 1р) Е № > Ри. ео) (2) 2 Ру?) ИР) (2) ы 
К... Края 14), Р-: и - р 
Ар 


а [ (р) 
НИ Н 


(р) (#., ПО Пр ЕЯ ы а, т). (8.13), 
:) Кр 
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- 
Для функций ри,...,(#) путем последовательного дифференцирования 
уравнений (7.7) по параметрам И; и приравнивания после этого величин 
Т; нулю получим системы линейных дифференциальных уравнений: 


< а р И 
У. лы м бь, 2 р ...) 1 =, 2 .. - щы 


где 8 ...(— функции, зависящие от ранее определенных функций р и 
((=1,..., ^—1) и от координатных функций разложения (7.9) 
их (1, Т1,..., т) и их последовательных производных по *у, ..., т. 
Изложенный метод дает принципиальную возможность приближенно 
вычислять моменты векторной случайной функции У, — \», определяемой 
произвольной системой обыкновенных дифференциальных уравнений вида 
(7.7), (7.8) с непрерывными правыми частями },. Так как при этом не 
приходится ограничиваться случаем, когда случайные функции Х» зави- 
сят только от &, то изложенный метод в данном случае является более 
сильным, чем первый метод, основанный на применении формулы (8.8). 
Заметим в заключение, что изложенные в этом параграфе два метода 
определения моментов случайной функции, полученной путем применения 
к данной случайной функции произвольной нелинейной операции, явля- 
ются лишь началом разработки общей теории нелинейных преобразований 


случайных функций. 
Поступило 
6. Г. 1953; 
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М. А. ЕВГРАФОВ 


О ПОЛНОТЕ СИСТЕМ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ, БЛИЗКИХ 
К {2"Р(2)}, {2 (#)"}, И О НЕКОТОРЫХ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ 
ЗАДАЧАХ 


(П редставлено академиком М. В. Келдышем) 


В статье решается вопрос о полноте и неполноте систем аналитиче- 
ских функций, близких к некоторым известным системам. Эта задача 
приводится к интегральным уравнениям. Полученные результаты приме- 
няются к интерполяционной задаче Абеля — Гончарова. 


Большинство известных до сих пор критериев полноты систем ана- 
литических функций являются или грубо достаточными, или применимы 
лишь к чрезвычайно правильным системам. Точнее говоря, критерии 
первого рода, применимые к довольно широкому классу систем анали- 
тических функций, или просто далеки от необходимых, или являются 
близкими к необходимым для всего класса. При этом, естественно, не- 
обходимость для всего класса подтверждается случаями, так сказать, 
«патологическими», т. е. предельно неправильными. Для конкретной и 
сравнительно правильной системы эти достаточные условия бывают 
обычно весьма далеки от необходимых. Например, оценка радиуса 
полноты системы {6е””2”}, изучавшейся многими авторами, для 1 
неизвестно насколько далека от необходимой и, во всяком случае, 
довольно далека от истинного радиуса полноты системы {2”е(-\”2}, хотя 
одно время и полагали, что именно для нее радиус полноты будет 


наименьшим. 
Критерии другого рода, напротив, совершенно точны, но охватывают 


Например, для тех же систем 


чрезвычайно узкие классы систем. 
тт 

{2'е“”} известны результаты лишь для случаев аи =е " и о,=сп. 

(Первый был исследован В. Л. Гончаровым, второй изучался многими 

авторами, но исчерпывающее решение дал А. О. Гельфонд.) 

Методы, примененные для получения этих результатов, не допускают 
ни малейшего отклонения от этих конкретных систем (во всяком слу- 
чае, если оставаться в классе систем {2 Е“"*}). 

В настоящей статье предлагается метод, позволяющий дать решение 
задач, близких к многим правильным задачам. Этот метод позволяет, 
например, указать точный радиус полноты для систем {2'е"„”} при 


2тит 


и, 
®=0 
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определить точные области полноты при о = сп + п^^, и вле 
Сущность метода состоит в приведении задач этого рода к интеграль- 
ным уравнениям, для которых удается установить существование реше- 
ний и некоторые их свойства. 

Целью статьи является, в основном, изложение принципиальной 
стороны вопроса, поэтому большинство ограничений намеренно взято 
очень жестким для упрощения доказательств. Многие из них могут 
„быть сильно ослаблены, возможно, даже в очень существенных местах *. 
Примеры применения метода даны, в основном,.с целью иллюстрации, 
хотя выбраны так, что представляют и самостоятельный интерес. 


$ 1. Общие замечания и вспомогательные теоремы 


- + 
В работе решаются следующие задачи для систем {/, (2)} некоторого 
вида. 


Дана система {}, (2)}. Указать области ) такие, что всякая функция 
7 (=), регулярная в О, разлагается в ряд 
. [©е) 
(а) = Ха, 1, (2), (1.4) 
т=0 
сходящийся равномерно внутри ДР. 
Дана система {}, (2)}. Указать области ) такие, что всякая функция 
1(=), регулярная в 0), может быть представлена в виде 


1 (2) = Ша, > орла, (а (1.2) 
где стремление к пределу и внутри Д, 
о (2 
Дана система {}, (2)}. Указать области О такие, что всякая функция 
/(2), регулярная в ), может быть представлена в виде 


а Сил не зависят 


1 (=) = ша у а, ь р) (1.3) 


А—>со п—=0 


где стремление к пределу равномерно внутри ДО. 
При решении этих задач мы будем часто пользоваться следующим 


утверждением, вытекающим из «принципа двойственности» А. И. Мар- 
кушевича (3): 


о 
. Для того чтобы любая регулярная в области ) функция } (г) 
могла быть представлена в виде 


ии 1 у АО 


9 п=0 


где стремление к пределу равномерно внутри ПО, необходимо и Эоста- 
точно, чтобы из условий 


т) №) #0 коне Ожбоаы > (1.4) 
(С внутри О, №(2) УРНЫ вне С) следовало # (2) ==0. 


* 
Основания для таких предположений дают, например, результаты, полученные 
в моей статье (6). 
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Здесь и в дальнейшем мы предполагаем, что области, которые мы 
рассматриваем, конечны, односвязны и имеют достаточно гладкую гра- 
ницу, функции ],(=) всегда регулярны в областях, в которых мы их 
рассматриваем, и, наконец (это уже зависит от специфики наших 
{7 (2)}), области Д всегда содержат точку 5 =0. 

Нами будет использовано еще одно утверждение, несущественно 
обобщающее предложение 1°: 

2°. Для того чтобы функция }(2), регулярная в области Ш) и удовле- 
творяющая условиям 

рт / (2) № (2) 4 = 0, ая (1.5) 
С, 
(С, внутри О, №» (2) регулярны вне С\), могла быть представлена в виде 
(1.3), необходимо и достаточно, чтобы из выполнения условий (1.4) сле- 


довало: 
й (5) = с1й, (2) + --- - стйют (2). (1.6) 


Доказательство. Необходимость очевидна, так как из (1.3) и 
(1.4) следует 
1 : < 1 
5 \ 1 (2) В (а) 4 = Вт У ан 5 1» (2) в (2) а =0. 
@ А-> со п—=0 ро 

Для доказательства достаточности построим функции }, (2), ..., [м (2), 
удовлетворяющие условиям 

1 


21: 


7» (2) №» (2) @ = Ар А, = 1) < (7) 
С, 

и регулярные в Д. (Такое построение возможно, если й»(2) линейно 
независимы.) Система функций {}, (2)}, где /„.„(2)= /,(2), удовлетво- 
ряет условиям утверждения 41°. Поэтому любая функция }(2), регуляр- 
ная в ), может быть представлена в виде 


1 (=) = шп У) ан, к} (2). 


Но если }(2) удовлетворяет условиям (1.5), то т ак =0 при 
—>со 


п=1,2,..., т, т. е. любая функция }(2), регулярная в 2 и удовле- 
творяющая условиям (1.5), может быть представлена в виде (1.3). 

Нам понадобятся еще некоторые сведения о системах {}, (2)}. Мы 
получим их, наложив, ради простоты, на {],(2)} очень жесткие ограни- 
чения (естественно, не жестче тех, которым удовлетворяют системы, 
рассматриваемые нами в дальнейшем): 


Ч а р ав 2. 
т-1 
2. Существуют р и А такие, что для любой }(2), регулярной в круге 


|2|<А, ряд 


со 


(в) = Хы 6) 
п=0 
сходится равномерно при |2 | <р. 


3* 
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3. Ряд 
Й [2] 
Рек 1.8 
ЗЕ 21 т» (9) 1» (2) (1.8) 
сходится равномерно по 2 и С при || >В, |2| <ри 9" (©) регулярны 
при || > А. 


При этих ограничениях имеет место утверждение 


3°. о» (© имеют вид: 
Е 


Эт (© = = тЫ Ре се (1.9) 
и удовлетворяют соотношениям 
1 © 
- \^. (=) 9 (2) 45 = 8, т. (1.10) 
С 


Доказательство. Умножая (1.8) на /м() и интегрируя по 
|| =АВ, получаем: 
С 1 
= й г 
„= У ат, чет | 1. а) 
п—0 1$ |=Е 
Разлагая (1.11) в степенной ряд и сравнивая коэффициенты при равных 
степенях 5, получаем: 
а(т) =9 р 
т п, т 
Далее, умножая на <” и интегрируя по |< |= А, приходим к равенству 
= 1 
т — № ем. (2), с(т) ==: \ 9. <". 
®=0 15-Е 
Опять разлагая в степенной ряд и сравнивая коэффициенты, придем 
к выводу, что с(”) =0 при пт, с =1. Это означает, что члены со 


степенями = ‚ большими, чем п-- 1, в разложении 9„ ($) отсутствуют, а 


1 
коэффициент при сит равен единице. Остается лишь отметить, что усло- 


виями (1.10) однозначно определяются и остальные коэффициенты ®„„, (<), 
так как (1.10) дает для них систему линейных уравнений с определите- 
лем, равным единице. Этим утверждение 3° доказано. 

Систему функций {9„ (2)} мы будем называть системой, биортогональ- 


ной с системой {}, (2)}. 


Пусть }(2) — какая-нибудь функция, регулярная в некоторой окрест- 
ности точки 2 =0. Определим числа а„ формулой: 


Е =! (=) 9» (2) 42 (1.12) 
[8] 


(С содержит точку 2=0 внутри, }(2) регулярна в 0) и назовем их 
коэффициентами разложения }(2) по функциям системы {/, (2)}. (Это 


[2®) 


название совершенно естественно, поскольку, если ряд № ат] (2) схо- 
п=0 
дится к ](2), то, умножая на %,(2) и интегрируя, получаем 


= = (2) 9, (2) 4.) 
с 
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Отметим некоторые свойства этих коэффициентов. 


о “ “ 
4. Если для }(2), регулярной в некоторой окрестности точки 2 = 0, 
все а» равны нулю, то }(2) ==0. 
со 


о < 
5. Если ряд № ати (5) сходится в некоторой окрестности точки 
п=0 
= =0 к тождественному нулю, то все а» равны нулю. 


Заметим, что первые две задачи, которые мы поставили в начале 
параграфа, могуг быть теперь сформулированы так: 

Дано формальное разложение }(2) в ряд по }„ (2). Определить об- 
ласть его сходимости. 

Дано формальное разложение }(2) в ряд по ]»(2). Определить, где 
оно может быть просуммировано и каким методом. 

Решение этих задач может быть приведено к решению некоторых 
функциональных уравнений. А именно, справедливо утверждение 

6°. Пусть 5, означает связную часть множества точек 2, для кото- 
рых ряд 


ое (1.13) 


сходится при всех <, |([№.г. Тогда любая функция, регулярная в 5',, 
может быть разложена в ряд по }» (2), равномерно сходящийся внутри 5', 
если функциональное уравнение 


т \ и(» в © Ж=У(а, а (1.14) 
[= 


имеет решение 8(%), регулярное при |‹|<г для любой функции } (2), 
регулярной в 5... 


[2® 


Доказательство. Действительно, если 8 (6) = 2 а,” удовлетво- 
п=0 
ряет уравнению (1.14) и регулярна при |5 |<т, то, взяв г; настолько 


близко к г, чтобы ряд (1.13) сходился при 264 с 5,, |(| =т., получим, 
выполнив интегрирование: 


со 


1(2) == Хуан [, (2), 
п=0 
нричем сходимость равномерна при 26 С. 
Аналогичное утверждение будет использовано нами для решения 
второй задачи. 
7°. Пусть С — конечная односвязная область, содержащая точку 
(=0, $ (С) — связная часть множества точек регулярности Е (2, ©) при С 


со 


вне С. Тогда ряд }(2)— к ап | (2) может быть просуммирован в 5`(С), 
п=0 
если функциональное уравнение 


Ро, 980% =/@ (4.45) 
> 


имеет решение 8 (0), регулярное в С. В качестве метода суммирования 
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можно взять любой метод, суммирующий степенной ряд для 8 (© в С. 
(1 (2) регулярна в 5 (С).) 
Доказательство. Действительно, если 


8 (©) = Им р о" (1.16) 
А—>59 п—0 
равномерно внутри С, то, подставляя (1.16) в (1.15) и выполняя инте- 
грирование, получаем: 


оо 

76) = Ца р би, А @п/ъ 2) 
>50 по 

ГДе сп, х не зависят от }{(2), а стремление к пределу равномерно при 

Ро (С). 

Перейдем к связи этих вопросов с интерполяционными задачами. 
Самая общая интерполяционная задача может быть сформулирована сле- 
дующим образом. 

Дана аналитическая функция класса А и система функционалов 
{1, (Е)}, определенная на всех функциях этого класса. 

Найти класс А’с А, для которого из ЁЕ(2) ЕА’и 1. (ВК) =0, п= 
=0, 1, 2. -?., следует 2") = 0, 

Выделить некоторыми дополнительными условиями функции Ф, (2) © А, 
удовлетворяющие условиям [, (9т) = и. т, и найти класс А, для кото- 
рого из Е(2) © А” следует 


Р (в) = 2 (В) 
п=0 
Найти способ конструкции Е (2) Е А’и по [,(Ё). 
Нас будет интересовать более частный случай. Мы будем рассматри- 
вать классы функций лишь следующего вида. 
Пусть Ф (5, О — целая аналитическая функция 2`и С обладающая 
тем свойством, что если # (0) регулярна вне С и 
и 


та 


\Ф(е, 029%=0, 
с 
то # (0) =0. 

В качестве классов А мы будем допускать лишь классы функций, 
представимых в виде 

1 
г = | Ф (в, ОО, 
б 

где / (С) — любая функция, регулярная вне С. 

Системы функционалов будем рассматривать лишь такие, для кото- 
рых функции 
1.) =1Ф( =) 


образуют рассмотренные нами системы. 
Определенные выше классы функций будем сокращенно обозначать 
через А(Ф, 2) (С — граница 0). 
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В качестве функций Ф„(2) мы будем брать 
Фи (2) = > \Ф@, 9, (9, 


где {9»(2)} — систёма функций, биортогональная к системе {}» (2)}. 
Ф" (2) мы будем называть интерполяционными многочленами. (Они дей- 
ствительно будут многочленами, если Ф (2, () =$(2, 9.) 
Отметим три факта, на которые будем опираться в дальнейшем. 
8. Если любая функция 1(2), регулярная в 0), может быть пред- 
ставлена в виде 


© 
1 (2) = Ша У ан, к/ь (2), (9 = Ф(Ь 2), 
Во ЕО 1 

то из Е(2) ЕА(Ф,О) и р» (Р)=0 следует Е (2) ==0. 

В этом случае класс А(Ф, О) мы будем называть классом единствен- 
ности данной интерполяционной задачи. 

Утверждение 8’ является следствием «принципа двойственности» 
А. И. Маркушевича, но легко доказывается и непосредственно. Дей- 
ствительно, Ф (2, @) регулярна по б в ДО, поэтому 


Ф (2, 9 => Фт, в (2) [п (6), 


где стремление к пределу равномерно по 6 в любой области О,, лежа- 
щей строго внутри О. Но если Р (2) 6 А (Ф, р), то 


Е (2) = =) Ф@9 0%, 


211 


причем за С, можно взять контур, лежащий внутри 0. Тогда имеем: 


Ро = | УрО У О [ 1,5. 
За 1 П=0 п=0 С, 
Но : 
(В) = - | 4 Ф(, в О = 2=т} ОО Ж. 


Поэтому из (Р) =0 (п=0,1,2,...) следует Р (2) ==0, что и доказы- 
вает утверждение 8°. 


9°. Если ряд }(2) = У ат [п (2), где ап = == # (2) чл (2) 4=, сходится 


п=0 в 
в области О для любой функции }(2), регулярной в ПО, то класс 
А(Ф,О) является классом сходимости данной интерполяционной задачи 


(д =ыФ( 3). 


1 
10° Если ряд }(2) — > ап [в (2), где бт = р | 1 (2) 9ь (2) 42, может 
П=0 С 
быть просуммирован к }(2) в области О для всякой }(2), регулярной 
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в области О), методом ||св.ь||, то в классе А(Ф,О) любая функция 
может быть восстановлена по значениям [.(Ё) при помощи ряда 


о-ш У, Са Фи (2). (Р), 


о -= 


где с„в не зависят от Е (2), а 9 (2) — интерполяционные многочлены. 

Доказательства утверждений 9” и 10° получаются немедленно под- 
становкой в выражение для /(2) разложения Ф (2, ©) по функциям 
№» (©}. 

Перейдем теперь к вспомогательным результатам, касающимся реше- 
ния интегральных уравнений некоторого вида. К такого рода уравнениям 
будут приведены задачи о полноте систем функций и, в силу сделанных 
замечаний, интерполяционные задачи. 


8 2. Некоторые свойства интегральных уравнений с аналитическим 
ядром 


В этом параграфе мы исследуем свойства решений интегральных 
уравнений вида: 


5 \ К (а, 980% 1), (2.1) 
С 


где С — граница конечной односвязной области Ш), }(2) и Р(2) регу- 


лярны в р, а К (2, О удовлетворяет некоторым условиям. 

Основная трудность при исследовании уравнений вида (2.1) состоит 
в выяснении условий их разрешимости для заданной функции }(2). 
Мы обойдем эту трудность, наложив на К (2, ©) такие условия, при ко- 
торых вопрос о разрешимости этого уравнения среди аналитических 
функций сведется к вопросу о разрешимости уравнения Фредгольма 
среди функций, определенных только на С. 

Будем говорить, что К (2, ©) удовлетворяет условию А на контуре 
С, если К (2, ©) удовлетворяет одному из следующих двух условий: 

А,. К (2, О регулярна по 2 в Д при 6 вне Д и по 6 вне Д при 2 
в Р. Кроме того, 


К жсь ОРа М, <, <, 
бы С: 


где Сь и Су — образы окружностей |2|=р, |(!==р’ при конформном 
отображении единичного круга на внутренность, соответственно, внеш- 
ность 2. 

А›. При тех же условиях регулярности (2—0 "К (2, © непрерывна 
при 2 в Д, & вне О (0<ь< 1). 

Если же К (2, ©) удовлетворяет условию А на любом контуре, со- 
держащем точку 2 =0 и лежащем в круге |;|< А, то мы будем гово- 
рить, что К (2, О удовлетворяет условию В. 

Докажем две небольшие леммы. 
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ЛЕММА 1. 
==, то 


429 
Если К (2,0) удовлетворяет условию А; на окружности 


27 2п 
Пт А (г) =0, А(г)= \ ] |К (е® , е8) — К (те , е') 2 до @0. 
$=Е—0 оо 

Доказательство. Из условия А, имеем: А (г) <М при г<1 
Если положить 


п=о0 т=о 
2п со 
Ар (г) = | 1, (е*°) — №, (ге) ваз = У (4 — т, т|, 
0 т=о 
то: 


Легко заметить, что А»(г), а следовательно, и А (г) — убывающие 
функции г. Кроме того, 


25 
|, (ге) рае < М, 
0 
т. е. №» (2) принадлежит классу Н,, следовательно, Ни А» (г) = 0 
7—>1—0 


Ноэтому, выбирая М так, чтобы У А» (0) <е, получим: 
п= М-+1 


М со 
По А (т ма Ул + У 4О<е 
т—1—0 в 
п=0 п=М-+1 
что и доказывает лемму, так как е произвольно мало 


ЛЕММА 2. Если К (2, ©) удовлетворяет на окружности |2|=1 усло- 
вию А., то 


2 


По | | & (©, 28) — К (ге®, е®) | 49 ==0 
1—0 0 
равномерно по $. 
Доказательство. () = (2—07К (2, 9. Тогда 
27 
\ |К (е®, е8) — (К ге®, е®) | 48 = 


0 


Обозначим К, (5, 


= ИК, (6%), 29) (ея — #8) -к — К, (пев®, е19) (гея — е)-к | 40 < 
0 


< А, (г) + 4, (г) + Аз (т), 
где 
А, (г) = -) | К; (е®, е®) — К, (ге, е®) | (1 — 20-9 |-# 40 < 


0 


Ре, ах, 
0 
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= (г) = шах | К, (2%, е®) — К, (ге, се], 
0, Ф 
2т—7 
А, (г) = \ | К: (ге, е (0+9) | (1 ег жа @0 АВ: (г), 
т 


ва (= Ее) — (е— 9)-# |8, 


Аг) 4 К, (рее, ©) 1 — 4 |-к 40 < Кв, (1), 
0 
7 


= еек. 


0 


Так как =(г), е, (г), ге›(1) не зависят от ©® и могут быть сделаны 
сколь угодно малыми при г, достаточно близком к единице, то утвер- 
ждение леммы доказано. 

Докажем теорему, связывающую решения уравнения 


ФР =- | КФ8ОЖ-ИЯ (2.2) 
) 


при 2 на С с аналитическими решениями этого уравнения, имеющими 
а рг!ог1 смысл лишь при 2 в ДО. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть К (2, О) удовлетворяет условию А на С, Р (2) и 
1 (=) регулярны в Би Р(2) О на С. Тогда значения любого решения 
о 
удовле- 


уравнения (2.2) совпадают с граничными значениями функции 
81 (=) 
Р(2) 
творяет уравнению (2.1). Точно так же значения любого решения уравнения 


при =—С изнутри, где 8,(2) регулярна в 0), и функция 


Он КОФРЫ ® (2.3) 
С 


С — на С, н(9 регулярна вне С), союзного с (2.2), совпадают с граничными 
значениями функции, регулярной вне С и удовлетворяющей уравнению 


==, ОБО+Н® оме В), (2.4) 


та 
С 
которое мы будем называть союзным с (2.1). 

Доказательство. Так как мы договорились считать все наши 
кривые достаточно гладкими, то, без ограничения общности, можно 
положить, что С — окружность |2| = 1. Рассмотрим сначала случай усло- 
вия А,. В этом случае решениями уравнения (2.2) считаются лишь не- 
прерывные функции [см. (“)]. Пусть 8" (2) — решение уравнения (2.2), 
непрерывное на С. Рассмотрим функцию 


= \ Кыуг®Ж +16. (2.5) 


т 
1$ 1 = 
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В силу условий теоремы, она определена при |2|<\1 и принадлежит 
классу Н,. Покажем, что ее предельные значения на окружности со- 
впадают с 5" (2)Р (2). Имеем: 

Р (2) 8" (е®) — в: (ге®) = 


в [К (е®, ©) — К (те®, $] 5" (© 4 - 1 (е®) — } (ге). 
|= 


Переходя к пределу при г-—>1 —0, в силу леммы 2, имеем: 


&, (е'®) 


Р (г?) у 


Р (е*®) в" (е®) — Ша в, (ге®) = О; т. е. &* (е®) = 
т—>1—0 


Точно так же получаем утверждение теоремы и для случая союзного 
уравнения. 

Если К (2, ©) удовлетворяет условию А., то решениями (2.2) считаются 
лишь функции с интегрируемым квадратом [см. (5)]. Пусть 85° (2) — такая 
функция. Попрежнему определим $, (2) равенством (2.5). в, (2) регулярна 
при |2|<1 и принадлежит классу Н,. Покажем, что ее предельные зна- 
чения на окружности совпадают с 2“ (2)Р(2) в смысле Г[Г»ь, т. е. что 


} 18° (е®) Р (е®) — ва (е®) [24$ =0. (2.6) 
о 
Положим | | | 
эт их ($) = 8" (е®)Р (е®) — (ге) 


и оценим \ |и, (9) |? 4%. Имеем: 
0 
2 2 


2 21 

2 . . . . * . 
ее < РЦ [К (е, ем) — К (ге, ем) [2448 | 8* (2%) [148 + 
0 оо 0 


2" 
+2 |/ (29) — / (ге) |249. 


Переходя к пределу, получаем (2.6), в силу леммы 1. Точно так же 
доказывается утверждение о союзном уравнении. 
Следствие 1. Если уравнение 


л 
Р(18 (= мА К (980% в) 
с 
не имеет нетривиального решения, то уравнение (2.1) разрешимо для 
любой }(2), регулярной в ), а уравнение (2.4) разрешимо для любой 
} (О, регулярной вне О. 
Следствие 2. Если любое решение уравнения (2.7) имеет вид 


18 (2) +... С тт, (2), 


где 8, (2).Р (2) (Е =1,2,..., т) регулярны в ), то любое решение урав- 


нения 
ВО = КФ Ор (2.8) 
С 
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имеет вид 

с1Л: (5) + ---- стйю (2), 
где №» (2) (Е =1,2,...,т) регулярны вне О, и для разрешимости урав- 
нения (2.1) необходимо и достаточно выполнение условий 


21 (2) №» (2) аа = 0 Е, 6), (2.9) 


21 
С 


а для разрешимости уравнения (2.4) необходимо и достаточно выполне- 
ние условий 
Ал, Ю%=0 @&=Ь%... т). (2.10) 
С 
Следствия 1 и 2 показывают, что на уравнения вида (2.1) перено- 
сятся в той или иной степени свойства обычных интегральных уравнений 
Фредгольма. Сейчас мы отметим несколько свойств уравнений вида 
(2.1), не имеющих аналогичных среди свойств обычных интегральных 
уравнений. 
ЛЕММА 3. Пусть С, лежит внутри С и К(2, () удовлетворяет 
условию А на Си на С,, Р(2) + Они на С, ни на С,. Тогда любое 
решение уравнения 


х узы 
Р(в = К (980% +1, 
С 
регулярное в Р— П., является также решением уравнения 
л з 
Р( 8) = т) К, 08 ©%+ 1). 
С, 


Доказательство. Так как при 2 внутри С, К (2, () и е() ре- 
гулярны между С и С,, то 


к (2. 9 ©Ж=\} К, 98 © &, 
© С: 
что и доказывает лемму, в силу принципа аналитического продолжения. 
ЛЕММА 4. Пусть С, лежит внутри С, К (2, О удовлетворяет усло- 
вию А на С ина С,, Р(2) = 0 ни на С, ни на С,. Тогда любое реше- 
ние уравнения 


= Кром © 
С, 


(6) 
такое, что Ро регулярно в О — О),, является также решением уравне- 


ния 


ВОК, Ор +лО. 


С 


Доказательство. Точно так же при выполнении условий леммы 4 


кс Оро@= | К(е Ор а при © вне С, 
) В 


что и доказывает лемму. 
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ТЕОРЕМА 2. Пусть С, лежит внутри С, К (2, удовлетворяет 
условию А на С и на С, Р(2) 0 при 60 -—0,. Тогда уравнения 


РЕ =) К(, 989% +142) 


С: 
и 
р) = АК 98% +/ (а), 
С 
а также 
Коро ж+А © 
р С 
Он Коро 4+ 


С, 
имеют одни и те же решения. 
Доказательство. В силу лемм 3 и 4 получаем утверждение 
теоремы для первой пары уравнений от С к С., для второй — от С, кС. 
Рассмотрим уравнения 


ие 
РЕ = шт) К(& 980% +/© (2.11) 
и е 
РЕ (2) = = К( Оз ОЖ-У@. (2.12) 
о 
Для разрешимости (2.11) необходимо и достаточно выполнение условий 
} У (2) №» (2) 4=0 (&=1,2,...,т), 
С 
где Й» (2) (& =1,2,..., т) — функции фундаментальной системы уравне- 
ния 
ИЖ 
© = т) ао 9 (2.13) 
С+ 
Фундаментальная система уравнения 
й (6) 
© = в К ОР (2.14) 


содержит фундаментальную систему уравнения (2.13). Но, с другой 
стороны, число функций фундаментальной системы уравнения (2.14) 
равно числу функций фундаментальной системы уравнения (2.12), которое 
не больше числа функций фундаментальной системы уравнения (2.11), 
равного, в свою очередь, соответствующему числу для уравнения (2.15). 

Таким образом, фундаментальные системы уравнений (2.11) и (2.12), 
(2.13) и (2.14) одни и те же. Следовательно, одни и те же и условия 
разрешимости. Это доказывает справедливость утверждения теоремы. 

Докажем еще одну теорему, несколько дополняющую теорему 2. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть С, лежит внутри С, К (5, () удовлетворяет 
условию А на С и на С, Р(2) имеет в ОО, нули щ,..., ах с крат- 
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ностями г,...,ть, Р (2) 0 ни на С, ни на С,. Тогда, если №, — соб- 
ственное значение уравнения 


Р (2) 8 (8) = | К. 980% (2.15) 
С, 


с т, собственными функциями, то число т собственных функций урав- 
нения 


Р (8) = 5 Кр ОЖ (2.16) 
С 


214 


удовлетворяет неравенству 


Отт, +... та. (2.17) 


Доказательство. Первая половина неравенства (2.17) доказа- 


тельства не требует. Для доказательства второй половины неравенства 
61 (2) . 
напишем 8 (2) = (2) ’ ГД@ &1 (2) регулярна в ДО. Имеем: 


АК (дв: Ор. = 
С 


1 1 
= к, 9 ж+ го (о 92, ЕР, 
С, 


Поэтому, если уравнение 
в 1! = 
Р (2) 5 (2) = р КОЖУ У КРК (2, а) (2.18) 
Ст ,=0 1=0 
имеет решение, регулярное в 0, то оно будет решением уравнения 
(2.16). Число линейно независимых решений удовлетворяет, очевидно, 
неравенству (2.17). Тем самым теорема доказана. 
В заключенне параграфа докажем еще одну теорему, позволяющую 
судить об отсутствии собственных значений у уравнений с ядром опре- 
деленного вида. 


ТЕОРЕМА 4. Пусть К (2, () удовлетворяет условию А на С и имеет 
вид 


© ДП г 
К (=, = Фен я №, (2), № (2) = У вы тат, 
т—=0 


С содержит внутри себя точку 2=0, Р(2) регулярна в Би 
Р (2) = 0Ов р. Тогда уравнение 


РЕ (0 = Ка, ОЖ 
С 


ни при каком Х не имеет решений, кроме тривиального. 
Доказательство. Действительно, предположим, что 


8(2) = к > ата ть. 


п—0 
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При достаточно малом |2| ряды равномерно сходятся. Поэтому, вы- 
полняя интегрирование, получаем: 


со 


Р (2) в (2) = У ат иди (2) ат. (2). 


Т—=0 
Сравнивая коэффициенты при 2” в обеих частях, получаем 
Р (0) = 
что противоречит условиям ОЕД, Р(2) 0 вр. Полученное противо- 


речие доказывает теорему. 


$ 3. Системы (7, (2)} с Е(#, 9 =2® + К (2,9 


В этом параграфе мы рассмотрим системы {}»(2)} такие, что 


«а в (=) 
Р(в, 9 = У пн 
Ф=0 
может быть представлена в виде 
Е (= 58 + К (а, 9, 


где Р(2) регулярна в круге |2|< В и имеет в нем нули а; с кратно- 
стаи ид (=, аа ор =Ь 


оо со 
К (9) =» р. (2), (= У ит, 
П—0 ^ тИ=0 
и удовлетворяет условию А (см. $ 2) на любой окружности |2| =г< В. 
На протяжении этого параграфа все высказанные условия мы будем 
считать выполненными. 

Изложенные выше вспомогательные предложения позволяют нам без 
всякого труда получать решения интересующих нас задач. Решение 
первой задачи —о сходимости разложения по }м(2) — дают следующие 
две теоремы. 

ТЕОРЕМА 1. Если условия, наложенные на Е(:,0) в начале пара- 
графа, выполнены и т<|%|, то любая функция }(2), регулярная в кру- 
ге |2|< т, разлагается в ряд по }и(2), равномерно слодящийся при 
1 т. 

Доказательство. Воспользуемся утверждением 6° $ 1. В нашем 
случае 5, — связная часть множества точек 2, для которых ряд 


со 


Р(,0= хе р. 


сходится при |$|`>.т, будет, очевидно, кругом |2| < г. 
Напишем функциональное уравнение, разрешимость которого нам 
желательно установить: 


нс | Ра, ОЖ (е), [2|5ть пт (3.4) 
|=, 
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или, после преобразования, 


Р (2) 8 (2) + = \ К (2,6) 8 (9) 4 = 7 (2). (3.2) 
|=, 
Так как К (2, °) удовлетворяет условию А, то (3.2) будет интегральным 
уравнением вида, рассмотренного в $2 (= — 1). Согласно теореме 4 
$2, оно не имеет собственных значений, и, следовательно, разрешимо 
для любой }(2), регулярной при |2| < т. Так как ](2) регулярна при 
|2| г, то это уравнение разрешимо для любого г. <г и, вследствие 
теоремы 2 $ 2, при любом г, <г решением (3.2) служит одна и та же 
функция 8(2). Отсюда видно, что эта функция &(2) регулярна при 
|| <г. Тем самым теорема доказана. 
ТЕОРЕМА 2. При выполнении тех же условий на Е(2,@) суще- 
ствует й(), регулярная при |6 |[> |! и удовлетворяющая условию 
ыы \ Ра, Ода =0, п, >|], ть (3.3) 


ии 
[|7 


или, что то же самое, 


1 


2 


\ »@#* д =0, и г” (3.4) 


[257 


Доказательство. Запишем (3.3) подробнее: 


1 Р (=) № 
Г \ ен а \ К (2)9 1 (2)4=0, Р(2) +0 при =. 
|=, [= (3.5) 


Введем новую функцию 
1 
= \ а: (3.6) 
=: 
и определим из (3.6) А (0) через #, (©. Имеем: 
п, (9) =Р(О (© + Р, (9, (3.7) 


где Р, (0) регулярна при |‹|< А. (Мы получаем подинтегральное выра- 
жение с тем же знаком, так как считаем, что контур интегрирования 
обходится в положительном направлении относительно точки 2==0, 
а не 2 = со.) Отсюда 


и р, (2) 42 1 Р: (2) 4 
п (О = \ РЕЙ \ Р (2) с —=' 


2|=т, [|= 


(3.8) 


Последний интеграл легко вычисляется, так как особыми точками функ 
ео 

Р(2) с—2 
| й = Г1- 


Несложными выкладками получаем: 


1 Р: (2). 7 
21 \ Р (2) = № х а 


[]==та [“в|<т, 9=0 


. будут только полюсы в точках 9; попавших в круг 
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(®) 
Постоянные С;’ произвольны, так как прибавление к й(() написан- 
ного слагаемого не изменит 1, (©). Поэтому окончательно находим: 


й в. () @ "ПТ СМ. 
в (2) — ео > Ее У Е ы с . (3.9 
ма = 2 (— вы) 


Немного суживая контур интегрирования и подставляя {3.9) в (3.5), 
получаем для й, (©) уравнение: 


т— 
У о ы \ К (2, Эр р т 42 = о У ‘соке (мь, 6). (3.10) 


[2 ==. “кт, 9=0 


Уравнение (3.10) имеет снова вид, рассмотренный в предыдущем 
параграфе. Правда, теперь у нас нет оснований утверждать, что (3.10) 
разрешимо для любой правой части, но это нам и не нужно. Действи- 
тельно, если для некоторых функций в правой части оно неразрешимо, 
то это значит, что существует функция Й, (2) = 0, удовлетворяющая 
(3.10) для правой части, равной нулю (т. е. все со = 0). В силу теоре 
мы 152, такая Й, (5) будет регулярна при 2>т., а по теореме 28$ 2— 
и при 2>>|%|, так как из того, что все С“ равны нулю, следует ре- 


гулярность ре. Отсюда следует, что и Й(2) регулярна при |2|`> | 


и отлична от тождественного нуля. 

Если же уравнение (3.10) разрешимо для любой правой части, то мы по- 
ложим в. отличными от нуля лишь для тех А, для которых [| = | |. 
Тогда при помощи тех же теорем 1 и 2$2 получим, что й, (2) регулярна 
при|2| > |%| и то же самое относительно Й (2). Так как Й, (2) == 0, то и 
й (2) = 0. Действительно, в противном случае из (3.7) следовало бы, что 
й, (2) = Р, (2), т.`е. что й, (2) регулярна при |2|< А, а так как #1 (2) 
регулярна и при |2|>|%|, то это значило бы, что #, (2) Е 0. 
"Таким образом, теорема доказана. 

Из теорем 1 и 2 получается полное решение вопроса о разложимости 
в ряд по /[№(2) любой функции (2), регулярной в круге |2|< г. Дей- 
ствительно, из теоремы 41 следует, что при г<|%| любая функция ] (2), 
регулярная в круге |2|<.г, разлагается в ряд по (2), сходящийся 
в том же круге, а при г> |%| из теоремы 2, в силу предложения 1° 
$ 1, следует, что существуют функции, регулярные в круге |2|<Сг, ко- 
торые не только не могут быть разложены в ряд по (2), сходящийся 
в этом круге, но даже не могут быть представлены в виде 


1(3) =1 Пи ее т. 


—>59 п—0 


Это, правда, не дает ответа на вопрос о разложимости в ряд по ]»(2) 
конкретной функции /(2), регулярной в круге |2|<г, г> | |. На этот 
вопрос отвечает следующая теорема. (Поскольку этот вопрос более част- 
ный, мы будем доказывать эту теорему в предположении, что все нули 
Р (=) простые. Это предположение для доказательства совершенно несу- 


-4 Известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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щественно, но мы вводим его для упрощения выкладок и формули- 
ровок.) 

ТЕОРЕМА 3. Пусть условия, наложенные на Е (2, С) в начале пара- 
графа, выполнены и, кроме того, все нули Р(2) — простые. Тогда ка- 
ждому нулю к можно отнести функцию №» (2) такую, что из условия 


= \ Е(2, 9 (2) 4г=0, г=|а|, Ст (3.11) 


[2] = 
следует 


®(:)= Х ойк(а, 
[вк |< т 
и необходимым и достаточным условием для того, чтобы функция } (2), 
регулярная при |2|<Ст:, |т|<т< |“т+1|, Могла быть разложена в ряд 
по [№ (2), сходящийся в том же круге, является выполнение равенств 


= \ 1 (2) В» (2) 42 =0; |ат| <<, &=0,4,...,т. 


| 


Доказательство. Как мы уже видели, общим решением уравне- 
ния (3.11) служит функция 


1 В а С, 
а - зы ) Фот Да, [617 ин 


= 7=0 


где # (1) — общее решение уравнения 


сы 4 Й (1 ы 
БО ая |) КЭРИ = Уакеь о. (342) 
—^ 7—0 


Выясним число линейно независимых решений этого уравнения. 
Пусть т, — число функций фундаментальной системы однородного урав- 
нения. Обозначим их через Й’(2),..., Ри (2), а через 81 Е 2 (2) 
обозначим функции фундаментальной системы союзного уравнения. По 
теореме 3 $2, т <т-1. Функции вк (2) регулярны. при |2|<|“т+1|, 


за’ исключением точек 4&,...,@», в которых эти функции могут иметь 
нростые полюсы. Положим 


= Ш Р (2) 8% (2). 
2—>%) 


Для того чтобы уравнение (3.12) было разрешимо, необходимо и 
достаточно, чтобы 


т 

1 . 

ыы Усков Жо &=1,2,....т, [ат кана. 
=п7=0 


Нреобразуем это выражение. Вспоминая уравнение для 5% (2), мы можем 
написать 


Я | 
_ ,) К (а, 9 9% = — ПР (2) в» (2) = —А®. 
2—4“ 


[т 
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Таким образом, условия разрешимости примут вид: 


т 

УсАЮ=0, А=1,2,...,т.. (3.13) 

9=0 
Заметим сразу, что матрица этой системы линейных уравнений имеет 
ранг, равный т -- 1 — т.. Действительно, если бы ранг был больше, то 
это значило бы, что из функций фундаментальной системы можно обра- 
зовать линейной комбинацией решение 5” (2) уравнения 


1 р 
РЕ + \ К, О%=0, [т] гаи 
[== 
для которого все А; = НР (2) 5* (2) равны нулю, т. е. 8" (2) регулярна 
2—>“; 
в круге |2|<|от-1|. Но, по теореме 282, 5*(2) было бы решением 
того же уравнения и при г |%|, а по теореме 4 $ 4, отсюда следовало. 
бы, что 8“ (2) ==0. Это противоречило бы фундаментальности системы д» (2). 
Из того, что ранг системы (3.13) равен т - 1 — ть, следует, что суще- 
ствует т -- 1— т, линейно независимых систем {С;}, скажем {С}... 
о Аг, для которых (3.12) разрешимо. Общее решение (3.12) 
имеет вид: 


т-1—ть т т 
8 (1) = ХМ С УСК (и, + Х 6, (@), 
8=0 71=0 8=0 


т. е. является линейной комбинацией т -|- 1 линейно независимых функ- 
ций. Следовательно, общее решение (3.11) также является линейной 
комбинацией т -- 1 линейно независимых функций. Может показаться, 
что для каждого т придется заново определять всю систему Й, (2),... 
...)Йт (2). Этого, безусловно, делать не нужно, так как, если функция 
й (2) удовлетворяет уравнению (3.14) для какого-то г., то она удовле- 
творяет ему и для всех г>т.. Поэтому с прибавлением нового корня 
следует выбрать лишь одну новую функцию, линейно независимую от 
прежних. Возможность этого и была нами доказана. Этими рассужде- 
ниями доказана необходимость условий теоремы. 

Для доказательства достаточности этих условий нам нужно убедиться, 
что для ](2), удовлетворяющей условиям 
1 \ № ар, ВО, 4... т, вы! (8.44) 
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[2] =ть 
и регулярной в круге |2!<.т, г>г,, существует решение уравнения 
Р(в (Нот \ Ка) 9% =1 0), (3.15) 
[2 = 7» 


регулярное при |2 |< г. р 
Раскроем условия (3.14). Возвращаясь от й» (2) к йх (2), получим 

1 ОЕ 1 } Ее 
(тд! | 78) \ РО’ 2 \ У 1 (=) 43 = 0, 


= ПН [а[=ть 0 


[бт | < га < г! <. 


4* 
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Так как ничто не мешает брать те или иные линейные комбинации 
из И, (2), то мы можем считать, что последние т, из йх (=) совпадают с 
функциями фундаментальной системы уравнения (3.12). Тогда первые 
т--1— т, условий примут вид: 


1 р Ру (@) 
в 
Е|=т5 


Ч ‚= Уре РИ т В 


а последние т: — вид: 


1 2 (6) п. 
21 РР. 


== 


@=0, $=1,2,...,т. : (3.17) 


Условия (3.17) обеспечивают разрешимость уравнения (3.15) (см. $ 2) 
Выясним, что дают условия (3.16). Подставив туда ]}() из (3.15), по- 
лучим: 


1 = 1 8 (О, (0) : 

\ ВО О @ + ое \ \ Зы = 44 = У 16). 
Ех» Ех, | [= 7—0 
Но 
1 == 
==» 
и и и. 1 & (Оль (2) 
==7з )=0 Вата [2 |=тз 


Сопоставляя, получаем: 


ия я 5 \ к К дв да = У 91) 


| ==га 
или 


У [16 — = \ К (08 (04| = 0. (3.18) 


ГЕ 


Ви 
> 


Но 


. 1 
А; = ВшР(4) 8 (9) = 1) — г | Кд Е а, 
ы ЕЕ 
следовательно, (3.18) можно записать в виде 


7, 
У А; =0, &=0,1,...,т—т.. (3.19) 
= 
Так как ранг матрицы || сб || системы (3.19) равен т, (все системы {с} 
$ ) 
линейно независимы), то это значит, что для любого решения уравнения 


(3.15) вычеты А; в точках о; являются линейными комбинациями т, 
линейно независимых систем вычетов {А9},.. .›{А(т)}. Но любое ре- 


шение уравнения (3.15) имеет вид: 


8 (2) = 8 (2) + у ск 8, (2), 


&=0 
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где &» (2) — функции фундаментальной системы. Системы вычетов 8% (2) 


линейно независимы. Следовательно, выбирая с» подходящим образом, 
мы получим решение, для которого все А; равны нулю. Это решение 
будет регулярно при |2||ат+1|, а это, в силу утверждения 7° 6 1, 
доказывает нашу теорему. 
Итак, теоремами 1, 2, 3 полностью решается вопрос о сходимости 
65 


ряда }(2) = У ап п (2). Для того чтобы решить с такой же степенью 
п—0 
полноты вопрос о суммируемости этого ряда за пределами его круга схо- 
димости, нам придется предположить, что К (2,0) удовлетворяет условию 
В, которое является гораздо более ограничительным, нежели условие А. 
Это, впрочем, и естественно, так как требование, чтобы ряд по }» (2) 
суммировался за пределами круга сходимости теми же методами, что 
и степенной ряд, является требованием существенно более сильным. 
Что же касается доказательств соответствующих теорем, то они почти 
не отличаются от доказательств теорем, полученных для сходимости. 
Единственное различие состоит в том, что мы будем ссылаться на утвер- 
ждение 7°$ 1 вместо утверждения 6° $ 1. Поэтому мы сейчас установим 
применимость утверждения 7° в случае, если К (2,0) удовлетворяет усло- 
вию В, а затем сформулируем соответствующие две теоремы, не повторяя 
доказательства. 

Для того чтобы установить применимость утверждения 7°, выясним, 
что представляет собой 5 (4). 5 (С), по определению, — множество точек 
регулярности Ё (2, <) при 6 вне С (06С(). Но если К(2, ©) удовлетворяет 
условию В (см. $ 2), то К (2,0) регулярна в любой односвязной области, 
содержащей точку 2=0 и не содержащей точки 2&=6. Так как 
> Е имеет особой лишь точку 2 —= С, то то же самое 
ё—„в круге [= у 
справедливо и относительно Р (2,5). Поэтому © (С) попросту совпадает 
с С. (Мы считаем, что все области, о которых идет речь, лежат в круге 
2 |< В.) Если С содержит 2 =0 внутри себя, то все теоремы $ 2 оста- 
ются верными, и мы имеем следующие теоремы: 

ТЕОРЕМА 1а. Пусть К (2,0) помимо условий, наложенных на Е (2(} 
в начале этого параграфа, удовлетворяет условию В. Тогда, если |! сп,к || — 
какой-либо метод суммирования, суммирующий степенной ряд для любой 
функции 5(2), регулярной в области @, равномерно внутри этой обла- 


сти, то ряд 


[©.®] 


7(2) = > ат} (2) 


то 


‘суммируем тем же методом для любой функции }(2), регулярной в С, 
если @ содержит точку 35 =0 и не содержит ни одной из точек о 


И В 
ТЕОРЕМА 2а. Пусть К (2,0) помимо условий, наложенных на Е (2,0) 
в начале этого параграфа, удовлетворяет условию В, а @ содержит 


точку ==0 и хотя бы одну из точек и. Тогда существует функция 


В (2), регулярная вне @ и удовлетворяющая условиям 
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= тг 1» (2) ® (2) 42 =0, ре 12, 
С 


(С — граница С). 

Можно было бы доказать теорему, аналогичную теореме 3, но для 
суммируемости рядов она не представляет большого интереса. 

Можно указать также еще один результат, дающий критерий для 
представимости }(2) в виде 


1 (2) о У, тк Ёь (2), 


однако его применимость весьма проблематична без дополнительных 
тонких исследований о характере особенностей решений интегральных 
уравнений вида, рассмотренного в $ 2. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть нули Р (2) простые, Е (25) удовлетворяет 
условиям, наложенным на нее в начале параграфа, Еь — множество 
особых точек функции йл (2), не являющихся особыми точками № (2), т = К, 
определенных в теореме 3. Тогда, если С — область, не содержащая 
полностью ни одного из множеств Е, то любая } (2), регулярная в С, 
может быть представлена в виде 


7 (2) о у Чт, к Те (2), 


где стремление к пределу равномерно внутри @. 


Доказательство. В силу утверждения 1°, достаточно доказать, 
что из условия 


>=“ =” @® Е) (3.20) 


и из того, это #(2) регулярна вне С, следует, что Й (2) =0. 

Но мы уже видели, что # (2), удовлетворяющая условиям (3.20), яв- 
ляется линейной комбинацией Й» (2), а в силу условий теоремы ни одна 
из таких комбинаций не может быть регулярна вне С. Следовательно, 
й (2) =0, и теорема доказана. 

В заключение этого параграфа отметим еще один факт. 

ТЕОРЕМА 5. Пусть Е(2,5) удовлетворяет условиям, наложенным 
на нее в начале параграфа, {х» (5)} — система, биортогональная систе- 


ме {м (2)}, в РЕ, (5, ©) = уе 9 (2). Тогда 


ПИ—=0 


и 1,8) 
ие Рот | я зегрре " а |4, (824) 


где Г(25) — резольвента уравнения 


4 
Ра (а: | Ка) Ж=Иа, "а (3.22) 
[8 = 
которую можно определить сходящимся рядом (к 18,5). = "ЕР 


гео - У (— 1)" К(25), К,@)= 4 \ К, (20 КЦ а. (3.23) 


п=1 ИЕ =т 
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Доказательство. Сходимость ряда (3.22) ясна из теоремы 482. 
Из ряда (3.23) видно, что К„(2,), а значит, и Г(2/) регулярны при 
[21| <|$|, |2| <|%|. Из утверждения 3° $1 мы знаем, что (2) явля- 


4 
ются коэффициентами разложения функции —е № (©, если этот ряд 


сходится равномерно при |2|`> В,, и 9,„(2) регулярны в бесконечности. 
Эти условия выполнены. Тогда, записывая решение нашего интеграль- 
ного уравнения при помощи резольвенты, получаем формулу (3.21). 

На этом мы заканчиваем исследование вопросов, относящихся к рядам 
по ]»(2) рассмотренного вида, и переходим к приложениям полученных 
результатов к некоторым интерполяционным задачам, а затем к рядам 
по ]»(2) других видов. 


$ 4. Применение к интерполяционным задачам. 
Задача Е*®)(4*--)„), |9! 1. 


Результаты предыдущего параграфа легко могут быть применены к 
интерполяционным задачам при помощи утверждений 8°, 9° 10° $ 1. 
При этом получаются следующие результаты. 

Пусть Ф (2,0 и система функционалов {/„(Р)} таковы, что функции 
Ё(2) _. [Ф(,2)] удовлетворяют условиям 8 3, т. е. 


Р( 
Раду = 2. +Ке, 
П=0 
где Р(2) регулярна при |2|< В, Р(0) =1, Р(2) имеет нули в точках ак, 
со ат+1 со ыы 
[во [< |<..., (2,0) = > изн (2), №2) = № Ютта, 
п=0 т=о 
и удовлетворяет условиям А или В. Тогда: 
1. Класс А(Ф,, ||| |) будет классом сходимости интерполяцион- 


ной задачи. 

2. Класс А(Ф,|2|<|%|-Н =) ни при каком в не может быть клас- 
‹ом единственности интерполяционной задачи. 

3. Если все нули Р(2) простые, то для каждой Е(2), принадлежащей 
классу А(Ф, |2| < |ш|), интерполяционный ряд сходится, но не обяза- 
тельно к ней, а к некоторой 


Е1(2) = Е(2) + с,Н.(2) + ----- сшН (2), 


где Н»(2) СА (Ф, || | 1|- =) — определенные функции, нарушающие 
единственность. 

4. Если, помимо высказанных условий, К(2,0) удовлетворяет условию 
В, то класс А (Ф,0) является классом единственности, если Ш не содер- 
жит ни одной точки ок и содержит точку 2 = 0. Кроме того, любая Ё(2), 
принадлежащая классу А(Ф,0), может быть представлена в виде 


Е(2) = Па У сви Фи(2)+ 1» (РЁ), 


а 0 


где сик зависят только от О, а 9„(2) — интерполяционные многочлены. 


444 М. А. ЕВГРАФОВ 


Если, помимо высказанных условий, К(2,)) удовлетворяет условию В, 
то класс А(Ф,0) не может быть классом единственности, если 1) содер- 
жит 2 =0 и хотя бы одну из точек ох. 

Мы применим эти общие результаты к исследованию задачи о по- 
строении целой функции по данным Ё®)(4 + ^„) *. Положим 


со пт+) 

1 д 

ФО О, Оо 
п=0 


п (п--1) 


2 


(Е) =9 * (а №) (14|< 1. 


Найдем, чему в этом случае равны ]»(2). Для этой цели заметим, 
что (1) удовлетворяет функциональному уравнению 


Уи= 35). (4.1) 
Воспользовавшись (4.1), немедленно получим 


№ (2) = 2"ф (: ее — (4.2) 


Определим К (2,0) равенством 


к(.9= Хон + и А-+@] (4.3) 


и выясним, при каких условиях на {\и} К (2,0) удовлетворяет условию 
А и при каких — условию В. Для этой цели нам понадобятся следую- 
щие леммы. 


ЛЕММА 1. Если для функций (1) = Хата (= У вы 
п—0 п==0 


имеют место оценки при |1| < 1: 


А О а вк о 


то для функиии ](1) = > авбй" имеет место оценка: 
Ти—0 
И Пе 
М 
11 (1) |< ет при М -+^, =1, 


| С.С,М при ^\ + ^.<1, 


где М и М, — абсолютные константы. 
Доказательство. Разберем случай ^, + Х, >1. Имеем 


НО ВАР); 


14 |=1 


* Задача Р(” (4") была рассмотрена А. О. Гельфондом (?). 
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переходя к модулям, получим 


= О 


—п 


Пусть # = ге. Проведем оценку интеграла различными способами, 


в зависимости от того, будет ли 10[>>1—х или 0<1—». 
[89| >1—г, то 


п 


а [рее А [20 — обо = 
с 0 
Е. — \ [2 27| |2 8] № до 
т т | 
+ 2 [25 ра и | 02 о « 
9 
ь т 
Е еее — ] о |2 — 68| № ао. 


Без ограничения общности можно считать $>0. Тогда 


0 
ры — хе < 


4 С.С, 2Сс 
Е | оо ао + 
0 


о нар 100+ | о (е-ьме + 
9 


0 


т 
В ‚__ ао < СО. 


0 

и, так как [еХ, 
1710 |< С.6.М [1 —ф ел. 

Если же 10| <1— №, то 


|7 01<9“ > а 


п 


^» 


Если 


"аз < 


п 2 2 Е 
1 ет 0.0. 
_: 9) ‚С п [и— г) = 7? 2 Не \ дм ое. 2?] 
0 
сы Е 
40а | ами, -м ар 496 [дыр < С.М" 4 темы 
Ё о 1—7 


и, так как 1—г>|0|, 
[70 |< С.С. М.А — ем -м. 


Остальные два случая получаются точно так же. 
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со со 
ЛЕММА 2. Если для функций |, (8 = р ай и 150 = о В, 1", регу- 
п—=0 0—0 
лярных в любой конечной односвязной области, не содержащей точки 1 =1, 
имеют место оценки в некоторой окрестности точки & = 1: 


п (0|<611—#-, |106 1Ь—ф И, Ох 05<Ь 


причем С. и Сь, вообще говоря, зависят от выбора ветви }, () или }» (1), то 


ы 

функция }( = > аб” регулярна также в любой конечной односвяз- 
1—0 

ной области, не содержащей точки $ =1, и в некоторой окрестности 

точки & =1 для нее имеет место оценка 


а 2-2 примы 
М 
сыт при м № =1, 


| при -+^\№<1. 


Доказательство. Из интегрального представления 
1 


= 9 (2) 


С 


‘при подходящем выборе контура С заключаем, что } (#) регулярна в лю- 
бой конечной односвязной области, не содержащей точки { =1. Чтобы 
получить нужную нам оценку, воспользуемся этой же формулой, при- 
чем контур выберем состоящим из круга достаточно большого радиуса 
(например, 2) с разрезом. Разрез возьмем состоящим из начинающегося 


> ы 1 
в точке 1 отрезка прямой (проходящей через и = и и = 1), длиной 5, 
идущего в направлении от и =, а дальше как угодно, лишь бы разрез 
имел не слишком большую длину и не подходил слишком близко к 
точкам и =Ги и=0. Тогда получим 


1 
р 

[10| <М' +2 \ С:5—№С. (х + у) мах, у =|1—{|, 
0 


где через М’ обозначена наибольшая возможная величина интеграла по 
всей остальной части контура. Отсюда следует, что 


11 (2) |< М’ + М” \ =\ (5 + ума 


Ф—ы|н 


> 


1 
й иг 2 
< М+М \ х му мах + М" \ хм А ах. 
у : 
у 


Рассматривая все три возможных случая, получаем искомую оценку. 
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ЛЕММА 3. Пусть }, (1 = № ап" регулярна в некоторой односвязной 
п—=0 


области Л с границей С и \ [1 ОА <М, а 0 = У 6» 1" регулярна 
С п—=0 
и ограничена в любой замкнутой односвязной области, не содержащей 


точки 1 =1 внутри. Тогда для }(#) = хх ат” имеет место оценка 
т=0 


при 6 ПР: 
[1()|<С.ММЬ, 


где М, — максимум наибольших значений |}, (#)| по всем областям, ле- 
На 
жащим в круге |1 |< —°_ Ех т и обходящим точку {=0 столько же раз, 
26с 
сколько и О. 
Доказательство. Воспользуемся той же формулой, взяв за кон- 
тур интегрирования С: 


ОДО 
С 


отсюда получим, предположив, что }({) достигает максимума в точке 


№ на С: 
‚ М и 
|7 (01 < Эша и | ах (=). 
«ЕС 1 \ЕС 


1 т 
Но когда и обходит контур С, = обходит контур некоторой односвяз- 


ной области, не содержащей и =1 внутри и обходящей точку и=0 
столько же раз, сколько О обходит точку #& =0. Очевидно также, что 
эта область лежит в круге нулевого радиуса. Тем самым искомая оценка 
получена. 

Из этих лемм получаем нь 


Следствие 1. Ёсли }, ом. {" удовлетворяет при |1|>/1 не- 
П=1 


равенству 


ыы | 


то функции р, (1) = № та Г’, начиная с некоторой, удовлетворяют нера- 
п—=0 
венству | : 
|7 (|< С, при |1|<1 


Следствие 2. Если }1 (# = у м регулярна в любой конечной 


®= 
односвязной области ПО, не содержащей точки & =1, и удовлетворяет 
8 окрестности точки # =1 неравенству 


о Ь 
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то, если мы возьмем замкнутую ООСВяНИЮ область 0., не содержа- 


чую точки &=1 внутри, функции }, (0 


=> "1", начиная с некоторой, 
удовлетворяют в О неравенству 


к 


(Разумеется, оценка справедлива для той ветви, которая имеет заданное 
разложение в окрестности # = 0, ОЕ П..) 


При помощи этих р мы легко установим, какими должны 
быть /^и, чтобы 


Ки, 9= > = (2+ 2%) 90] 


удовлетворяла условию А или В. Сформулируем эти требования в виде 
лемм. 


во 


^ 
ЛЕММА 4. Если функция } (0 = У, —-#” удовлетворяет при |1| < 1 


Т—=0 
неравенству 
ПОЗЕ”, 0 Ь, 
то 
зо = со ин п (пп) 
©9= Хен+:)-9], з9=Хщя *, 19 
удовлетворяет условию А» на любой окружности |3| =т 


имеем: 


^ 


х 
Доказательство. Разлагая % (+ =) (2) по степеням — 2, 


© ’ © 


ее 
=. № У ть т х (2) > 
п—0 тп=1 
ыы т (т-1) со Ап 
= я у т 5 
2 т—1 2 т == 
ЕН 4 2 ты 
7П=1 \Ч И=0 4 
Применяя следствие 1, получаем утверждение леммы. Заметим, что при 
[= 


1 это заключение могло бы вызывать сомнения, так как ряд мог 
бы и не сходиться. 


Точно так же доказывается и следующая 
со 
п У х 
= 2. -—„Ё регулярна в любой односвяз- 
п=о 9 


ЛЕММА 5. Если функция } (1) 
ной области ), не содержашей точки & =1, и в некоторой окрестности 


точки { =1 удовлетворяет неравенству 


УДО 


го 1 
(С зависит от выбора ветви), то 


Ко. 


— Пета [ +2 -+ — ое 5 (2) 


Удовлетворяет условию В 
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2 


ЛЕММА 6. Если м <<, то К(2, @) удовлетворяет условию 


А, на любой окружности Не =. 


и — 
Доказательство. Из У = «со следует У, 
ев — 
т >. 2. Поэтому (г, >. го) " - 
ке, 98142114 < 
[2 |= [|= 
[©] со _ тети ) т 
< И ке пам я "см, 
===: = П=0 4 


Теперь мы имеем конкретные условия на {)„}, которыми можно заме- 
нить условия А или В на К (2, ). Применяя общие теоремы, мы полу- 
чаем следующие результаты. 


ТЕОРЕМА 1. Любая функция Е (2) = У а,2` может быть разложена 
п—=0 
в ряд многочленов 
< п(п-+1) 
Е (2) = 9 *° Е” (4 + 2) Ф (4) 
И=0 


(2. (2) — интерполяционные многочлены), стодящийся к ней в любой конечной 


2 


части плоскости, если о < с®, а а» удовлетворяют неравенствам 
п=0 


_ п(® 
2 
[|< М ее РТ (9% | =)", 


где ®, — ближайший к началу нуль функции Ф (2). (Условия на рост | ап| 
можно заменить условием 


11 (|6‹|—=) (1 т) 


п 
[2] <т 


— шхг.ш 1 7+2 ш 1 |4| Шг ) 


ТЕОРЕМА 2. Существует Функция Но (2) = р ав2", для которой 


(ооо | =). 
п! 


[<= | М. - 


или, что то же самое, 


16-8) 17 аш т-2 1 11а |4" 


тах | Н (2) | < Мг ПВ сем 
12| <2 


(= сколь угодно мало) и 


Иа 
пень (ЗЫ 


0—0 
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ТЕОРЕМА 3, Пусть У | ^* 


И=0 


—_ Тогда любая Н (2), удовлетво- 


ряющая условиям 
тъ(т-1) 


т р — 
} с 2 
| @л | = М т | 4| 
или, что то же самое, 
(пт)? 


тах |Н (2)! < Мге* Ш 9 
[2|<< г 


—=шШтш Шт 


Н® (49° + ^,) =0 (п=0, ПИ Е 
может быть представлена в виде 
Н (2) = Нь (+... = Нь (0, 


где Нь (2) — некоторые определенные Функции, коэффициенты которых 
удовлетворяют, условиям 


п (п--1) 
в ([®ь | - =)" жи 
«| 
о _ в(п--и 
где «ь — нуль ф (2) = = 4 * (условия на коэффициенты можно за- 


П==0 
менить, как и выше, условиями на максимум модуля). 


Заменяя условия на К (2, С) другими, можно было бы привести боль- 
шое количество аналогичных теорем. Мы ограничимся лишь этими тремя, 
как нам кажется, наиболее интересными. 


$ 5. Системы {7 (2)} с Е (2, 9 = В+ К (*, 0 
и интерполяционная задача @» о — р [Е 


В этом параграфе мы применим тот же метод к решению задач, свя- 
занных с представлением функций линейными комбинациями функций 
системы {}» (2)}, для которой 


Х»ь (2) 
(2. ®) = хе еее 


имеет вид 
1 
еее + К (2, 9. 


С тем же успехом можно было бы рассматривать и Ё (2, (©) вида 


+ К(, 5, 
но поскольку трудность заключается в ф (2), а не в Р (2), мы для боль- 
шей ясности ограничимся указанным случаем. 

Прежде всего договоримся о некоторых условиях на $ (2) и К (2, {), 
которые в дальнейшем будем считать ь соблюденными, и введем некоторые 
обозначения. 
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_Пусть © (2) регулярна при |2|< В, $(0) =0, $’ (0) =1. Множество 
| $ (2) |< состоит, вообще говоря, из счетного числа областей. Среди. 
них есть одна, содержащая точку 2 =0. Ее мы будем обозначать через 
р: ($). Мы будем рассматривать лишь те О, ($), которые лежат целиком. 
внутри круга |2| < В. 

Относительно К (2, ©) мы будем считать, что в окрестности 2 =0,, 
(= х К(2, 9 имеет вид: 


со та ео 
К (= Хы), %@= У, 1". 
п==0 то 


Требования, содержащие условия вида А или В, мы будем наклады- 
вать на К (2, С) различным образом в каждой из теорем. 

В первую очередь мы докажем две теоремы, без труда сводящиеся: 
к теоремам $ 3. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть Е(2, О) удовлетворяет условиям, наложенным: 
на нее в начале параграфа, то — наибольшее из чисел т; для которых 
Ф(2) однолистна в 0, ($), и (2) — ветвь функции, обратной к $(2), 
отображающая круг |2|<г в 0, ($9) при г< т. 

Если К, (2, ) =К ($ (2), © удовлетворяет условию А на любой окруж- 
ности |2|=т, г то, то любая функция } (2), регулярная в О, ($), г то, 
может быть разложена в ряд по }»(2), равномерно сходящийся внутри 
р, ($). 

Доказательство. Применим утверждение 6” $ 1. В качестве 5 
может быть взята 0, ($). Тогда решение вопроса о разложимости } (2) 
в ряд по ]»(2) сводится к решению вопроса о существовании решения 
функционального уравнения 


ем 
2 


2, ОБО Ж=1(), г<т, г60;9), (5.1) 
[та 


регулярного при |5 |<»г. Раскрывая (5.1), получаем уравнение 


в(е®)+ т \ Ка ©%=/(а), п<г, 260,(9). (5.2) 
[< =т: 


Делая в (5.2) замену © (2) =, придем к уравнению 


вО-+н | КЮ 989%, (5.3) 
@]=та 


где }л (() = /($(0)) регулярна при |#|< т, а К, (9 =К($(1), 9 удовле- 
творяет условию А на любой окружности |{| =. < В. Легко убедиться 
также, что К, (#, ©) удовлетворяет условиям теоремы_4 $ 2. Поэтому (5.3} 
имеет решение, и теорема доказана. 

Заметим, что эта теорема могла бы быть получена просто заменой 
ф (2) = и ссылкой на теорему 1 $ 3. 

Точно так же доказывается и 
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ТЕОРЕМА 2. Пусть Е(2, О) удовлетворяет условиям, наложенным 
на нее в начале параграфа, 2) — область однолистности $ (>), содержащая 
точку & =0, и К, (2, = К {4 (2), О удовлетворяет условию А на любом 
контуре, лежащем внутри образа области 2 (+ (2) — ветвь функции, 
обратной к $ (2), $(0) =0). Тогда любая функция } (=), регулярная в О, 


‚может быть представлена в виде }(2) = Пт г спа] и(2), 206 бп. ке 8 
>09 „—о С 


зависят от }(2), а стремление к пределу внутри О равномерно. 

Результаты, говорящие о нарушении полноты в областях, где $ (2) 
перестает быть однолистной, являются более тонкими и требуют более 
подробного рассмотрения. В этом направлении мы ограничимся только 
одной теоремой. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть Е (2, () удовлетворяет условиям, наложенным 
на нее в начале параграфа, и К, (2, ) =К ($ (2), 0 ($ (2) — ветвь функции, 
обратной к © (2), $ (0) =0) удовлетворяет условию А на любом контуре, 
лежащем строго внутри области, в которой %(2) однозначна, и содер- 
жащем 2 =0 внутри. Тогда, если в области О) имеются хотя бы две 
точки 21 и 2, такие, что $ (21) =© (22) (21 = 2.), то существует функ- 
ция й (2) 0, регулярная вне О и удовлетворяющая условиям 


оз 1 (94 0, в 0, 4.21 рыл (5.4) 


Доказательство. Условия (5.4) эквивалентны условию 


298 91 (2) 42=0 (5.5) 


Эта 


(С — граница Д, 6 достаточно велико). Это условие можно преобразовать 
к виду 


ее + к. 9 (2) 4 =0. (5.6) 


Положим 


Е №, ($ (#))5' @ 
® (2) = А, (2) — №, (2), о а, &=1,2, 


бь (5.7) 


где С» — граница области О», содержащей точки &=0 и 2=2х и ле- 
‘жащей внутри 0; 9(2) однолистна в Д» и й» (2) — решение уравнения 


Ты (©) +5 \ К (2, О 1» ($ (2)) ©' (2) 4: = —К (2,5. (5.8) 


Ск 


"Так как $ (2) однолистна в О», то это уравнение преобразуется к виду 


К, 9 и =—К(ь 9. — (5.9) 


бь 
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По условиям теоремы, К, (&, 0 удовлетворяет условию А на С», поэтому 

(5.9) имеет единственное решение, регулярное при ( вне С». Покажем 

что й (=), определенная формулой (5.7), у удовлетворяет условию (5.6). 
Имеем: 


1 \ 1 (2) 42 _ 1 ее ф’ (2) 4 аз 
а ьм 9 а [6 —+(=)] (&— 1) 


1 м (#)) $' (1) аз 1 1 
ма -Ф@@—й <—$Ф(2) б—Ф(2ь)’ 


Но © (21) = $ (25), а 


Й Ть ($ (#)) $’ (#) @& 4 С ($ (2)) $’ (@) - 
\ \ тот 4 = 2%. 


=} Е-ФСЛе—0 <—+( 
Поэтому 
Л В (=) 45 — — 
Е) =, 9 —№ (0). (5.10) 
С 
Далее, 
ыы 904 = = К (О (2) 42— = ЦК (2, ОА, (2) а, 
С: С> 
ке О #» (2 9 9% ($ (2) $' (2) 42 + К (аь, 9, 
Ск Сь 
следовательно, 
Йй (2) 42 Е 
ыы вы (=, ОВ (2) г = © + БК ОЙ, (© (2)) ©' (2) 4 + 
+К (9 —№ © — м \ К, 9% (64) 9 0 4—К (9 =0, 
С 


в силу (5.8). Тем самым теорема доказана. 
Теоремы 2 и 3 дают полное решение вопроса о том, какой должна 


быть область ), чтобы любая функция, регулярная в О), могла быть 
представлена в виде 
со 
1 (а) = Ша У сн, ва, (9), 
Е—> оо Е 
ГДе си, х зависят только от О и {}»(2)}, а стремление к пределу равно- 
мерно внутри 0. р 

Правда, это решение дается лишь для {}» (2)} с довольно жесткими 
ограничениями на К (2, (©), но ослабление этих ограничений потребует, 
вероятно, довольно тонких исследований. 

Пользуясь общими теоремами предыдущего параграфа, применим 
полученные результаты к интерполяционной задаче о построении Ё (2) 
по данным Е® (ВЕ №»). 

Для этой цели возьмем Ф (2, ©) = е*5, (, (Е) = Е (п- *,) * 

* Задача Ё(® (п), наряду с многими другими, была рассмотрена А. О. Гель- 
фондом (1). 


5 известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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Найдем }» (2). Имеем: 


{№ (2) = 1, [Ф (6, 2)]== 2» ет — [дез]т е^т. 
Положим 


И К (2,9 = У р (2? — 1). 


Выясним, при каких ^, К (2, С) удовлетворяет нашим условиям. 
С этой целью докажем две леммы. 


ЛЕММА 1. Если 29 |» |? со, то К, (2, ©) удовлетворяет условию Ау 


п=0 


>. } 1 
на любой окружности |3|=т, т: Здесь 


К: (2, ©) = —— — пе т. 
И=0 
где $ (2) — функция, обратная к 2е*, $ (0) =0. 


Доказательство. Разлагая е^"” в ряд по степеням »и$ (2), по- 
лучим: 


п—=0 т=т 


Ка те" - 196 


отсюда 


[К (2, 914211 < \\ [К а, 919818 < 
[а|==та |5] [2] = 


<" | оРеаь 5. = У ры" 


[2-Е 
4 
Все проделанные выкладки справедливы при Е ‚ так как 


в круге |2|« е ф (2) регулярна. 


со 


_ м" регулярна в любой конеч- 
п=) 
ной односвязной области, не содержащей точки &=1 


окрестности точки { =1 удовлетворяет неравенству 


5 И—#[^, 0<А< 1, 


(С зависит от выбора ветви), то К (2, = 2 в [2 — 1] 


творяет условию А на границе любой Е в которой (2) одно- 


значна и которая содержит точку 3 =0 (+ (2) — ветвь функции, обрат- 
ной к 26”). 


ЛЕММА 2. Если функция } (1) = 


‚ й в некоторой 


/довле- 


й 
Доказательство. Разлагая е^"*®) по степеням ф (2), получаем 


т=1 1-=0 
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ее“ 
Применяя следствие 2 лемм 1,2, 3584, получаем утверждение нашей 
леммы. 

В качестве ЖЖ, ор щах условию леммы 2, можно взять, 
например, м = п—^ (^ > 0), \„ = ^^ (шп)* (^>>0, а— любое) и другие, 

Соединяя общие теоремы $ 1 о связи полноты систем {1 (2)} с интер- 
поляционными задачами с теоремами 1, 2, 3 настоящего параграфа, полу- 
чаем следующие теоремы. 


ТЕОРЕМА 4. Пусть У, |. < оо. Тогда любая целая функиця Е(2)= 


п—=0 
ео со 
ат я 5 а 
= р а. Оля которой все особенности }(з) = № т лежат в обла- 
0—0 й п—=0 5 


. 4 2 
сти |[2ег|<-„, содержащей точку 2 =0, может быть разложена в ин- 


терполяционный ряд 


Е (2) = р Е) (п- \.) Рь (2) (Р„ (2) — многочлен, р®) (Е Л») = 6х), 


п—=0 


сходящийся к ней равномерно в любой конечной части плоскости. (Усло- 
вие на функцию ](2), ассоциированную с Ё(2) по Борелю, может быть 
заменено условием | РЁ (ге?) | < Мет9-1, где й ($) — некоторая функция. 
Ее выражение можно найти у А. О. Гельфонда (1).) 
ТЕОРЕМА 5. Пусть )» удовлетворяют условиям леммы 2. Тогда 
интерполяционный ряд сходится для Е (2), Удовлетворяющих тем же 
со 


% 
а 
условиям, что и в теореме 4. Кроме того, если Е (5) = У т 2” такова, 
П—=0 
со 


что все особые точки }(2 ву: лежат в некоторой области одно- 
0—0 
`листности функции 2е2, содержащей точку 2 =0, то Е (2) может быть 


представлена в виде 


Я 


Е (2) = Ша у со” (пы) 2; @), 


А—>со п—=0 


где Р»„ (2) — интерполяционные многочлены, св,ь не зависят от Е (1) 
и стремление к пределу равномерно в любой конечной части плоскости. 
В частности, если Е(2) Удовлетворяет этим условиям, то из 
Е®) (п-- Л») =0, п=0,1,2,..., следует Е (2) ==0. 
ТЕОРЕМА 6. При тех же условиях на \ш, если область р содержит 
точку 2 =0 и хотя бы две точки 21 й 2», в которых 216": = 26", то суще- 
оо 
ствует функция Н (2) = я =в 2”, удовлетворяющая условиям ВЕ) =0, 


)—=0 


а 
т 
п=0, 1,2,,.., и такая, что все особые точки й (5) = № Е 


лежат в 0. 
5* 
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г. _ 
8 6. Системы {1 (=)} с Е(2, 6) = а = Е + К (2, 6) 
к=0 °„я 


и интерполяционная задача 2, = 2" [(—1)* Е. 


В качестве последнего примера применения того же метода О 


(2) 
рим вопросе о полноте систем {/» (2)}, для которых Е (2) = У РЕ 
п—=0 
имеет вид: 
п. — = 
Е (а, Ея Я 


и в связи с этим рассмотрим интерполяционную задачу о построении 
Е (2) по данным Е® [(—1)" + ^,]. 

Поскольку нет большой разницы в доказательствах, мы остановимся 
лишь на вопросе сходимости ряда по ]»(2) для случая, когда К (2, () 
уовлезиоряет на любой АрУноста |[2|=х условию А. (К(2,) = 


-> се в (=), п (2) = У», т 2" .) 

ое Рь(2) мы Роая предполагать, что все они регулярны 
в круге |2|< АВ. 

Докажем следующие теоремы. 

ТЕОРЕМА 1. При выполнении сформулированных выше условий на 
Е (2, ©) любая функция }(2), регулярная в круге || < г, г |щ|, может 
быть разложена в ряд по }»(2), слодящийся к }(2) равномерно внутри 
этого круга, где о, — ближайший к началу нуль функции О (2): 


Ро (2) Р! (2) -.* Ри (2) 

Ри (2% у Ро (20т ха ча) 
я ое 55 

Рае МР, ром) ое В, (вот) 


Доказательство. Согласно утверждению 6° $1, решение вопроса 
о разложимости ](2) в ряд по },(2) приводится к решению вопроса 
о существовании решения функционального уравнения 


1 я 
рт \ ЕО щыла, ть 
15 |=, 
регулярного при | 2| <г. Раскрывая это уравнение, получим: 
т 


У Рей +-= \ КОЖИ. (6.1) 


ко ег= 


= 
Введем новую функцию 2, (2): 


тр—1 


81 (2) = 2 Рь(2) 6 (©, 2). (6.2) 
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Полагая в (6.2) вместо 2 29%, 5=1,2,...,т— 1, получим систему 
уравнений 
т—1 
81(26т) = 2 Рь (265%) & (в * 2), 5=0,1,....т— 4. (6.3) 
Принимая во внимание, что от = о и решая систему (6.3) отно- 
сительно 8 (2), найдем: 
Е) = ов, о О» (2) в; (1*), (6.4) 
где 
(2) №, (2) виа 
Риз (2®т) И (2°т) ... У (2®т) 
И Ве ео ия р (6.5) 
Ре, ) бт Э.В, 2601 
а 
81 (2) Р! (2) ... Рт- (2) 
т я 81 (29) Ро (259) ... Риз (20т) 
о о р В ь (6.6) 
В О В м о Са в а СХ . 
ов ) 2. @8) с р, (о) 
Подставляя (6.4) в (6.2), получим уравнение для 8, (2): 
Л 
(9+3: ( КЮ (Он ®Ж=/), (6.7) 
15| = 
где ; 
в (С ЕВ 
К! (2,0 = Яо Ки ое” (6.8) 
ко @ (С° ) 


Если К (2, ©) удовлетворяет условию А на любой окружности |2|=т, 
то интегральное уравнение с ядром К, (2, С) будет уравнением вида, 
рассмотренного в $ 2, при г |%|. Кроме того, так как К (2,0) удовле- 
творяет условиям теоремы 4 $ 2, то это же верно и для К, (2, ©). По- 
этому уравнение (6.7) имеет единственное решение, регулярное при 
|2| т. То же самое справедливо, очевидно, и для уравнения (6.1), так 
как #(2) выражается через 5, (2) формулой (6.4), из которой видно, что 
особые точки в круге |[2|<|%| У &(2) и $1 (2) одни и те же. 

Тем самым теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 2. При тех же условиях на Е (2, () существует функция 
й (2), регулярная при || > |%| и удовлетворяющая условию 

о № (8) ®(2)4:=0, п=0,14,2,.... (6.9) 


2 
[2] = 2% | + = 


Доказательство. Условия (6.9) можно записать в виде уравнения 


т—1 
ых. \ п и \ К, 90 =0. (6440) 


Е 21 
© —26т [2] = т: 
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Положим 
Е Р, (5) В (2) 
=, = 0. 6.14 
[2 (6) 2 21 ыы о ( ) 
Из (6.11) следует: 
т—1 
в, 9 = У ви" Рь (бо) № (ют) Но (©, (6.12) 
в=0 


где < (©) регулярна при |< |< В. 
Полагая в (6.12) вместо © (и, получим систему уравнений 


т—1 
В, (от) = У оп Рь (ют) В (ют °) 9 (6). (6.13) 
В=0 


Решая ее относительно # ((), придем к выражению 


т—1 


09 = У Ом (о) + э, ©, (6.14) 
Е=0 

где 

Рь (©) от. Р, (т). -Фт” Ри (т) 

А, Ре. ов Ро и} 
о : (6.15) 

от.Р, (© о 
а 

т—1 


УХ бл (о) = 
Е=0 
й, (©) ом, д) с. Рея 


р А Е . (6.46) 


К о ПО ОО мо о 


Па, РР) 


Нетрудно убедиться, что О (©) отличается от О (© лишь постоянным мно- 
жителем. 
Подставляя (6.14) в (6.10), получим для й, (©) уравнение 


1 а 1 9: (2) 
(9+ А К, (2,0 (4) 42 = — и Кота (647) 
где 
тр—1 
Ка (2, = Хо те бе К (20, ©). 
=0 (т) 
<, (2) регулярна в круге |2| < В, поэтому К (2, ©) а имеет своими 
5 


особыми точками в круге |2|< г, лишь полюсы в точках, где |2|<г,. 
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Мы имеем в круге |2|<т:, по крайней мере, один полюс в точке 
с произвольным вычетом. Поэтому 


№. (© - = \, К» (2,0 №, (2) аз =Си(О (и(@) регулярна при [т 

ай (6.18) 
где С — произвольная постоянная. Уравнение (6.18) всегда имеет реше-. 
ние, отличное от тождественного нуля. Действительно, если для К (2, @) 
выполнено условие А и 0(2) не равно нулю на окружности |2|=т., 
то уравнение (6.18) является интегральным уравнением вида, рассмотрен- 
ного в $ 2. Значит, имеет место дилемма: либо уравнение имеет реше- 
ние, регулярное при |5 |`>7т, для любой правой части (регулярной при 
1$] > г!), либо существует нетривиальное решение однородного уравне- 
ния. Следовательно, либо для любого С, либо для С=0 существует 
функция Й, (© =Е0, регулярная при |5 |`>т.. Но г, мы могли выбрать 
произвольно близко к |%ш|. поэтому существует й, () == 0, регулярная 
при |< | >| 4% |. Из (6.14) находим 


№ (2) Зы \ 


в=0 [С [==7: 


бо бо) 4. \ о © 4 
00—9 


Так как внутри круга |2|<|%| #(2) и 1, (2) имеют одни и те же осо- 
бые точки, а Й, (2) регулярна при |2|>>|%|, то из й, (2) = 0 следует, 
что и й(2) = 0. Очевидно также, что й(2) регулярна при |2|>|4% |. 
Таким образом, теорема доказана. 

При помощи общих теорем $ 1 применим полученные результаты 

. К (— 

к интерполяционной задаче о построении А (2) по данным РЁ” [(— 1) + ^„]|. 

Возьмем Ф (2, () = е?5. Найдем }» (2) = и [Ф ($ 2)]. Имеем 

: 


ры (в) = печ. 


Положим 
со 27 о со „т 2-17 2 ху 
Е (в = У ес" + К (0, Кд = У (6^"* 1). 
а © Е {< 


Отметим сразу, что если и |»? со, то К (2, С) удовлетворяет усло- 
п=0 
вию А. 
Преобразуем главную часть Р (2, ). Имеем: 


п=0 Т=0 П=1 
Таким образом, т =2, Р, (2) = №2, Р, (2) = — №2. Найдем 0 (2): 
сВ2 — 355 т 
м 562 | 


пк 
Нулями 0 (2), ближайшими к началу, являются + -—. Применяя тео- 


ремы 1 и 2, получаем следующие теоремы. 
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со 


ТЕОРЕМА 3. Пусть У 
П=1 


удовлетворяющая условию 


2< с. Тогда любая функция Е (2), 


№ 


тах 1 (2) |< Ме («2% 


|2 |< 


разлагается в ряд по интерполяционным . многочленам, ИРОНОжАВИЕ с5о- 
дящийся к Е (2) в любой конечной части плоскости. 


ТЕОРЕМА 4. Пусть у 


И—0 


№ |? < со. Существует функция Н (2), удовле- 


творяющая условиям 


тах | Н (2) | <М.е. а, 
|2|<т 
при любом < 0и 


(1) РА) ==.0, идее 012% 5. 


Этими теоремами мы заканчиваем примеры применения метода ин- 
тегральных уравнений к задачам о полноте систем, близких к извест- 
ным, а также к соответствующим интерполяционным задачам. 


Поступило 
5. 1. 1958 
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С. Б. СТЕЧКИН 


ОЦЕНКА ОСТАТКА РЯДА ТЕЙЛОРА ДЛЯ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ. 
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 
В работе исследуется поведение остатков ряда Тейлора для функций 


[© 
< -К 
1) == р су2°, 
А=0 
аналитических в круге | = | <1 и удовлетворяющих в этом круге условию 
120) (2)| < 1 для некоторого натурального г. В частности, устанавли- 
вается асимптотическая формула для верхней грани л-го остатка ряда 
Тейлора, распространенной на все 3 из круга | 2 | < 1 и все функции Ё (2), 
для которых | Е (2) | < 1 (|2=|< 0. 


Введение 
Пусть И’® (г=1,2,...) есть класс непрерывных периодических 
(с периодом 2*) функций 


7 (<) = > + ра (ах с0$ Ах -- в, чт Ах), 
А=1 


имеющих непрерывную производную {” (5х), удовлетворяющую условию 
| 1 ()| < 1. Положим 

т 
а 


и (х, /) =/(@)— не — У (ак со Ах + Бзт й2), 
&=1 
В» (1) = шах | гл (2, [и В» [И] = зар В» (У. 
Поведение верхних граней В» [ИИ] исследовалось А. Н. Колмогоро- 
вым (2), который показал, что для любого натурального г 
ш (п 1) И 
В +0 ( о 
а ). (04) 
В настоящей работе рассматривается аналогичная задача для клас- 
сов В® (г=1,2,...) функций 


@ (2) = У о. 
#—=0 
аналитических в круге |2 |< 1 и удовлетворяющих условию 
18151 (2|<1, 
где Е” (2) —г-я производная функции Ё (2). Пусть Ё (2) Е В®; положим 


Р» (2, Е) = У скай, ти(2, Е) = Е (2) — р»(2, Р) (п=0,1,2,...), 
&=0 


В» (Е) = шах [т (2, Е), В»„[В] = зар В,(ЁЕ) (п=0,1,2,...). 
|121 < вЕв(т) 
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Мы будем также считать, что р_, (2, Р) =0, г_, (2, Е) = И (2). Таким 
образом, г»„(2,.Ё) есть п-й остаток ряда Тейлора функции Ё (2)! в 
точке 2, В„(Р)— максимум этого остатка во всем круге |2|<\1, 
а ве | верхняя грань п-го остатка ряда Тейлора, распространенная 
на все 2 из круга |2| <1 и все фувкции Е (2) 6 ВО: 

$ 1и2 настоящей работы имеют вспомогательный характер. В $1 
излагается несколько лемм о суммировании числовых рядов методом (С, 1); 
с их помощью в $ 2 доказывается асимптотическая формула для прибли- 
жений функций классов В” их суммами Фейера. 

$ Зи 4 посвящены нашей основной теме: изучению поведения остат- 
ков Г, (2, Е) и А„(Ё) для функций Е (2) 6 В®, а также поведения их верх- 
них граней В„[В®] *. В $3 устанавливается, что для любого натураль- 
ного г 


т. (а, Е) =— ры + (ь Р®)-+0(-—1 


т . ®>г— 14) (0.2) 


(®- т 
равномерно в круге |2| <1 и равномерно относительно всего класса функ- 
ций Р (2) 6 В®. Доказательство этой формулы опирается на результаты $2. 
Наконец, в $ 4 уточняется известная оценка (см., например, (12), $ 3.72): 


Е.В] =0( тени. (п оо). 


\ в - Пу 
Именно, мы выводим здесь формулу 
С Е — - 
О 


вполне аналогичную формуле А. Н. Колмогорова (0.1). В этом же пара- 
графе исследуется поведение последовательностей А„(К) для индиви- 
дуальных функций Ё (2) © В®. 
Из формул (0.1) и (0.3) вытекает, что при п -> со справедливо асимипто- 
тическое равенство 
Я, И] 4 


’ 


вычисляя же асимптотически отношение констант Лебега Г» [см. (1), 
$ 8.3] к константам Ландау С» [см. (3)], вновь получаем, что 
т, 4 


п 


п 
Это совпадение не случайно. 


В заключение заметим, что применяемые нами методы могут иметь 
приложения и при рассмотрении ряда других задач теории приближения 
функций. 

$ 1. Леммы о числовых рядах 


Рассмотрим числовые ряды 
[> ®) 
Уи» (1.1) 
П=0 й 


* Автор с благодарностью отмечает, что задача изучения асимптотического пове- 
дения последовательности В „(88° была поставлена перед ним А. Н. Колмогоровым 
в 1942. г. 
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ХУп-Е ин. (1.2) 
П=0 
Обозначим через 5 и &, частные суммы рядов (1.1) и (1.2), а через 
сп И т, — средние р частных сумм этих рядов. Таким об- 
разом, для п =0, 1,2,... имеем: 


т 


И и 


#—0 А—0 
и = УЕ, = У (1 г) + Ош 
А=0 А=0 


Кроме того, нам будет удобно считать, что = == =0. 

Нас будет интересовать вопрос о том, как связана суммируемость (С, 1) 
ряда (1.2) со сходимостью и суммируемостью ряда (1.1). Как хорошо 
известно, если ряд (1.2) ограничен (С, 1), т. е. ‹х„=0(1), то ряд (1.1) 
суммируется (С, 1) [см., например, ($), $ 6.5, теорема 71]. В 1941 г. 
Д. Алексич (7) [см. также (1), стр. 84] получил следующее важное уточ- 
нение этого предложения: 

ЛЕММА АЛЕКСИЧА. Пусть ряд (1.2) ограничен (С, 1). Тогда ряд 
(1.1) суммируется (С, 1) к некоторому конечному значению $ #в 


—,=0(-,). 


п 
Здесь мы установим несколько аналогичных предложений. Предвари- 
тельно выведем одну вспомогательную формулу. 
ЛЕММА 1. Пусть ряд (1.2) ограничен (С, 1) и ш=о(п). Тогда ряд 


(1.1) сходится к некоторой конечной сумме $ и 


2 
ки ыы = КЗ й = о 
а + во (П=0,1,2,...). (1.3) 
Доказательство. и 
Зи = и ? 


откуда 


т 
8—8, | 
№ п М 
ВЕ ЗА А=т-1 


Дважды применяя преобразование Абеля, получаем: 


м 
1 1 
Е У Е (в, — и) Ея 
А=и-1 
М— 
- та Е НЕ ы У т) Ао 7 м г 
А и-+О Е КиО М 
Ти —. 2» ар Т№М—2 | 1 (1 4) 
а о и 


Но, согласно условиям леммы, С и, =0(М). Поэтому правая 
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часть равенства (1.4) имеет предел при М -> со. Отсюда вытекает, что 
ряд (1.1) сходится. Обозначая его ны через $, имеем: 


да а м 2: а еда 
тм 2) (К + 2) (© 3) 
и лемма доказана. 
Отметим, что условия этой леммы выполняются, в частности, если 
ряд (1.2) суммируется (С, 1) к некоторому конечному значению #. Действи- 
тельно, тогда 


(О а 


$ — ви = 


1 = П (< — и) + ти == 0 (п). 
Переходим к доказательству аналогов леммы Алексича. 
ЛЕММА 2. Пусть М0, 


ы-раМе сбомаанбу Чао (1.5) 
и =0(п). Тогда ряд (1.1) сходится к некоторой конечной сумме $ и 
3п +2 3М 
15-6. | М г <= @=0,42....). (1.6) 


+) @-2) 
Доказательство. Согласно лемме 1, ряд (1.1) сходится и 


пт, 2 


рт ых У (К + 2) (А+ 3) 


ва 


$— в = — 


Отсюда, в силу (1.5), 
в 


: 
ники + еаеы)= 


3+2 ЗМ 
о 


[$ —9, |< м 


= М 
и лемма доказана. 
ЛЕММА 3. Пусть №10 *, ряд (1.2) суммируется (С, 1) к конечному 
значению и 
а ола, (0, 1, Вы (1.7) 
Тогда ряд (1.1) сходится к некоторой сумме $ и 


сы + Зп 2 о 
$ — би = а Е \‘п—1 (в=0, 1. ВА (1.8) 


бе АА и |9 < 1(1п=0, 12... 
Доказательство. Согласно лемме 1, ряд (1.1) сходится, и спра- 
ведлива формула (1.3), а в силу (1.7) 


ее А, бо) (1.9) 
Пусть сперва п =0. Полагая в формуле (1.3) п=О0 и пользуясь. 


соотношениями (1.9), получаем: 


= 2 ыы кА» 
= Хита = Хроно Данн 


2 Л» 
я: Хе и и-+Э) 


* Запись ^„\{\0 означает, что №>мМ>... 22мм > м2... и ^,->0 при 
п—> 0. 
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Но в силу условия ^„|0 


2х 2 
9+ |<^ Хто = № 
Отсюда $ — =Е-- №, где |3,|<1, и соотношение (1.8) для п=0 
установлено. 
Пусть теперь п›>0. Тогда то же рассуждение дает: 
мл — 27, 


ОЕ 2 1 2 &+3) =: 


$ — ба = — 


Е тё __ Пи ть 
220+ @+06=2 + 2) и 9+2 (Е) — 


мы: ПА 27 кАк 
— п+1 неа (+2) (+3) 


< 


ПТ 11 кАк 
- ®-+ 1 ® +2) Е р (&- 3) 


п 2 о Зп +2 
< (п + 2) +5 (+2) вы} = п п 2) А 
и 
= ГА Зп 2 ий 
а а (п=1, ИЕ) 
тде |$3„|<1 (п=1, 2,...). Этим установлено соотношение (1.8) для 


п>0, и лемма 3 доказана. 

Из этой леммы вытекает, в частности, что если ряд (1.2) суммируется 
(С, 1) к конечному значению &, то ряд (1.1) сходится к некоторой 
сумме 5 и 


НИ ео (т): (1.10) 


Отметим также, что заключение леммы З можно представить в 
следующей, несколько более слабой, но зато более простой форме: 
ЕТ — 36, р (би пе 0, 62,4), (1.11) 
ЛЕММА 4. и т>. 0, „|0, ряд (1.2) суммируется (С, 1) к 
значению 1 и 
Е — п = тт + \^, пП=т,т-1.....), (1.12) 


2де |1„|<1. Тогда ряд (1.1) сходится к некоторой сумме $ и 
| Ти— 
5—9 = т + 3% г п=ЕтЬт-о,...), (1.13) 
где |6, |< 1 
Доказательство. Согласно лемме 1, ряд (1.1) сходится и 


27 
ат РЕН р я 2 (+9 
В силу же (1.12), 
и (п=т, т--1,...). 
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Пусть пот - 1. Подставляя это значение ти в предыдущую формулу, 
получаем: | 
т и Ти —1^и—1 


НОО" 


$ — 5 = -— 


©о 


ыы 2 2и тель ры 
а У (+2) К - 3) 2+5 (+2) (& +3) о %+2) «+3 — 
Ё=% = =т . 


мах Пи А ыы 2 Лк . 
— п+1 ' ®-+% п+2) РО) 
—17% 


Далее, из условия №» _ выводим, что 
Пили кАк З® +2 те ЗА. 
о - ХУвтыйтя |< Е ыы 
Отсюда 


ет 5 80. = (ит +1, т 2,...), 


где |60„|< 1, и лемма 4 доказана. 


Следует подчеркнуть тот факт, что в оценку (1.13) значение и не 
Входит. 


$ 2. О приближении функций класса В“) суммами Фейера 
Пусть 1..2) == > ск* (|2|<1). Положим для п =0,1,2,. 
| ко 


ть 


(а, В) =» (1 — Е) ый, р, (=, Е) = Е (2) —в, (ь Е). 


®—=0 


Таким образом, с (2, Р) есть п-я сумма Фейера для функции РЁ (2), 
а р,(2, Е) — уклонение функции Р(2) от ее суммы Фейера с, (2, Е) 
в точке 2. 
В этом параграфе исследуется поведение р, (2, Р) для функций Р (2), 
принадлежащих классу В®. 
Д. Алексич (7) показал, что если Р (2) 6 В’, то 
шах [р (в, Р)| < 9 (и=0, 1, 2,...), (2.1) 


|2] <1 
где А, — абсолютная положительная константа. Этот результат Алексича 
был затем передоказан А. Зигмундом [см. (13), лемма]. Здесь будет 
установлено следующее более общее предложение: 


ТЕОРЕМА 1. Пусть г— натуральное число и Е(?) 6 В®. Тогда 
для г=1 


3 
Е (== у Пе.) (2.2) 


$ 
(п=г— 2, г—1Ц,...) (2.3) 


|, (=, Е) | 
п бИЯ г. —2 


р, (2, Е) = 


тт ть и. 


равномерно относительно & в круге 12| <1 и равномерно относительно 
всего класса В®. 
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Отметим, что неравенство (2.2) несколько сильнее неравенства Алексича 
(2.1), так как метод Алексича дает А, > 3. 


Доказательство. Случай г=1. Как хорошо известно, если 


Р (2) ЕВ: (т. е. РЁ’ (2) 6 В), то 
Гы ОО, |0 
Кроме того, при тех же условиях 
Р» (2, Е’) =О(ш(п-2)) (п>0, || < 1, РЕВ) *. 


Воспользуемся леммой 2, положив в ней 


р Ив = о се А). (2.4). 
Тогда 
$п == Рь (2, Е), бп = 6 (2, Г), т = 2Рь (2, Е), Пи = 20% (2, и 
$=1{2), ш=0(ш(п-2)) =о(п), ||<1 
и мы получаем, что 


[в (2, В) | = | (2) — 9» (2, Е) | < т 


? 


и (7-0 8 РЕВ) 


Тем самым утверждение (2.2) установлено. 


Случай г=2. Если Ё (2) 6 В”, то Е’ (2) 6 В’. Поэтому, применяя 
к функции Р’(2) неравенство (2.2), получаем: 


вн (2, №) =0 (т) (®>0, |2|<1, РЕВ). (2.5) 


Далее, определим, как и выше, » и» согласно (2.4) и воспользуемся. 
леммой 3. Имеем: $ =” (2) и, в силу (2.5), 


1—2 (Р" (2) — о, (в) = тр» (а, Р') =0 (т) ео | 


п 1 
Отсюда Е 1 
$ — би = Е (2) — бп (2, Е) = р» (2, р - + С | НЕ т 


">, |2[< 1, РЕР’.. 


Случай г>2. Допустим, что утверждение теоремы доказано для 
некоторого г>.2 и установим его справедливость для Г-+- 1. Если 
Е (2) © В+; то Г’ (2) 6 В®. Применяя к функции Е’ (2) соотношение (2.3), 
получаем, что 


р г 1 7 у 
ра Р) =2 ® О о т ®>г—2, |#| < РЕВ). (2.6) 


Воспользуемся леммой 4, снова определив Хи» согласно (2.4). Так 
как, в силу (2.6), 
ф—1и==2(Р (2) — в, (2, Ё’)} = 2 (2, Г’) = 
=Ё" (2) 


= +0 те (= 2, г—1,...), 


* Эта запись означает, что соотношение р, (2, Е’) =О (1 (п - 2)) выполняется 
равномерно относительно п >>0, равномерно относительно 2 в круге | = | <1 и равно- 
мерно относительно всех функций Е(2) класса В’. Аналогичная запись применяется 
и в дальнейшем. 
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то получаем, что 


Е” (2 1 т 
Е Е) В РР, 


т. е. утверждение (2.3) для г-- 1. Так как это утверждение установлено 
выше для г==2, то оно справедливо для любого г>.2, и теорема пол- 
ностью доказана. 


8 3. О приближении функций класса ви суммами Тейлора 
Переходим к основной теме настоящей работы — рассмотрению вопро- 
<а о приближении функций класса В суммами Тейлора. Начнем с до- 
казательства теоремы о приближении функций класса В® суммами Тей- 
лора в фиксированной точке = единичного круга. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть г — натуральное число и Е()ЕВ®. Тогда 
Н 


Зея А т 
ть, В) рр ры 9) 0+) ®>7—0 64 


‘равномерно в круге |2 |< 1 и равномерно относительно всего класса ВЯ 
Доказательство. Имеем: 


® ‚ м 


Е 2 и 
с» (в, В) = У (1 пут) с = Уый — дур Уи 


А=о А=0 Е=1 
2 и 
< = Р» (2, Р) — тт Рп-1(2, К) (п=0, О 
откуда 
Го (в, Е) = — ть (в №") + (5 Р) п=0,1,2,...). (3.2) 


Пусть Р (2) 6 В’. Согласно утверждению (2.2) теоремы 1, 
1 ‚ 
(вы Р)=О(+т) >20, |#1<1, ВЕВ). 
тсюда: и из (3.2) выводим, что 


5 Г 1 ‘кар #: и 
тт риа (а, +0 (т) ">, |2! <1, РЕВ’). (3.3) 
Это доказывает утверждение (3.1) для г =1. 

Пусть теперь Ё(2)ЕВ®, где г>.2. Тогда имеем: 
Ри-а (2, В’) == (2) —ть-ц 2,8.) о 064...) 
и, согласно утверждению (2.3) теоремы 1, 
(3) 1 (") 
р» (а, В) = + д ">! 2, |2| < 1, РЕВ®). 
Подставляя эти соотношения в формулу (3.2), получаем: 
2" (2) 


Га (2, Ё) = — т (2) — "а (2, Е’)} п 4 ее 


ма ' ро ея () 
паие-и@, +0 (ау) ЖЕ о. 


Далее, если г>. 3, то применим эту формулу, с заменой п на п— 1, 
к функции Е’ (2) Е ВТ. Получаем: 


Чиа (2, Е’) = Ги (=, Е") + 0(-=) п—1>г— 3, || < 4, РЕВ"). 
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Отсюда и из (3.4) следует, что 
22 й 1 1 
Ти (С, Е) Е тео "> (2 Е +0 (--) + 0(——)= 


(+1) 
НЕ ь й С 
и анты (и>"—2, |2|<1, ЕЕВ®). 


Вообще, если т>0 иг> т - 1, то повторное применение этого при- 
ема показывает, что 
т 


т 2)®—т+э.. @ +0” 


(п>г-—2, [1|< 1, РЕВ®. 


7’ (2, В) = 


а 


В частности, полагая в этой формуле т=лг—1, получаем, что для 
2 

7—1 
(п—г-+З).. 


г [в < 1, РЕВ), 


ее са ”и-ны +0 (= 


НЙ вт) (3.4) 


Наконец, если Ё(2)6В®, то Е“? (2) В’. Поэтому, в силу (3.3), для 
любого г>. 1 


Рича (2, Ре) = — ори " (2 , Е”) + 0(; ЕО = 
п ее ЕЕ 


= — 2 орь + (в, 2) +0 (т г) ны о 


Подставляя эту оценку в формулу (3.4), получаем, что для г>2 


ии! 
(п 1" 


т 


2 (т) 
гв (2, Е) = (п—г-+2)-..(п- 1) Ри (2, Е +0( 


Е И: (3.5) 


а согласно (3.3), это соотношение справедливо также для г = 1. 
Для завершения доказательства теоремы остается заметить, что если 


функция $ (2) регулярна в круге | 2| < 1 и |$(2)|<1 (|< 1), то 
р» (в, $) =О(т("-+2)) и>-1, |2 < э6В). 


Отсюда для любого г 1 


В Е) +0 (11) 


А 
7—2) д А (п у 


а 90 


од РО пы" —1, |2| < 1, ЕЕВО) 
о Ри-г (2, ) т т ( = | |< 


и 


п. (2, Е) =— о рн (& Р®) 6 0(-—> 


(п г. \(п + 1)" р 
ШЕИ = ЧКЕВ>. 
Теорема доказана. 


6 известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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Эта теорема показывает, что для функций Е (2) Е В® иместся тесная 
связь между поведением остатков ряда Тейлора ги (2, Р) и поведением 
сумм Тейлора ри (2, Е‘). В частности, она позволяет редуцировать 
задачу исследования остатков ряда Тейлора т» (2, РЁ) для функций 
Е (2) Е В к более простой задаче исследования сумм Тейлора р» (2, $) 
для функций © (2), аналитических в круге |2|<1 и удовлетворяющих 
условию |© (2)|<1 (|2|<\1); в дальнейшем этот класс функций будет 
обозначаться через В. 

Отметим несколько следствий. 

Следствие 1. Пусть г — натуральное число, Е (2) В®, 


В» (Е) = шах | т» (а, Р)|, Р»(Е®) = шах | ри (=, Е®) |. 
[2 [<1 


12 [<1 
Тогда 
1 1 Е@) 1 (г) 
ы —=--—- АР, (Е О —1, РЕВ’). (3.6 
Вы (Р) = ее Рь-и (Е) + (45) >” ев). (3.6) 
В частности, для того чтобы | 
1 | 
в, (®) =0 (т) ®>+"—1, 


необходимо и достаточно, чтобы 
Р.Е) =0@ 0. 

Следствие 2. Пусть г — натуральное число и Е (2) Е В®. Тогда для 
почти всех 2 на окружности |2| =1 
[ЕЕ ) (п—> оо). (3.7) 

п 
Действительно, из [теоремы Колмогорова—Селиверстова [см. (3), а 


также (1), $ 10.32] вытекает, что если © (2)6 В, то для почти всех 5 на 
окружности |2| =1 


г» (2, Р) = 0 \ 


Р»ь (2, Ф) =о(Ушпт) (по). (3.8) 


Впрочем, оценку (3.7) нетрудно вывести из (3.8) и непосредственно, не 
обращаясь к теореме 2. 


$ 4. Асимптотическая формула для В, [В“)]. 


В этом параграфе исследуется поведение верхних граней А» [80], а 
также последовательностей В» (Ё) для индивидуальных функций Ё (2) 6 во З 
Напомним предварительно несколько известных предложений о поведении 
сумм Тейлора для функций ф (2) 6 В. 

ТЕОРЕМА ЛАНДАУ [см. (°), $ 2]. 

зир шах | р» (2, ®)|=@0 02а) 


ФЕВ |= [<1 
где 


бь=1, = (бы мат 
и—=1 


В частности, 


б.=1Ш(и+1)+0( (>90. 
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ТЕОРЕМА БОРА [см. (8)]. Существует функция $, (2) В, для которой 
Е | Ри (1, Ф) | 
п—>со С 


ТЕОРЕМА БОРА—НЕДЕРА. Пусть о (2) Е В. Тогда 


Шиа {@, — о | Рь (в, $) |} == со 
п— со |2|< 


и для любой последовательности т удовлетворяющей условию 1, -> со 
(п —> со), найдется функция ©, (2) © В такая, что 
| Р® (1, $2) [> @, — № 

для бесконечного числа значений п. 

Первая половина этого предложения установлена Г. Бором (3), а вто- 
рая — Л. Недером ("). 

Теперь мы в состоянии получить асимптотическую формулу для 
т [В]. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть г — натуральное число. Тогда 


В, [В®] = зар шах |7 (а, Е)| = 
вЕв(® |21<1 


о 1 ) Не 
К и 
Формулировка этой теоремы приводилась автором ранее в работе (5) 


(теорема 7). 
Доказатель- гво. Согласно следствию 1 из теоремы 2, для лю- 


=. 


бого г» 1 
1 2 (т) 
9. О 7 ЛЕВ.) 
а А 
ие 
1 
В} = Вор О рее ЕЕ: 
В, [В] = о (Р) = и, У а. 


1 й 
ыы - ВР, (8 О п>г- 1). 
о ЕТ, А 


Пользуясь теоремой Ландау, получаем окончательно: 


ИЕ. С ЗОО О Е В И) 1 = 
Еве о = о (+) 
1 Ши, 1 РИ 
Ст бы’ ^ И вю 


и теорема доказана. 
Наконец, рассмотрим поведение остатков ряда Тейлора для индиви- 


дуальных функций Е (2) 6 В®. 
ТЕОРЕМА 4. Пусть г— натуральное число. Существует Функция 


Е, (2) Е В®, для которой 
во. 


1 Ши) — 

п во 
Это устанавливается точно так же, как и предыдущее предложение, 

только вместо теоремы Ландау нужно воспользоваться теоремой Бора- 


6* 


Тм 


со 
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Таким образом, существуют функции Р (2) 6 В®, для которых 


р НаЮ 
НИ ибн) __ 
п+1) 


в некоторых точках окружности |2| =1. Однако, согласно следствию 2 
из теоремы 2, мера множества таких точек равна 0. Это заключение 
любопытно сопоставить с одним замечанием Н. Н. Лузина [см. (*“), стр. 


375—376, проблема 28]. 


Применяя теорему Бора—Недера, получаем вместо теоремы 4 следую- 
щее более точное предложение: 


ТЕОРЕМА 5. Пусть г — натуральное число и Е (2) 6 В®. Тогда 
Шиа {@, --ю”В»(Е)} = со 


т—>с 
и для любой последовательности {1}, [м -— со (п-> со), найдется функция 
Р, (2) © В°? такая, что 
п’ | г. (1, Е.) | 24, —Ё 


для бесконечного числа значений п. 


Математический институт Поступило 
им. В. А. Стеклова . 16. ХП. 1952. 
Академии наук СССР 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
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Б. М. ЛЕВИТАН 


`0 СПЕКТРАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ УРАВНЕНИЯ у” + {А —9(ж)}у=0 


(П редставлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В работе изучается асимптотическое поведение спектральной функции 
уравнения у” -| {^ —4(=2)} у = 0, заданного в бесконечном интервале. Полу- 
ченная асимптотика в некотором отношении дополняет асимптотику, дан- 
ную в работах (1) и (2). Основным вспомогательным средством в настоя- 
щей работе является общая тауберова теорема Н. Винера. 


Введение 


Пусть в бесконечном интервале (0, со) или (— со, со) задано урав- 
нение 


у ® — 9(2)} у =0. (0.1) 


Функция 4(2) предполагается действительной и суммируемой в каждом 
конечном интервале. Обозначим через 0(5, у; ^) спектральную функцию 
уравнения (0.1) и через 0 (х, у; ^) — спектральную функцию уравнения * 


УЕ у = 0. 
Далее, положим при ^ > 0: 
А=р?, 0(2, у; ) = (т, у; в), 6 (а, у; = (а, у; в), 
Ф (5, у; в) =6: (х, у; в) — 6 (2, у; в). 


Цель настоящей статьи состоит в доказательстве следующей теоремы: 
ТЕОРЕМА. При каждых фиксированных х, уи щш>0 


Ши {Ф (2, у; а в) — Ф(х, у; а)} = 0. (0.2) 
а—> со 


Если №, Ффиксировано, а точка (х, У) пробегает конечную область, то 
равенство (0.2) имеет место равномерно. 

Частный случай этой теоремы был ранее получен В. А. Марченко (3). 
Доказательству теоремы предпошлем несколько лемм, которые приво- 
дятся в двух следующих параграфах. 


* Определение спектральной функции см. в работе (2). Если уравнение (0.1) за- 
дано в интервале (0, со), то в точке 0 следует задать граничное условие. 
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$ 1. Вывод некоторых вспомогательных формул 


Рассмотрим для определенности интервал (— со, со). В случае интер- 
вала (0, со) рассуждения аналогичны. 
Обозначим через $ (х, ^) решение уравнения (0.1), удовлетворяющее 


начальным условиям 
Ф (0, ^) =1, ей (0, ^) = 0, 

и через $(х, ^) — решение уравнения (0.1), удовлетворяющее начальным 

условиям 

$ (0, 3) =0, 30, )=1. 

Как известно [см. (?)], 


хХ-Е 


Ф (2, }) соз УЕ = в (ве ) + э(2-ь ^)] \ (5, 1, 5) $ (5, ^) 4$ 
х—1 
(1.1) 
Для функции (т, &, $) при #>0 справедлива оценка [см. (2), $ 1] 
х+! х+ 
1 1 
обес, } а аеекр (1 \ |094). (1.2) 
х— х— 


Из оценки (1.2) легко следует существенная в дальнейшем 

ЛЕММА 1.1. Пусть 2 принадлежит конечному интервалу (хо, *;). 
Существует Функция ® (1 (1`>0), удовлетворяющая следующим условиям: 

1) +0>0; 

2) $(1] монотонно возрастает; 

3) сиществует положительная константа а такая, что для всех 
достаточно больших Е выполняется неравенство 


Ф(Й >="; (1.3) 


4) если х принадлежит интервалу (х,, х\), то для всех &>0 выпол- 
няется неравенство 


|“ (2, 6 $) [< 3(0. (1.4) 


Доказательство. В силу оценки (1.2), достаточно положить (# >> 0) 


с 7 Хх. Е 
О | Пао (56 {19614 . 


х—1 х—{ 


Легко видеть, что функция $ (1) удовлетворяет всем условиям. 
2. Определим функцию 8 (#) следующим образом: 


1 


=, если #>.0, 
ы. если (< 0. 


Из оценки (1.3) следует, что & (1) 6 Г (— оо, со). Кроме того, из усло- 
вия 1) предыдущей леммы следует, что для всех # функция &(й) ко- 
нечна и положительна. Это обстоятельство чрезвычайно существенно 
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в дальнейшем. Далее, положим 
8 (+, а) = $ (1) соз аё, 


где через а обозначено произвольное действительное число. Помножим 
обе части ‘равенства (1.1) на 8 (1, а) и проинтегрируем по Ё в пределах 
от 0 до со. Мы получим формулу: 


9 (в) ь о, а) = (2-8, ди (е(е—ь 2), ди 
те х-1 Е во у 
+5 8 (4) 4: \ в (2,15) 9) = | {в.а + (2,5; а)} 96,1) 45, 
х— — © 
ь (1.5) 
где 


йа = \& (#) с0з аёсоз У.Е 4, 


0 
со 


Хх (т, $; а) = \ (п, &, 5) 8 (&, а) ай. 
[8—х| 

Существование функции / (5, 5; а) следует из оценки (1.4). Существова- 
ние функции #(), а) для >20 очевидно. Для ^<0 функция Йй(», а) 
также существует в обычном смысле. В самом деле, если 

оо 

94) 14" = о, 

-—во 
то из определения функции $({) следует, что, каково бы ни было поло- 
жительное число В, для достаточно больших { выполняется неравенство 


Ф(И > ей! 
и, значит, 
8 (< ем. 
Поэтому функция й(), а; существует для всех < 0. Если 
1947) 147 < о, 


то проще всего заменить функцию $ (1) на функцию $, (1) = Се", где С — 
некоторая константа. При надлежащем выборе константы С функция 
ф, (1) >$(1) и удовлетворяет всем условиям леммы 1.1. При этом 


со 


5 Ил 
. = с03 й 
и <} пе < 
и, следовательно, й ()., а) существует при всех ^< 0. 

Точно так же можно получить формулу 


$ (а, 2) вы) = \ {в — т, а) Ру (а, 5; а)} 6 (5,2) 4$. (4.5) 


ЕО 
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Формулы (1.5) и (1.5’) показывают что при фиксированном х функции 
$ (2,1) № (^, а) и $(2,^) № (., а) суть преобразования Фурье (по собствен- 
ным функциям © (5, ^) и %(5,^)) функции* 


таб -ва о \ рай 


[8—#| 


Поэтому из равенства Парсеваля следует [см. (2), $ 4], что 
=, 4) 46 (2, у;) = т \ (6—4) + (а, зза) (в (5 у,ад--%(у»з;а)} 45. 
и (1.6) 
Если 4 (5) =0, то 

(2,2, $) =0, 9(1;5:а)=0, 


и формула (1.6) дает 


\ 1? (), а) 4,6“ (=, у;*) = а — 2, 4)8 ($ — и, 4) 4. (1.6') 


— со 
Вычитая из равенства (1.6) равенство (1.6’), мы получим: 


со со 


\ 12 (А, а) 4 {6 (2, у; ) — 6" (в, у; )} = \ 8($— жа) х (у, а) 45 + 


ее \ 8 ($— у, а)х (1, 5; а) 43-1 \ и (а, ау, 310) 5. (1.7) 


—© 


со 


—©< 


Равенство (1.7) играет в дальнейшем фундаментальную роль. 


$ 2. Некоторые вспомогательные оценки 


1. ЛЕММА 2.1. Пусть #(1 и 1(\,а) определены так же, как и в 
предыдущем параграфе. Тогда при каждых фиксированных х и у 


0 
а \ 12 (), а) 430 (2, у; 1) =0. (2.1) 


Если точка (х, у) пробегает конечную область, то равенство (2.1) имеет 
место. равномерно. 
Доказательство. Оценим сначала интеграл 
со 
\ созВ? ИХ] 4, 4,6 (2, у; ^) 
—со ь 
при произвольном положительном числе &,. С этой целью проинтегри- 
руем обе части равенства (1.1) по # в пределах от 0 до &. Мы получим, 


* То, что эта функция имеет интегрируемый квадрат, легко следует из оценки 
(1.3) (см. также доказательство леммы 2.2). 
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изменив порядок интегрирования: 


т Х в” ее 
9 (, ^) 51 эт ю _ == \ [+ \ (1, &,5) 4 ^) а. 
х—& [8—х| 
Точно так же 
и а е 
$ (2, ^) = о \ [+ \ 0(,6) |5.) 4 
6 |8—х| 
Поэтому из равенства Парсеваля следует: 
МЫ Е ях 5 р 
\ И 6 (, 2; 1) = \ (+ \ вонь 4$. 
2 х—& |3—х] 


Из этого равенства и оценки (1.4) следует оценка: 


© зн ТЕ : 
46 (2,253) < И +9 (@4)}?, (2.2) 
если только 5 заключается внутри интервала (5%, 2.) (см. лемму 1.1). 
Так как 
Вии зшВ У [2 (4-14) 
сов УЛ и У 
то из оценки (2.2) следует: 
0 
\ соз № УП] 46 (2, 2:2) За ы+0= о: (2.3) 


—с 


Так как [см. (2), $ 3, формула (3.14)] 


|9 (2, у; №) | < {49 (2, 2; ^) - 46 (у, у; ^)}, 


то из оценки (2.3) следует 


0 


\ с08 #2 У [|4 446 (1,5; ^) < 5 


—© 


т. я (2.3') 


если только 51 и у принадлежат интервалу (хо, х,). Перейдем теперь не- 
посредственно к доказательству равенства (2.1). Меняя порядок интегри- 
рования, мы получим: 


. со со 
[= \ 2 (), а) 4)0 (х, у; ). )=\ 8086 $) Е (1, У; $, #) с0$ аЁ с08 аз 4 45, 
в бо 
гре 
Е(х,у;$,8) = | с08 УХ Есоз УХ $46 (№): 


‚Из оценки (2.3') и неравенства Коши—Буняковского следует: 


1 
Е ’ 1 Е т 2.4 
и (2.4) 
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Поэтому функция 
Е (2, У; $, 8) = 8 (5)8 (0 Е (5, У; $, 1) 


при фиксированных д и У абсолютно интегрируема в прямоугольнике 
(0<;<о0; 0 << оо); следовательно, равенство (2.1) выполняется при 
каждых фиксированных 5 и у.Чтобы доказать, что равенство (2.1) имеет 
место равномерно в каждой конечной области, заметим, что функция 
Е(5,у;5,#) имеет непрерывные частные производные по $ и, а функция 
2 (5) имеет производную, суммируемую в каждой конечной области, что 
следует непосредственно из определения этой функции. 
Выберем произвольное положительное число М и положим 


ММ 
Й = \ \ Е; (5, У; $, #) с03 аё -с0$ а$ 45 а + 


оо 
+) 


У (2, У; $, 2) с0$ ай - 0$ а5 4$ 4 =1, + [ь, 
м 


где Ом — область, лежащая вне квадрата (0<;5<М; 0<2:< М). Обо- 
значим через = произвольное положительное число. Из оценки (2.4) 
следует, что при достаточно большом Л будет выполняться неравенство 


<>, (2.5) 


и притом равномерно в каждой конечной области изменения точки (5, у). 
Преобразуем интеграл /:, интегрируя его по частям. Мы получим: 
№ 
| ща , с 
т = (5) соз а5 [ = &(М№) Е (т, у; $, №) — 


0 


№ 
ел: =) Е {Е (1, у;5,0 8 ()} зп @] 45. 


0 


Поэтому при фиксированном Л и фиксированной области изменения 
точки (5,у) можно взять а настолько большим, чтобы имело место не- 


равенство 
[1.1 <>. (2.6) 
Из (2.5) и (2.6) следует 
17| в, 


что и доказывают лемму, ибо число = было выбрано произвольно. 
ЛЕММА 2.2. Пусть функция 8 (1) определена так же, как и в пре- 
дыдущем параграфе, и пусть 


(за) = % (5,1,5) 8 (1) с03 аё 4. 


|3—х| 
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Имеют место следующие утверждения: 
1) при фиксированных хи а х(х, з; а) ЕТ, (— оо, со); 
2) при фиксированном х 


па \ 1? (2, 5; а) 4 =0. (2.7) 


а—>со 


Если х пробегает конечный интервал, то равенство (2.1) выпол- 
няется равномерно. 
Доказательство: 1) В силу оценки (1.3), 


со ©®) со 2 
\ А (15 за). 0$ = \ 4 | \ < (х, вдова < 
— со —с 1[8—я| 


<( “| ( Ф ое < а \ г => | Е 258—145 = ©, 
[5х1 оо 


—© [83—%| — со 


что и доказывает утверждение 1). 
‚ 2) Обозначим через М произвольное положительное число и положим 


со со 2 со 2 
= \ “| \ 4 (2, &, 5) 8 (1) с0з ма — \ “| \ 4 (5,1, 5) 8 (1 с0з аа -|- 
—с 18—х | 15 15М№ [8—х | 
со 2 
- \ “| \ в, С, БЕ (деовагаи| = +1, 
[8]>М№ [8—х| 


Из оценки (1.3) следует оценка 
, т 1 2а. | 3—х 
[< ( «| { гии = о — 
[5>М№ [8—1 [8|> № 


1 2 
— ое [1 —х| мы ео - $ (2.8) 


Далее, обозначим через Х произвольное положительное число и положим 


Ра 2 
И — | а» 6, 5) (довела —= 
[815 М№ [8—х| 
х © 2 
== 45 3 (1,1, 5) 8 (1) соз аа а -- \= (2, Е, 5) 8 (1 соз м а = 
[515 [8—х| х 
т ь 
= \ 43| \ 30 (т, В, 5) в (1) с0$ и} + 
18] < № [8—х| 
х со 
+2 | & | | (1, Е, $) 8 (0 с05 4} | | 0 (® 1, 5) 2 (1) с05 аи + 
18] М [8—2 | 


а (|= (2, в 5) (0 сова" = Ты + Г + 1. 


[$15 М 
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В силу оценки (1.3), 


со 


2 —2Х 
и 4 {е-ма =- Що, (2.9) 
13] < М х 1$] < М 
1 х а 8—1 .@“Х ом 
51° {1 &{ ежа - {т м. (2440) 
1$1<М 15—х| о 


Далее, из свойств тригонометрического интеграла следует, что при фикси- 

рованных Ми Х | 
о (2.11) 
а—>со 

Выберем произвольное положительное число е и возьмем Л настолько 

большим, чтобы выполнялось неравенство 


| -т, (2.12) 


что возможно в силу оценки (2.8). 


Выбрав М, возьмем Х настолько большим, чтобы выполнялись не- 
равенства 


< (2.13) 


т" (2.14) 


что возможно в силу оценок (2.9) и (2.10). Наконец, в силу (2.11), при 
фиксированных ЛМ и Х можно выбрать положительное число А = А (е) 
настолько большим, чтобы при |а| >> А выполнялось неравенство 


Е (2.15) 


Из сценок (2.12) — (2.15) следует, что при |а|> А выполняется нера- 
венство 


|1|<е, 


а так как число в было выбрано произвслЕно, то последнее Е текств 
означает, что 

Вт 1 =0, 

а—>с<о 
что и требовалось доказать. Из проведенных оценок ясно, что если 5х 


пробегает конечный интервал, то равенство (2.7) выполняется равномерно. 
2. Положим 


со 


&(И^) = \ & (1) соз УХ 14. 
Тогда . 


в, а) =; # (Уха + (ИХ а), 


2 (0, а) =. {№ (УХ а) + 2х + (ИХ -я (уха), 


О СПЕКТРАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ 481 


ЛЕММА 2.3. При фиксированных 5 и у 


со 


Пт (ИХ +9 (ИХ— а) 46 (2, у) =0. (2.16) 


Равенство (2.16) имеет место равномерно в каждой конечной области. 

Доказательство. Положим А ==р?, 6 (5, у; ^) =0, (х, у; №) и про- 
должим функцию 0, (5, у; р) на отрицательные |+ нечетно. Так как функ- 
ция А (р + а) (р —а) (а фиксировано) четна, то вместо равенства (2.16) 
мы можем доказывать равенство 


со 


Вт А-а (в — а) 4,5, (2, у; в) =0. (2.16) 


а—>< —<© 


При этом достаточно рассмотреть случай а > 0. Положим 


со 


1= \ Гоа — а) 4,6, (2, уз в) = { А-а — а) 4,6, (2, у; в) + 


ня \ К (и а) К (р — а) 4,6, (х, у; в) = 1+ 1.. 
о 
В силу неравенства Коши — Буняковского, 
171 (р 2) 1,6, (2, уз в) #(— 2) 14,6, (а, у;в) |. (2.47) 
0 0 


Из монотонности функции 8(1) следует, что при больших * в 
1 
вы =0(,,). 
Далее, из леммы 3.3 работы (2) следует, что 
1 
зир У {6 (т, у;р)} < С, 
—©<<и<о в 


причем константа в этом неравенстве зависит от области изменения 
точки (5, У). Поэтому мы имеем: 


(р + а) | 9,6, (2, у; в) |< ол! (2, ув) |< 


«ео 


=.—>8 


со 


(и — а) [ 4,0, (2, у; в) | <} № — а) | 4,0, (е, у; в) |= 

0 —©< 

со —1 со 

(2) 14,6, (2, узв-а) < Са+ УХ дд 0. 
Ё=— о 


К=) 


* В самом деле, 


0 
Жы|= | иозьыа] < < гоа- 80. 
0 
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Из этих оценок и неравенства (2.17) следует, что Пт 1, = 0. Точно так 
. а—>< 


же доказывается, что Иа Г, = 0. 
а—>со 


3. Рассмотрим теперь интеграл 


со 


(РУО) & 6% -И ви )}. (2.48) 


0 


Положим 

=, 60(5, у; ^) — 0" (5, у; ^) = 6, (2, у; в) — 61 (х, у; р) =Ф ($, уз) 
и продолжим функцию Ф (5, у; №) (5х, у фиксированы) на отрицательные | 
нечетно. Так как функция А (р) четна, то 


0 


(Е -+)4,Ф (у; = |} («а а,Ф (ув). 
0 


—© 


Поэтому интеграл (2.18) можно преобразовать к виду 


} (в —4) 4, (2, ув). 


Из равенства (1.7), неравенства Коши— Буняковского и лемм 2.1, 2.2 и 
2.3 следует основная в дальнейшем изложении 


ЛЕММА 2.4. При фиксированных хи у 


со 


Но \ (+ —0)4.Ф (ур =0. (2.19) 


а—>00 


Равенство (2.19) имеет место равномерно в каждой конечной области. 


$ 3. Доказательство теоремы 


1. Лемма 2.4 позволяет, опираясь на основную тауберову теорему 
„Н. Винера, доказать теорему, сформулированную во введении. 

Нам понадобится следующая тауберова теорема Н. Винера [см. (*), 
стр. 74]: 

Обозначим через }(») измеримую ограниченную функцию и предполо- 
жим, что для больших р. выполняется оценка 


И 1=0(). (3.1) 


Далее, предположим, что преобразование Фурье функции }(») не обра- 
щается в нульТни в одной`точке. Пусть } (в) — измеримая ограниченная 
функция, удовлетворяющая для больших |. оценке (3.1), и пусть функция 
9 (»)) удовлетворяет условию 


ар У (042) <. (3.2) 
<< в 
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Тогда если 

Би | е-оминА | а, 
о 

Би | лед Л). 


В частности, если А =0, из равенства 


а—>оо 


Ве \ /(#— 2) 40 (в) =0 
следует равенство 


Нш \ Л (4) 4 (+) =0. 


а—>® 
—с 


2. Положим } (1) = Ё? (в), где 
#(®) = \ 8 (1) с0$ ыё а. 
о 
Покажем, что преобразование Фурье функции }(») ни в одной точке не 
обращается в нуль. С этой целью рассмотрим свертку функции 8 (1. 
1 со 
и (0 =5 | 82-408 (0) 4%. 
Так как 8(1) есть преобразование Фурье функции №(р), то, как легко 
проверить непосредственным вычислением, #,(1) есть преобразование 
Фурье функции #? („) = } (в). Так как & (1) >> 0, то в, (#) также больше нуля. 
Выберем теперь произвольное фиксированное положительное число ро 
и положим 
И если ОЗ 


О для прочих р. 


л®- | 


Далее, положим при фиксированных д и у 
9 (2) =Ф(2, у;ь). 


Так как для больших ш Ё (в) = 0(-.) ‚ то функция | (р) = (в) удовле- 
творяет условиям теоремы Н. Винера. Функция ], (р) также удовлетво- 
ряет условиям теоремы Н. Винера. Наконец, функция 0(») также удовле- 
творяет условиям этой теоремы, что следует из леммы 4.4 работы (*). 

Поэтому, на основании леммы 2.4 и тауберовой теоремы Н. Винера, 


со ш-ра 
Пт \ Л (#— а) 4, (т, у; в) = Шт \ 4Ф(т, у; в) =0, 
а—>со 5 а—>со а 
т. @ 
и {Ф (5, у; № а) —Ф(х, у; а)} =0, (3.3) 


что и требовалось доказать. 
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В частности, при х=у из равенства (3.3) следует 


Ша (6; (2, 2; ю а) — 6 (2, 2; а) = в. (3.4) 
а—><о 
Так как равенство (2.19) имеет место равномерно в каждой конечной 
области, то из доказательства теоремы Н. Винера следует, что равенства 
(3.3) и (3.4) имеют место равномерно в каждой конечной области. 

В заключение заметим, что из равенства (3.4) можно получить асим- 
птотическое поведение спектральной функции 0, (5х, у; в) на диагонали 
т=у, однако без оценки остатка. 


Поступило 
12. Х[. 1952 
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В. И. НЕЧАЕВ 


О ПРЕДСТАВЛЕНИИ НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ СУММОЙ 
СЛАГАЕМЫХ ВИДА ® @-+) `` @+п—1 


п! 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В настоящей статье рассматривается проблема Варинга для мно- 


(#1)... (пт -— 1) 

я . При этом существенно улуч- 
шается оценка $ (ф„), установленная автором раньше (*). В доказательстве 
используются новые оценки некоторых тригонометоических сумм. 


гочлена ф„ (2) = 


Пусть пр— целое > 12, —$(1)= 9, (1) =2(@2-1..--(&-п—1. 
Символом С ($„) обозначим наименьшее целое г со свойствами: существует 
постоянное с с условием, что при г=С (9) всякое целое М>с 


представляется в форме 


: з Ф (=) 
МЕ... (1) 


< целыми неотрицательными х;, но не существует никакого с’>> с такого, 
что всякое целое М> с’ представляется в форме (1) при г<С($»). 
Символом &(Ф„) обозначим наименьшее г с условием, что всякое целое 
М№_>.1 представляется в форме (1). Нетрудно доказать, что 


С (‹,) >. п. 
Нами доказано [см. (*)], что 


С (©) < 4п шп - 8пш Ши, 
а также, что 


"+ [| +[5] <) <->"? шп + биши. 


В настоящей работе доказывается, что 


2 (п) < бп шп - 9п ш шп. 


81 
Уточним оценки некоторых тригонометрических сумм. Введем обозна- 


4 
чения: п — целое >. 2, у = > Р- простое, 5$ — целое 0 


1 (2) = а {ах Е... а” 
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— многочлен степени п с целыми коэффициентами. В случае, если 


4 — целое > 0, (а, а», ..., 4»,4) =1, полагаем 
а 2 2. 
О (2) 
х—1 


Мы говорим, что многочлен (5) имеет степень т по модулю р, если 


И опри —10 


(в, р) = р при #>т, 


и пользуемся обозначением 


т = ст] (2) (шо4 р). 
Буквою [, будем обозначать число различных корней сравнения 
Х (2) =0 (тоа р), (3) 


буквою х— наибольшую из кратностей корней этого сравнения. При 
х>1 положим 


$ (2) = Ушр, 
к (2) = У 1. 
р<х 


Мы будем пользоваться неравенствами, установленными Чебышевым: 


Ш 
9 > 4—4" — рва 2— ша 3, | 
и | 6 
$ (2) 52—42" вт пиве 5 ше +2 [ 
(А = 092129...) 
0,92 1 <= (2) < 1,4 м. (5) 


Морделл (2) установил, что 
1 


|5 (р, /(2))|<п” ре. 
Для составного 4 оценку сумм (2) дал Хуа Ло-Кен (3). Он доказал, что 
|5 (р, 1(2)) | < п?" р а (6) 


и что при любом 4 


5 (9,1 (2)) < а“, 
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где = — произвольно малое положительное число. В 1948 г. А. Вейль 


дал оценку тригонометрических сумм весьма общего вида. В частности, 
он установил, что 


|5 (р, / (2) |< пр? *. (7) 


Эта оценка дает возможность существенно улучшить оценки Хуа Ло-Кена. 
Так, оказывается, что при любом целом 4 


5 (4 71(2)) < а*. 
ЛЕММА 1. Пусть $ >. 2, р> п, т=ст } (2) (шо4 р), п, > 1. Тогда имеем: 


| р—2 5 ре / (х) | 


|5 2” В ие ть 


х=1 | 


где }(х) — многочлен степени п с целыми коэффициентами, в — неот- 
рацательное целое, удовлетворяющее условиям: 


ют, 23 пь в -- Ц, 1 < <ь 
п, = ст (2) (шой р). 


Замечание. При 4 <1 имеет место равенство. 
Доказательство. Имеем: 


ИФ рат 
% 8 
5 (Р°, / (2) = Х Ме о 
У=1 2=1 
8—1 й 
р 5 1() р и Й (у) 
ЕЕ =” 
У—1 2=1 
Мы можем предполагать, что К >21. Пусть ^л, №», ..., № — различные 
корни сравнения (3), т, *», ..., м, — соответственно кратности этих 
корней. Тогда имеем (< ах (1. )): 


а. т < -1; Вт. 


Далее, находим, что 


и р м 1 (А; 7х) 
Е ею. 
1—1 = 


Обозначим через Х тот из корней сравнения (3), для которого модуль 
внутренней суммы имеет наибольшее значение. Через |+ обозначим целое 
с условием, что 
(А р2) — 7 (^) (8) 
Л (2) = ри 


` 4 
* Указанное соотношение есть следствие неравенства [см. (*)] 


21 о 


о,’ хе 


== 


= 


где у — лю5ой характер модуля р. 
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есть многочлен с целыми коэффициентами, не все из которых делятся 


на р. Тогда 
рз—2 2. ри], (х) 


Е: 


х—=1 


|5 (*, 1(2)) | < р 


Из условия (8) получаем: 


п) (^) 


О р дм, (9) 


ри], (2) = РГ (1%) + Р 
Легко видеть, что в >.2. Далее, так как при # >> т 


«9 (^) ==0 (тоа р), 


то № «т. Пусть п, = ст] (2) (шод р). Нетрудно заметить, что 1 < п < в. 
Мы имеем: 


{ (^) =0 (шо р), Г’ (0) =0 (шо4р), ..., [№ (^) =0 (шоа р), 


поэтому “>в —1, откуда 4 + р < т -1, что доказывает утверждение. 


ЛЕММА 2. Пусть $ >. 2, р> п, т= стр (2) (то4 р), пт > 1. Тогда суще- 


ствуют такие неотрицательные целые числа (3, [,,..., 0—1; №, Во, +, 
удовлетворяющие неравенствам: 
в < +1, 


й 
+ 
ЕВ 
Л 
т 
ть 


23 Зы <. <<< п; ШИ, 
что для них 
15 (Р°, 1 (2)) [< 6... Бор" 5, 
где 
а) р=1, 0 =0, если во м, + Ри 1; м +... в; ш= 0; 
1 
6) р=рь = 5, ебли = 1 


Доказательство. В силу леммы 1, 


рз—2 ы 
Ра) 


м 


х-1 


|5 (р°, 1 (2)) | < р 


где ]; (2) — мвогочлен степени п с целыми коэффициентами, |1, — неотри- 
цательное целое, удовлетворяющее условиям: 


Быт -1, 25 в 
< 1, 1 < <ь,, 


По 


пу = ст (2) (шоа р). 
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Если $5 >. +1, то применяем лемму 1 снова. Продолжая так дальше, 
мы, наконец, получим: 

81-8 1. (х 
р8—1 ей {т (х) 


$ 
ет ва 


Х=1 


[5 (р°, } (2) | ЗА... рычит 


где /+ (7) — многочлен степени п с целыми коэффициентами, 
6. Ва 
и либо 5, либо 5.1=р,-1 а ДЛЯ неотрицательных чисел 
1, ШЩь Рь..., №, выполняются неравенства: 
ЮВ < т + 1, 
ар - 1; 
23 ы <... ЗП <п м“; 
1<п, <, п=остЬь (2) (по4 р). 


Если $ ч< р, то 
15 (р 1(2)) |< ЗАД... 6—1 р". 


Если же $4 =ь,-1, то 
1 
|5 (р*, 1 (4) [3 А.. Аа вр" >. 


Тем самым наше утверждение доказано. 
Следствие 1. Пусть $ > 1, рп, п = ст} (2) (то4 р), п > 1, <<1. 
Тогда 


5 
|5 (р*, 1 (2)) |< 2пр*. (10) 
В самом деле, пусть $>2. Тогда ==... = =2, А <1 длЯ 
1=1,2,....Г— 1. Поэтому 
ие 
рп. если $ = 2, 
И. 


8—7— — 


рр ь <2пр*, если $ = 2" 1. 


Если же $ = И то справедливость утверждения следует непосредственно 


из неравенства (7). 
Следствие 2. Пусть $> 1, п> 12, т = ст} (2) (шо4 р), п > 1,*<1. 


Тогда 
15 (р, 1 (2)) | < сир, 
где 


| п если рх п? 
4 если р >. п?4. 
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В самом деле, в силу (7), 
п—2 


[5 (р, т. (1) < пр. 28 ре. 
Если же $>2, то, в силу (10), имеем: 


п—2 


15 (р, (2) пр а пер, 


Но 
п—2 2 [ =. 4 
Ее, Е 12 ат, 
И И 
| 1, ели р п?*. 
ЛЕММА 3. Пусть ть 45, ..,, ХУ, ..., У" — неотрицательные целые, 


удовлетворяющие условиям: 


у < п-1, 
д) Ну < +1, (14) 


т, 9" < У = "к 
Тогда 


®—1 
И р” : 
Доказательство. Так как при целом. а 


а 2 
то 
ЧАЯ о боб дика Ехь-НУ т, 


откуда, в силу (11), следует наше утверждение. 


ЛЕММА 4. Пусть $5>1,п>12, т=ст[(2) (то р), п >1. Тогда 


|5 (р, 7 (2)) | < с1р*@, 
где 


о те рааа 


с < 
м 1, если р. 2". 


Доказательство. а) $>2. Мы будем пользоваться обозначения- 
ми леммы 2. В силу лемм 2 и 3, при р>п 
15 (р, (2) < 2" ре". 
Нетрудно проверить, что 55 —г—0<0. Поэтому 
15 (р°, 1 (1) |< 2". 
Пусть р>. 2". Покажем, что 


о СВ 
Возможны два случая. 


1) <... 6 = 0, в =1, 


2) $ = м рат... м 6=-, =. 
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Если $53 р +... а то 
Е а 
Если же $ =: р» + +. + № +1, то 


т 
Пиф" — 


Ч 


т 


1... ро 8 < п2 


Поэтому при р>. 2” 
|5 (р°, 7 (2) [< р"@-®. 
6) $ =1. В силу (7), имеем: 


1 


|5 (р, /(2)) |< пр*. 


и а если рп, 
ды и если р> 27. 


Таким образом, лемма доказана полностью. 


ЛЕММА 5. Пусть х>100. Тогда 0,75 < $ (1) < 1,11 $. 
Доказател ьство. Легко проверить, что из неравенств (4) выте- 
кает справедливость соотношений: 


459. (2—1, 11 2 прил 100, 
2) $3 (2) >0,7х при х> 700. 
Нетрудно убедиться в том, что 
$ (100) >83, 3 (193) >> 178, 3 (409) >> 292, 
$ (113) >> 107, $3 (251) > 232, 3(523) > 374, 
$ (151) >> 136, 3(331) >> 292, 3(691)>> 484. 
Отсюда следует, что неравенство $ (2) >0,7х выполняется и на интер- 
вале (100, 700). 


ЛЕММА 6. Число различных простых сомножителей, входящих в 
каноническое разложение целого М `> е10, не превосходит 


ш1М№ 
1,6 шшМ— Ш 1,6 ° 


Доказательство. Пусть ра р»...рг< М < Р1рь...Рерыь где 
р1=2, р.,...— простые числа, занумерованные в порядке следования. 
Очевидно, что число различных простых сомножителей, входящих в 
каноническое разложение целого М, не превосходит &. Так как $ (101) = 
— 88,3 < 100, то р, >100. Имеем: 

4 


р Ра (рр... р, 


откуда следует, что 


Зо м < 6 (р) < шМ. 
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В силу (5), #< 1,11 . Поэтому, применяя лемму 5, получим 


ш № 
Вы Ме. 


ЛЕММА 7. Коэффициенты многочлена 
ф (5) =2 (2 - 1)..-(&+п—1) = ах + а? +... - аа" 


удовлетворяют неравенству 


| —1\7— 
ока ет“) И 


й (п 
Доказательство. Коэффициенты многочлена (5 - 2 (п —#—1) 


не превосходят соответствующих коэффициентов многочлена |х -- 5(п—1) 
Отсюда следует, что коэффициенты многочлена $(7) не превосходят 


п—1\п 
5 у что доказывает 
лемму. 
ЛЕММА 8. Результант О) первой и второй производной многочлена 
Ф (1) =5(2-+1).-.(5--п— 1) удовлетворяет неравенству 


<<, 


Доказательство. В самом деле, все корни многочлена ф (2) 
действительны и различны. Отсюда следует, что производная многочлена 
Ф (5) не имеет кратных корней. Поэтому |О|`>0. В силу леммы 7, 
коэффициенты многочленов $’(2) и $” (т) не превосходят п”. Оценивая 
тривиально абсолютную величину определителя 0), получим: 


| р |< (2® С 3)! (пери в (2п)2" п2т*—3п < пт, 
ЛЕММА 9. Пусть © (2) =х(& + 1)...(% + п— 1). Тогда число простых, 
Эля которых сравнение 
Ф' (5) ==0 (шо р) 
имеет кратные корни, не превосходит 1,6п?. 
„Доказательство. В самом деле, число различных простых дели- 


телей результанта многочленов $’(х) и $” (т), в силу лемм 6 и 8, не 
превосходит 


212 шп 
156 прош тв < 60. 
ЛЕММА 10. Пусть 4 — целое>0, п>.12, (а, а»..., а», 9). = 1, 
(а, 9) = 1, 


2 г К 


а 
баа= У е 


х=—1 
Тогда имеем: 


|5а,а| < 2" На. 
Если } (т) = $ (5) =х(% +1)... (® Еп— 1), то 


|5 |< 624 ^. 
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Доказательство. а) Известно [см., например, лемму 3.2 рабс- 


ты (*)], что 
Заа= 5“, а —& П у 
р ф 


где р пробегает различные простые делители 4, а’ — целое, взаимно простое 


с р. Отсюда следует, что 
Га Га И! 
ба,а 5 П 9, ъз | ба’ П б.р ? 


где произведение П’ распространяется на все простые делители 4, не 
превосходящие п, произведение П” распространяется на все простые дели- 
тели целого 4 с условием п<р-< 2" и произведение П” распространяется 
на все простые делители 4 с условием р > 2”. В силу (6) и леммы 4, имеем: 


Й © о 7 п2® $(1—У) п2пл(п) 7 м 
| а’, 08 < р < р 
Ш [15 рз| < 2и—1п(27) Г ра, 


И р. 


Поэтому, ввиду (5), 


| у са петли) 2—1) (2) 1фу =. ету. 


6) Пусть }(5) =Ф (2) =х(2- 1)... +п—1). В силу леммы 9 и 


следствия 2 из леммы 2, 
2 
и 3—2 п(п?,4) и 
1,603 ие 
П |’ оз |< 2 пла П р* У), 


Поэтому 
[За < 2" 97°. 
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В этом параграфе мы установим оценку для в ($). Введем следующие 


обозначения: /М — целое > 0, г и А — целые, 
г>21п--1, >41 п>12, М=имМ, Р=[М\| 
Р, = [0,25Р], Р. = [0,5Р: '|,..., Ри = [0,5Рь—1]. 
Полагаем 
и=9 (51) + $ (5) +... Е $ (6), 
где & пробегает значения: 


= ДР, Ру... 22—14. 


Число чисел и обозначим через У. Легко видеть, что У =Р:Р,.. 


Пусть и, пробегает те же значения, что и и. Полагаем 


ЕЕ Е, 


Ре 
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Обозначим через / (№) число представлений целого М = п!М в форме 
М = 9 (2:) + $ (2) Е. --- 9 (1) Ни аа. (12) 


п 
Пусть * = РЁ. Тогда имеем: 


аи 


им) = Г ппеемаь, 
И 


где 
Р 
1 ( 
= У е?л4а(х), 
х=—1 


0. = Уретом, 
и 


Интервал интегрирования (—л_1 1 —х_ 1) разобьем на основные и допол- 
нительные интервалы. Основными назовем интервалы, включающие все 
и с условиями 


а=ть @д=и --<2< 
0<4<Р:^ 0О<а< Ч. 


Интервалы, остающиеся после выделения из интервала — < 11 —*\1 
основных интервалов, назовем дополнительными. 

Соответственно этому разбиению интеграл 1 (№) представится суммой 
двух слагаемых: 


(М) = В (№) +1 (М). 


Полагаем, далее, при (а, 4) =1, а>0 


а 
211 — $(х) 


а 
о. 
х=1 


Заставляя а пробегать приведенную систему вычетов по модулю а, 
полагаем 


2т М 


А (4) = А (а, М, г) ) =9! Убе " Ч 


Пусть, далее, 


ем = У дц, 


$ (р) =ф(р, М, г) =У А (р, М, г), 
= 0 


А 
Те 
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В главе 8 работы (1) было доказано следующее утверждение. 
Пусть для положительных постоянных 91, а», я @., а при всяком 
зелом М> с выполняются неравенства: 


а бт-ь 


у (№) = 7И.. к = (Мг г) ая 
№ 


А ны 
жде 0<8< 0,5% (1—5), 


тУ—1 1 тУ—1 
№ 7 


"Тогда при п >. 12 имеем 


8 ($) < шах (п м пс - Зв -[ 2,2% +»), (13) 
‚если 
К 
> [вла (аз + ва) @5]°. : 
Положим 
Л 18п3 [п п 
= 2-1, —_ 2) +1. 
Имеем: 


Е т 4п шп + 21 ш шп -+ 6,41 < 4п шп - 9п ш шп. 
Оценим постоянные &1, &,; @з, @а, 95. 


ЛЕММА 1. Имеем: шо, < 3%. 


Доказательство. В силу леммы 3.8 работы ('), 
© (М, г) = Пф(р, М, Я) 
р 


‚где р пробегает все простые числа. Поэтому 


м5 = Пиз Пия я 


где произведение П’ распространяется на все простые, не превосходя- 
щие п?“ произведение П” О на все простые из интервала 
'(п2м, 2”), для которых сравнение $’ (1) =0 (мор) имеет кратные корни, 
и произведение П” распространяется на все остальные простые числа. 
Как в лемме 3.9 работы (г), находим, что 


ф (р, М, > р 9+5. 
Рассуждая, как в лемме 8.4 работы (т), получим: 


—9 У б+шр < -5( У шр+ш2 +1 2 г)< 


р<п24 <п?,4 р<п Р 


<2п (1,22 + ш2 + п?) < 0,774. 
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В силу лемм 4 и 9, имеем: 


Пия 1 отезт-ьвтй 08,2“ 


$ (у < 
При р >. 12,4 
зы У 
[$ (р, уу г) —1|< В 5 Не 
$=1 
ибо 
. в У. р’. 
1 == - 
Поэтому 
ф (Р, М, г) > 1 — ре 5,5 
И 
Пе ТЕ С У < < Па ор Е 6,5% 0, 55 м го, бу __ д—1—0,5% ат — 2п. 
. = 4 п 


Собирая полученные оценки, найдем: 


е0,77“ 23,21 о езте. 


1 
© (М, г) < 
ЛЕММА 2. Имеем: а›< 1. 


Доказательство. В самом деле, 


я Г (0) Кайе ВЫ ва —9"—1 ип 
та ат - ауте < 2 а А. 


ЛЕММА 3. Пусть М№`>> п?"". Тогда 
[14 (№) —Т, р "6 (№ г) | а» 


де дык в. 

Доказательство. Пользуясь обозначениями работы (1), покажем, 
что: 

а) сц < (6п)""". В самом деле, если М >> (6п)" +", то Р> (би)" 1, 
а тогда, как в лемме 8.6 работы (!), имеет место: 


ОРЗ ат ор буа от 


и 


6) с», < п! п". Прежде всего, 
24 < п! п". 
Далее, при М> п! п?" имеем 
Р`> п20". 


Как в лемме 8.6 работы (!), получим: 


Ру 9—2 ра— 1, 
Но 


п— 5) 11 (1—у) 


(1 — 5): >> (9п? я). >> (9 ши)" >> (1072 ши) * 
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Поэтому 
о 1 п 
Ру > А 10 ши "рая с ® — п?, 
а отсюда, как в лемме 8.6 работы (1), мы получим, что 
сло © п! И20"*, 
в) В силу леммы 10, мы вправе положить 
-е®. 
г) Как в лемме 8.6 работы ('), получаем: 
С:5 = о“ и. 06т-3 а. = с. 
Далее, имеем: 
С16 = (2" Е 1) ба, 
с17 < (бсиь - 2765) < (6. 2" +6 2) с» 
Гау)" + 
в. (5 - Зп С =) (п|)^ = 
< (30.2 + 205.27 + 3») -п’сз < (8пс,)" < е"". 
ЛЕММА 4. Имеем: 
Е 
где 


т 


> 6и3 ш 123 ° 


Доказательство. В силу неравенства (13) гл. 7 работы (1), 


ы т 
| 1, (№) | =. (8п) = пт п 127 Оита ТИ = 
где 
т 
2 63 ]п 123? 
что устанавливаем, как в лемме 8.7 работы ("). 
Имеем далее: 


1 
— тт 120 
аа 
с (Вт) т (2т 1) Та 1272 02т' 1 972 п пот 1) ши — е8"* \ 


ЛЕММА 5. Имеем: < 4. 
Доказательство. В самом деле, рассуждая, как в главе 


работы (1), получим 
У р = и 
№ 


но 
д, 
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Из доказанных лемм следует, что 


1 ола» (яз + 94) о5 < Ш е3"" (е5"* - ез"*) 4 < 8п4 -- ш5. 


Пусть 0,5%? (1 — у) <8:, тогда 


Шер Шала (аз + 04) аъ < 2118 < 726 ш 122. 
Если 
5: — равная < 05% (1 — 5), 
то 
] 63 п 1272 
п 


с< —— — Ша, (яз - 94) 05 < 2418 ш 1212 < 72п8 шп. 


Поэтому имеем 


Н (с, п) < 6п шп-+ п 72 + ппшп-+ 35-2 
< бп шп - 7,28 + пп шп бп шп -+ 9п ш шп, 


откуда, в силу (13), следует, что 


8 (©,) < вл шл(1 щи). 


шп 


Поступило 
18. 1П. 1953 


ЛИТЕРАТУРА 


им. В. А. Стеклова Ак. наук СССР, ХХХУШ (1951), 190—243. 
2 

зегез, 3 (1932), 161—167. 

Ак. наук СССР, т. ХХП, 1947. 


№. 5 (1948), 204—207. 


Нечаев В. И., Проблема Варинга для многочленов, Тр. Матем. 


ин-та 


Мог4е!1 Г. Г., Опа зим апа!050и$ (ю а Сапзз’з зат, Опаг6. 7. Ма й., Ох{ог@ 
Хуа Ло-Кен, Аддитивная теория чисел, Тр. Матем. ин-та им. В. А. Стеклов» 


\Уеу! А., Оп зоше ехропеп Ма] зитз, Ргос. Маф. Ас. $1. У/азшеоп, у. 34, 
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С. Б. СТЕЧКИН 


О ТЕОРЕМЕ КОЛМОГОРОВА-СЕЛИВЕРСТОВА 


(П редставлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В работе даются новые формулировки и устанавливаются локальные 
аналоги теоремы Колмогорова-Селиверстова. 


Введение 


Как хорошо известно, А. Н. Колмогоров и Г. А. Селиверстов [(з), (4); 
см. также ('), $ 10.32] доказали такую теорему: 
Пусть }(<) 6 Г? [— т, п] в 


И ==-5% + я (а, соз пх -Е В, зт п1) 


01 


— ряд Фурье функции }(2). Если 


у 6% шп о, (Г) 


п-=2 


где р? = а? - то ряд © [Л сходится почти всюду. 
А. И. Плеснер (8) установил, что условие (Т) выполняется в том и 
только том случае, если 


2п 2 
| \ Е (1) 
оо 


Нетрудно указать еще несколько условий, равносильных (1) или (П). 
Обозначим через «(2 (5, }) квадратический модуль непрерывности функции 
1 (2) 6 Г [—т, *|, через «2 (д, /) — ее квадратический модуль гладкости и 
через `В“ (/) (п=1,2,...) — квадратические приближения функции / (2) 
ее суммами Фурье. Иными словами, предполагая, что функция }(5) про- 
должена периодически на всю числовую прямую, положим 


1 


%‘2) (5, }) = и „14ь1 (2) И. ри /( 12-8) —71(2—1№) аз, 


1 


РВД = зар АА = бр, [ 1729) — 2/9) + (а 21) аз] 
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И 


п 1 


ВИ = [М9 9 2} ®=1,2...) 


где 
т 


$ (2) = 5 + я (ак соз № -- бк зт Ах) (т=0,1,2,...). 


К=1 


В $ 1 настоящей работы показывается, что для функций }(2), 
принадлежащих классу [72[—т, *], условия (Т) и (П) равносильны 
каждому из следующих условий: 


У ор <, (17) 


2+ ? (--, 1} хо, (ГУ) 
хм (*, 1 < (У) 


Э 
| 
= 


Таким образом, в формулировке теоремы Колмогорова-Селиверстова усло- 
вие (Г) можно заменить любым из условий (П), (Ш), (ПУ) или (У). Со- 
ответствующий вариант теоремы Колмогорова-Селиверстова мы будем 
в дальнейшем называть теоремой Колмогорова-Селиверстова в форме (1), 
Ч О 

Как условия, так и заключение теоремы Колмогорова-Селиверстова, 
носят интегральный характер, т. е. относятся ко всему периоду [— т, *]. 
Основная цель настоящей работы состоит в том, чтобы нолучить` локаль- 
ные аналоги этой теоремы, относящиеся к произвольному отрезку 
[а, 6] с [— т, п]. Ясно, что эту задачу имеет смысл рассматривать для 
теоремы Колмогорова-Селиверстова в’ любой из форм (1) — (У). Мы рас- 
смотрим ее здесь для форм (1), (ТУ) и (У). 

Пусть [а, 6] С [— т, *]. Положим, аналогично предыдущему, 
ен 
2 

) 


ь 
9 (8, а, 5) т Ал} (2) аъ] = зв, [ен 7—9 раз 


(2) 5 ь ь == А? = — 
%3 (6, }; а, 6) вр ^] (2) а. 


= эр [флечнаю — эле эра] 


о<п<8 | 


1 


Ко = [у-ва] т=1,2,...). 
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В этих обозначениях наши основные результаты состоят в том, что 


если [а, 6] < [—т, т], /(2) 6 Ё[—т, «] и для любого отрезка [а’, 9] < 
с [а, В * }(2) 6 Г? [а', 6] и выполняется одно из условий 


У 5? (+, ро. ‚< оо, (1) 


п—=М 
ИЛИ 
ее \)2 
х--(“* (=, йа, ь)} <, (2) 
ИЛИ 
Хде ро (3) 
П=1 


то ряд Фурье © []/ сходится почти всюду на [а,6]. Эти утверждения 
доказываются в $ 2 и 3 методами теории приближения функций. 


со 


[2.®] 
Мы пишем ряды в соотношениях (1) и (2) в форме Х ‚, а не », 
Ю ПЙ==. ЕЙ 
так как для некоторого числа начальных значений п выражения 


«® (==, ИЯ ) и о (=, а, ) могут обращаться в бесконечность, 
что, понятно, не влияет на сходимость ряда © []. 

Полагая [а, 6] = [—х, |, мы получаем прямое обобщение теоремы 
Колмогорова-Селиверстова. Дальнейшее обобщение напрашивается само 
собой. Пусть С — область меры 2т, расположенная на отрезке [— т, *], 
и (а; 6) (=1,2,...)— интервалы, состявляющие эту область. Допустим, 
что для любого номера { и для любого отрезка [а., 6. ] = (а, Ь) сходится ряд 


со 


— — [о (---, РИ. в). 


п=М; 


Тогда ряд © [| сходится почти всюду. Это видоизменение теоремы Кол- 
могорова-Селиверстова позволяет устанавливать сходимость почти всюду 
рядов Фурье таких функций } (2) 6 [7 [— т, п], особенности которых, вы- 
зывающие расходимость ряда 


со 


я [5% (+, 1}, 


сосредоточены на замкнутом множестве Ё меры 0. 

В заключение укажем, что после того как настоящая работа была 
выполнена и доложена на семинаре по теории функций в МГУ, 
П. Л. Ульянов получил локальные аналоги теоремы Колмогорова-Се- 


ливерстова в формах (1) и (П) **. 


* Здесь и в дальнейшем запись [а”, ы] с [а, 6] означает, что отрезок [а’, 6'] ле- 
жит целиком внутри отрезка [а, 6], т. е. аа’ <Ь 6. 
** Работа П. Л. Ульянова напечатана в этом же номере журнала. 
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$ 1 
Здесь будет установлена эквивалентность всех данных во введении 
Начнем с доказатель- 


формулировок теоремы Колмогорова-Селиверстова. 
ства одной леммы о квадратических модулях непрерывности. 


ЛЕММА 1. Пусть }(х) 6 Г? [— т, т]. Тогда 


ъ 
4 \)2 8 
°С} <= ХРОР в... () 
Х—1 
Доказательство. Имеем 
\ [4,1 (2) 242 = 4* У р зше АР = 4х ыы ых |< 
—к Е=1 1 Е=п-1 
< Ума + У #}. 
Е=1 Е=п-1 
Отсюда 
в (1 к ( ТА 24 7А И 2 < 2 
6 С-. = эр, фраз «а=[ У (5) в+ Уи] = 
<<. — К=1 Е=п-1 
4 и со 8 т со 
=-я У (1—1) Уп У Ую. 
К=1 т и— т=Ё 
Но, по равенству Парсеваля, 
{В® (})}? = \ |1 (2) — вл (2) Р4=х Ур. 
—п тТ—= 
Поэтому окончательно 
Й а 8 т 
(9,1 <= ХвиРОР п=1>...) 
и=1 


и лемма 1 доказана. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть } (<) 6 Г? [— т, *]. Тогда ряды 


(5) 


(6) 


(8) 
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и интеграл 


0 {ах (9) 


Г 


5 
>-—?3 


\ 
0 
сходятся и расходятся одновременно. 

Доказательство. Одновременная сходимость и расходимость 


ряда (5) и интеграла (9) установлена Плеснером [см. (°)]. 
Так как 


т 
ши У =. 
1 


то ряд (5) сходится и расходится одновременно с рядом 


Меняя порядок суммирования, что законно в силу неотрицательности 
членов ряда, получаем: 


У Учи У Ув-+У + (0. 
п=1 К=1 Ё=1 п=® = 


Итак, ряды (5) и (6) сходятся и расходятся одновременно. 
Далее, согласно неравенству Джексона для пространства [2 в форме: 
Зигмунда (2), имеем: 


8 (< Си? (1.,/) @=12...) (10) 
где С, — абсолютная константа. Кроме того, очевидно, 
56 (5, й < 2 (1. : Й. 


Отсюда вытекает, что сходимость ряда (8) влечет сходимость ряда (7), 
а сходимость ряда (7) влечет сходимость ряда (6). Остается показать, что 
сходимость ряда (6) влечет сходимость ряда (8). Для этого воспользуемся 
леммой 1. Получаем: 


у 4 ®(2) ие в у 1 К В Я 

Х +4 (=. 1} < 245 унив. — 

=8 2 иде Ус, 1 
т" К=1 


и теорема полностью доказана. 
Из этой теоремы непосредственно вытекает эквивалентность всех пяти 
перечисленных во введении формулировок теоремы Колмогорова-Сели- 
верстова. 
Отметим, что так как 


92 (6, /) < Со (6, 7), 
о* 
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где о (5, /) — обыкновенный модуль непрерывности функции } (5), то имеем 
такое следствие из теоремы Колмогорова-Селиверстова в форме (У). 

Следствие. Если периодическая функция }(т) непрерывна на 
всей числовой прямой и 


ЗЕ <= 


то ее ряд Фурье © []| слодится почти всюду. 
Аналогичное предложение было установлено также Марцинкевичем 


[см. (5)]. 
$82 


В этом и следующем параграфах устанавливаются локальные аналоги 
теоремы Колмогорова-Селиверстова. Нам будет нужна одна лемма, относя- 
щаяся к задаче распространения функций. 

ЛЕММА 2. Пусть [а, с [—т,*|, }(х) 6 [2 [а, 6] и [а, В] с [а, 6]. 
Гогда существует функция } (2) 6 Г?[т, «|, обладающая следующими 
свойствами: 

1) л (2) =/ (2) для #6 [аьЫ] 

2) ©© (6, },) < о® (5, ра 28, 6 — 25) О (5) 
дая 0585, = та [1 —“, =”}. 

Доказательство. Пусть 


так что а аЗа. << В< 6. Построим для 26 [— т, «| непрерывную 
функцию $(2), положив $(2) =1 для 26 [а,, 6,], $(2) =0 вне (а, В) 
и определив $ (7) как линейную функцию на каждом из отрезков [а, а] 
и [6:, 8]. Ясно, что при таком определении функции $ (2) 


тах | Дло (2) |< Ай (>0), (11) 
где 
4 1 
К = шах т в, =. 


Далее, положим 


Л. (2) = / (2) 9 (2) для`з Е [а, В] 


Л (1) =0 вне [а, В]. 


Так как, согласно построению, ф (2) =1 для хЕ [а,, 6], то 


Л (2) =] (2) для 26 [а,, 6]. 
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Остается оценить квадратический модуль гладкости «(2 (5, },). Имеем: 
Ду, (2) = ДУ (2) $ (=) = 1 (2-21) (+21) —2/(2) © (2) 1 (2—2) $ (#—21) = 
= $ (2) Ау/ (2) 1 (2 + 21) Дл (2+ №) + 1(+— 21) Аз (#—1), 


считая, что если в некоторой точке х $(2) =0, то и $(2)/ (и) =0. 
Отсюда 


АЗУ, (=) |< $ (2) А} (=) | - |1 (2 + 21) Дьф (2 + №) || 
+ У 21) 49 (#—1)|| (12) 


Оценим каждое из выражений в правой части этого неравенства. Имеем: 


|9 (2) 421 (2) | = [$ (2) 487 (2) е, т= 


Е | (=) 4%] (+) ва] < [ав р =] 


о 
Отсюда для 0% #5, а+ 28 о, В<Ь— 28, т. е., в силу определения 
чисел а и В, для Ой <8<\ имеем: 


1—25 


1 
199487) 1< | | АР до] <, Ва+255—2. (9) 
а 
Далее, при тех же условиях на й, используя (11), выводим, что 


[У (2 + 21) Дьф (2 №) | = |7 (2 + №) Дь (2 № |о-эл, я < 
В® И 
пах! Ах ИИ в КА] | р < 


а—№ 
| 1 


< ки] ура < кз | лбом} (9) 


а 


и аналогично йе 
бе — 20) Аи (2 — Ока ура. 45) 


Сопоставляя неравенствг (12) — (15), получаем окончательно: 


ь нЕ 
Ав о, дан, о 29) + 263 [| раа]* 08) 


И 
| ее 
о? (6, 1) < о 6, Ба % 29) +2 [17а |2] = 


— а® (6, да 28, 6—2) +00) (0<8<%. 


Лемма 2 доказана. 
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ТЕОРЕМА 2. Пусть [а, с [-т, т] и ] (2) 6 Г [- т, «|. о Если для 
любого отрезка [а’, | с [а, @] }(х) Е ГР [а', 9] в 


у [Е ра < (16) 
> ыы |2 ай 7; а, й 
п=М№М 
то ряд © [| сходится почти всюду на [а, 6]. 
Доказательство. Достаточно установить, что, каков бы ни был 
отрезок [а1, 6:] < [а, |, ряд © [/| сходится почти всюду на [ал, 6:]. Пусть 


[а с [а’, В] с (а, 6. 


Построим для пары отрезков [а., 61] < [а’, 9] функцию ] (2), удовлетво- 
ряющую всем условиям леммы 2. Так как 


®() (5, 7) < «(2 (5, }; а’ -- 28, В' — 28) +0(5) 6<4), 
то тем более для достаточно малых 6 


«9 (8, |1) Зо 6, а, 6) +0(), 
откуда 


й 2 ый а 1 а 
[ (=, Л) <? |“? (,, Уна. ›) +20(-;) (п>М,). 
Отсюда, в силу (16), вытекает, что для № = шах {М№, М} 


У = [42 (+, 1} =? у —- ( (=, А ‚+0 ( У п) оо. 
п=М№» 


и 
п =М, п=М№. 


Таким образом, ряд 


со о 
а) 
П=1 
сходится. Отсюда по теореме Колмогорова-Селиверстова в форме (ТУ) сле- 
дует, что ряд © [/;| сходится почти всюду на [а,, 6:]. Наконец, так как 
}: (2) = }(%) на отрезке [а,, 6:|, то, в силу принципа локализации для 
рядов Фурье [см. ('), $ 2.51], ряд © []| сходится почти всюду на любом 
отрезке [а», 6.] с [а,, 6:|, а значит, и почти всюду на [ал 61|. 
Теорема 2 доказана. 
Очевидно, что если [а”, &"| с [а’, | © [-—-*, «| и0< 54 (а', В, а’, 5"), 
то 
«(9 ($, }; а”, 6") < 2 (6, ра’, 6). 


Поэтому из теоремы 2 вытекает такое 
Следствие. Пусть [а, В] с [—т, п] и }(х) ЕЁ [-—т, |. Если для 
любого отрезка [а’, "| с [а, | }(х) 6 Гл [а', В] и 


во 2 


У сх [99 (=, ра’ № <>, (17) 


то ряд З[]| сходится почти всюду на |а, 6]. 
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Отметим, что на самом деле условия (16) и (17) эквивалентны. Уже 
показано, что (17) влечет (15). Покажем, что и, обратно, (16) влечет (17). 
В ходе доказательства теоремы 2 мы установили, что для любого отрезка 
[а, 6] с [а, 8] найдется функция (2) Е Г? [— т, «], совпадающая с функ- 
цией } (2) для хЕ [а,, 81] и такая, что для нее 


(1) <= 


ат 1 2 
Ул | (2, ) < оо. (18) 
Но так как функции } (2) и }1 (2) совпадают на [а,, 6:], то для любого 
отрезка [а”, 5"] < [а, В] и всех достаточно малых 8 

«(о (5, 1; а", 6") = о (8, в; а", 5") < о® (5, 1). 


Отсюда и из (18) вытекает, что 


м > (2) 1 И а —__ 

п п 7 ) ) 7 
п=М 

что эквивалентно (17). 


83 
Переходим к локализации теоремы Колмогорова-Селиверстова в форме 
{ПТ). Нам потребуется одна лемма, представляющая собою локальный 


аналог леммы 1. 
ЛЕММА 3. Пусть тригонометрический ряд 


В (т = = + р (ал 605 их -- Би эт п) = У, А» (7) 


п0=1 ПТ =) 


сходится на отрезке [а, 6] С [— т, п] в смысле д. [а, 6], т.е. существует 
функция }(2) © ТР [а, В], для которой 


1 


С 5} 
В® (раб = [ыы раз -50 (пою). 


4 
Тогда для любого натурального п>®;— 


п—1 
2 2 1 
о? (-,, лаг 5—2) <8[ + У ИР (ата. о 5). 
К=1 
Доказательство. Имеем 


п—1 
4 51 (2) =—4 № Ак (2) зт? АЙ. 


К=1 


508 С. Б. СТЕЧКИН 


а —.——_—д—д—д—оыоыо— 


Положим для 1Е [а, 6] 


Г (2) = 7 (2) — $" (2). 


Тогда 
Ак (1) = гк (2) — гиа (2) 

и 

7-1 

Дзь а (2) =—4У (+ (2) — пы (#)} эта й = 
к=1 
7—1 
=—4 о {3112 ЕЙ — 1? (& — 4) И} гк (2) - 4 $11? (п — г. ги ($) = 
к=1 
п—1 
= —4тй У эп (2 —1) А-а (2) + 4 1? (п — 1) #-т» (2). 
&=1 
Отсюда 
| Али 1 (2) | <4т У Е — 1) у] +4 (п— 1) 1? | г» (2) |< 
к=1 
п—1 
< 81? Ут» (2) | { 4п2й? | г» (2) |, 
к=1 
Аз, 1 (2) |1 5 < 81" У»! гк (2) | .ь + 4921 || г» (2) [вы = 
к—1 
п—1 
= 81 У КВ (7; а, 6) + 4228 ® (}; а, 6) 
к=1 

и 

—1 

в (8, 51; а, 6) < 88? УВ (ра, 6) + 452128? (ра). 
ка 
Далее, пусть 
я: 
Имеем: 
АА (1) = АЯ вн а (2) + 48 {1 (а) — зи (2). 

Отсюда 


(19) 


ПАЯ аа] (9 Дьы АЛИ) — ыы < 


в’ 


< (5, ра, 6) +48 фз. 
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Пользуясь оценкой (19) для 8 = т получаем окончательно: 


о (1, рат, 6-1) < УР АН ре 9+ 


Е=1 
+48 (да = в > 
— 


Лемма 3 доказана. 


ТЕОРЕМА 3. Пусть [а, [С [— т, п] и } (2) Е Г. [-— *, “|. 


любого отрезка [а’, ] с [а }(2) 6 [2 [а', В] и 


У (ира, Бо, 


п =1 


то ряд © []] сходится почти всюду на [а, В. 


КВ (а В+ В® (Ба, И} 
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Если для 


(20) 


Доказательство. В силу теоремы 2, достаточно показать, что для 


любого отрезка [а;, 6] < [а, 6] сходится ряд 


У 5? (=, а ь)} (М> Му. 


п=М 


Построим отрезки 
[@,, в] с [а', о] с. [а, Ы 


и воспользуемся леммой 3, в силу которой для всех п > М, 


5 (-- а в) < (- о уиа и < 


п—1 
[= УНР (р; а, В) + Е® (р, ч, ь)}. 


К=1 


Преобразуем правую часть этого неравенства. Имеем: 


п—1 п—1 2 
| Увы] < 2 У о. 


К=1 


Далее, по неравенству Коши, 


п—1 п—1 п—1 й 2—1 
[вы в. Уно Ум 
Е=1 =1 #=1 = 


Отсюда для п >. М. 


(16) 


вы < [2 яви в а, Бр} = 


®—1 


= 128 | У [АЯ (0; <, 5) + [8 (п, в. 


Е=—1 
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Применяя это неравенство, получаем 


а 1 
Ры (=, 7; а, ь,) | < 
<128 У и а, 9) + [8 (а вв 
п—=М 


= 128 ыы У о. (ак — Бе (195 в} < 


Е—1 П=А-1 П=1 
= 1 С 1 ыы 4 р аа 
о [В (за, + У [8 (; <, уе} — 
Е П=1 


= У (А® (ра, В}. 


П=1 


Этим установлена сходимость ряда (16), и теорема 3 доказана. 

Итак, мы показали, что выполнение условия (20) влечет выполнение 
условия (16). Возникает вопрос, будут ли на самом деле эти условия 
эквивалентны? Установим это, предполагая, что ](2) 6 ГР [-— т, *]. 


Нам потребуется следующая лемма, доказанная Харди и Литтльвудом (7): 
ЛЕММА 4. Пусть > р>1. Тогда 


ы с г 
У @-лоЕ | <А (р, о [ево ие-оРа 


Полагая в этой лемме А =р==2, получаем, что 


_ н| ь С ( ео а 
УХ - |.) — к ЕЯ +, (р) 
Пп—=1 ` 

Проинтегрируем это неравенство по х в пределах от а’ до В’. Находим: 


/ 


> жь 
Хи фе рак Ца —2/ 9) +12 — 0142 < 
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© 4 — 
1 / а р 1 1 
Е 

ао с 
< 1 р р „\)2 

< [5 ле, кв < 
У ! де 

<ю [ле + 


Таким образом, выволнение условия (16) влечет сходимость ряда 


< 1 р ' 2 
> {8% (фа, в}, 
ЕЁ 


а следовательно, и выполнение условия (20). 

Сопоставляя это замечание с тем, что говорилось в конце $ 2, мы 
приходим к тому заключению, что для функций }(5) 6 Г? [—к, «| усло- 
вия (16), (17) и (20) эквивалентны. 

В заключение заметим, что, кроме локальных квадратических прибли- 
жений суммами Фурье в®) (7; а, 6), можно было бы ввести локальные 
наилучшие квадратические приближения 


1 


ь 2 
(2) (;. : 
В Гав = ш | [1 (2) — и (2) а] , 

п—1 ‘а 
где &,_,: (2) — произвольный тригонометрический полином порядка п — 1. 
Естественно ожидать, что условие (20) теоремы 3 можно заменить условием 


а а ао: (22) 


ПИ.—=1 


однако для доказательства этого факта нужен локальный аналог нера- 
венства С. Н. Бернштейна для метрики Г, который пока что не’ уста- 
новлен *. 
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П. Л. УЛЬЯНОВ 


ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ МАРЦИНКЕВИЧА 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе дается некоторый критерий сходимости ряда Фурье функ- 
ции ] (2) на отрезке [а, 6] с. [0,2], соответствующий обобщению теоремы 
Марцинкевича на случай любого отрезка. В частном случае, соответствую- 
щем обобщению теоремы Колмогорова-Селиверстова, устанавливается дру- 
гая эквивалентная формулировка теоремы. 


Введение 


В работе Марцинкевича (') доказана , теорема: если } (2) 6 ГЛ (0,2*), 
где 1<р<2, и 
2п 2п 
Я С. (1) 


оо 


то ряд Фурье функции }(1) сходится почти всюду на отрезке [0,2]. 

При р=1, по теореме Фубини [см. (2), стр. 296], эта теорема Мар- 
цинкевича сводится для почти всех 26 [0, 2] к признаку Дини [см. (6), 
$ 2.4] сходимости ряда Фурье функции ] (52). Если же р=2, то условие 
теоремы Марцинкевича, по теореме Плеснера (3), эквивалентно условию 


(ей) шо, (2) 


К=2 


где ах, 6х — коэффициенты Фурье функции } (1), т. е. в этом случае тео- 
рема Марцинкевича эквивалентна теореме Колмогорова-Селиверстова (“) 
[см. (°), $ 10.3] и Плеснера. 

С. Б. Стечкин в работе (8) рассматривает обобщение теоремы Кол- 
могорова-Селиверстова на случай любого отрезка [а, 6] < [0,2*]. При 
этом его формулировки теорем выражаются в терминах квадратичных 
модулей непрерывности или же через проинтегрированные (на соответ- 
ствующих интервалах) квадраты разности функции }(1) и ее частных 
сумм Фурье, а доказательство проводится методами теории приближе- 
ния функций. 

В настоящей работе даются некоторые другие критерии сходимости 
ряда Фурье на [а, 6] с [0,2], соответствующие обобщению теоремы 
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Марцинкевича (а значит, и теоремы Колмогорова-Селиверстова) на слу- 
чай [а, 6] с [0,2*|, доказательства же проводятся обычными методами 
теории функций действительного переменного. 

В $1 устанавливается 


ТЕОРЕМА 1. Пусть }(2) 6 (0,2т), 1(2) 6Г? (а, 9’) для любого 
№, а < 0,2=] *, 206 1 <р<2. Если дая любого > 0(+ <“) 


6—= 


Е > 
ан о. (3) 
а+Е0 
то ряд Фурье функции }(х) сходится почти всюду на [а, 6]. 
В $2 рассматривается теорема 1 при р =2 и доказывается 
ТЕОРЕМА 2. Пусть }(2) ЕЁ. (0,2*), }(2) ЕГР (а, 9’) для любого 
[@, М] = [а, В] с (0,2*]. Тогда выполнение условия 
не 
\ \ О-о 14 А(®) оо для любого е>0 (4) 
1 
а-Е 0 


эквивалентно выполнению условия 


ы 6 (1(%) соз Ёх а) Е ( 1 (2) эт Ах г} ША о [6 


для почти всех точек Р\(а’, 65”), принадлежащих квадрату [4 а’ <Ь, 
а<<Ы.. 


$1 


В этом параграфе доказывается теорема 1 и некоторые следствия из 
нее. 
6 —а— 2: 
—— 
некоторое положительное число. Положим аз =а, В —зв=6, и опре- 
делим функцию © (2) следующим образом: 


1 при 26 [а - 5, 6, —3], 
@ (2 = | Опри 260 &+- |+ — __ 2". 


Доказательство теоремы 1. Пусть 5 < ши { ‚ е} есть 


) 

5 © 5 > 
а в отрезках [4 Еан- 8] и [ь— 8, 9 — р определим ее линейным 
образом так, чтобы $(2) была Гнепрерывна на отрезке [0,2]. Вне 
отрезка [0,2ж] продолжаем функцию © (2) периодически. Легко убедить- 
ся, что функция © (5) 6 Шр1, т.е. 


[$ (2:) — $ (21) | < |2, — 21| (&=-). 


* Запись [а’, 6] С: [а, 6] означает, что отрезок [а’, &'] принадлежит отрезку [а, 6] 


ЕО бн= 
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Определим функцию Р (2) = } (2) $ (2) и положим Ё (2) = 0 при ® (2) = 
Очевидно, что Р (2) 6Г7 (0, 2*). Заметим, что если у > 0 — любое число 
и $ (2) 6[? (0, 2), то всегда 


у п (6) 
Покажем, что . 
2" 


2" 
ЕР шар. (1) 
оо 


. В силу (6), достаточно показать, что 


2” 


ИА а 
—} 


< 5. 


Так как Р(2) =0 для зв ба |+ [и --, 
но представить в виде 

8. 5 53 

а,+28 & в -—284А Е 


раю В ани" "8 


о а: 428 0 6,25 0 ©, 


2п ‚ то Г мож- 


к 


где /; означает двойной интеграл, стоящий на 1-м месте в разложе- 
нии [. 
Оценим /[,. В силу условия теоремы 1 и выбора 5, имеем: 
5 


5:—25 4 
фе [# (&+ РЕ ее И ее 
а,+25 0 
о 
$, —28 4 
— Е (9) 
а,-25 0 


Остается оценить интегралы Г, и [3. Но, как будет видно из дока- 
зательства, оценки для интегралов Г, и /з аналогичны. Рассмотрим, на- 
пример, интеграл /,. 


ое ь 

ы. (- д АИ (10) 

а.+-— 0 

В силу того что |$ (2) <1 и $(т) © Шр1, имеем: 

Ред) —Р(#— = | (2+0 (@-+)—1@—дз@а- = 
=1/(#-+ 0+ (2-0 —1(&-+03(#—0+1(2+0%(2—й— 
—7&—й%(@2— ПР 27 (]7(2-+) ат) —э(2-—йрР- 

+ [+ (2—9 (+0) —1@-07} < 


<= (ее чае +0197}. 
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Следовательно, в силу условия } (2) 6 [7 (а-+ е, 6—2), условия (3) и вы- 
бора 65, имеем: 


5 
ы а,-+28 а 
н< (5) \ \2у@+отР 94+ 

+ х 
5 
а:+25 & 

Е 97 ( ОЕ дж. (11) 

°‘5о0 
а,+-—— 


4 
Объединяя (8), (9) и (11), получаем: 


2 


2" 
ыы Пе фах о, 
оо 


а тогда, по теореме Марцинкевича, ряд Фурье функции РЁ (5) сходится 
почти всюду на [0,2*]. Но для 26 [а, +5, 9, —8] имеем ЁР (1) = } (2). 
Следовательно, в силу принципа локализации Римана для ряда Фурье 
[см. (6), $ 25] ряд Фурье функции } (52) сходится почти всюду на отрезке 
[4 5, & —86] или сходится почти всюду на [а-2з, 6 — 2=|. Так как 
=> 0 — произвольное положительное число, то отсюда следует, что ряд 
Фурье функции }(5) сходится почти всюду на [а, 6]. Теорема 1 пол- 
ностью доказана. 

Следствие 1. Производя замену переменного в интеграле (3), легко 
показать, что условие (3) эквивалентно каждому из следующих усло- 
вий: . 


= 
и и 4х < В (е) < с 
0 


или 


С 
0 


где В (е) и С(®) конечны для каждого в > 0. 
Следствие 2. Если в теореме! принять р=2, то получим обоб- 
щение теоремы Колмогорова-Селиверстова на случай [а, В] < [0,2*]. 
Следствие 3. Пусть } (<) 6 Г, (0, 2*). Если для почти всех точек 
2% 6 [0,2*] найдутся некоторая окрестность [х —ех„, 2, - вех] и функция 
ф (2) = фх, (1) 6 [ (0,2*) такая, что ф (5) =} (2) при 26 [ту — вх, ое», 
# если для некоторого 1 < рх,<2 


хоех,—= 


. 

Рхо 
ЕЕ 
0 


х— Ех, += 
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для любого «>0, то ряд Фурье функции 7(т) сходится почти всюду 
на [0,2*]. 


Это непосредственно следует из теоремы 4. 


$2 
Исследуем более подробно теорему 1 при р =2. Предварительно до- 
кажем две леммы, которые представляют некоторый самостоятельный 
интерес и понадобятся для доказательства теоремы 2. 


ЛЕММА 1. Если }(х) 6 Г, (0,2), } (2) 6 [7 (а, 6), где [а, |< [0,2*], то 


из условия 
р (( \/ (2) с0$ Ах 4г) + (|, (2) эт краз) | ША < (12) 


следует сходимость ряда Фурье функции ](х) почти всюду на отрезке 
(а, 6), « также выполнение условия 


Г 


а+= 


ь 


г 

Ц но а< С, `(13) 
ГА 

0 


где С, не зависит от в. 
Доказательство. Пусть 


1 (<) при Е [а, 6], 
л®-{ при 26 [а, В] 


и а, 5 — коэффициенты Фурье функции } (7). Тогда из условия (12) 
вытекает, что 


У (460) + (60) ШС < о, (14) 
К—=2 
и, по теореме Колмогорова-Селиверстова, ряд Фурье функции ], (1) схо- 
дится почти всюду на [0,2=]. Следовательно, ряд Фурье функции } (5) 
сходится почти всюду на [а, 6]. По теореме же Плеснера, условие (14) 
эквивалентно условию 


2п 2 
` Мел @-ор 
\ И С, о. 


Отсюда имеем: 


Ь 


: 


= 

РЯ 

\ [№ Е мах < Со, 

ато 

т. е. имеет место неравенство (13), и лемма 1 полностью доказана. 


3 известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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Замечание. Если } (2) 6 1. (0,2) и ] (2) Е Г? (а, 6»,), где а, 2а>20 
р, << 2жи Ппа, =а, Шав, =6, то из условия 


=> п—> со 
бт Ио 
х ‚() 1 (+) сов Ка4х)* +(} 7 (2) тай 4} ШАХ о 


для любого п = 0,1, ... 


следует сходимость ряда Фурье функции }(2) почти всюду на отрезке 
[а, 6], а также выполнение условия 


Е 
5-2 = 
` — 1 (#—# 
\ а Ель 4х < со для любого з>0. 
а--= 0 
Доказательство. Построим для каждого п периодическую функ- 
цию |», (7) следующим образом: 


1 (2) при хЕ[а», |, 
Л» (2) = т 
0 при 2Е[а», 6„|. 
Очевидно, что для функции }» @) выполнены условия леммы 1. Следо- 


вательно, ряд Фурье функции }, (2) (а значит, и ряд Фурье функции /[(2)) 
сходится почти всюду на отрезке [а», 6] и 


Ь:--= 


Е 
и (#2) ет 441 < со для любого = >0. 
ап 0 


Так как п — произвольное число, то получаем, что ряд Фурье функции 
1(2) сходится почти всюду на отрезке [а, 6] и для любого е>0 


$—2= 


‘Ие-о —/1 (= 


р 


А ат 39; 
а--2= 0 
что и требовалось доказать. 
Отметим, что условия на а /(2) в лемме 1 более ограничи- 


тельны, чем в теореме 1 при р=2, так как в теореме 1 может иметь 
место случай 


Тб А (г) = оо. 
=—0 
В самом деле, существует функция }, (2), удовлетворяющая условию 
теоремы 1 при р=2 и не удовлетворяющая условию леммы 1. Именно, 
к 
положим а=0, 6 =-— и пусть 
71 ь 


ры а 
ое —А. 


0 при 6 [> 2. 
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Очевидно, что }) (2) © [2 (0,2). Так как функция /,(2) имеет ограни* 


ченную первую производную на отрезке [5 а | то при <= имеем: 
ЕЙ, 
би О < А) < оо, 
5 0 


т. е. условия теоремы 1 выполнены. Если бы выполнялось условие 
леммы 1, то мы имели бы 


51 


По теореме Плеснера это условие эквивалентно выполнению условия 


Л (2) с03 Ах 4}? + ( Ц (2) эт Ах 4) ШАХ ©. 


ЗРЯ 


2 
и \ \ а оз 4 ах оо, 


Оо 


но этого не может быть, так как 


ле Я, а та. 
р \ (\ | &) аг > |9. \ В (#— да = 
о от 
ах ГА 
С м 


Следовательно, 5 = со и, тем самым, условия леммы 4 не выполнены. 
ЛЕММА 2. Пусть }(х) 6 [7 (0,2), где р>1, и 


1(2) при 2 [а В] < [0, 2], 
в®-=| при хЕ[а, В]. 
Тогда выполнение условия 
Еее 
те». \ \ ко (15) 
оо 
влечет выполнение условия 
25 21 } й рр 
О-о 


для почти всех точек р (а, 6), принадлежащих квадрату [09 <а<2м, 


т. з 


Доказательство. Пусть Ё (5) == \11 (2) ра и а, б таковы, что Ё (7) 
[о 
имеет конечные производные в точках аи 6. Если мы покажем, что 


3* 
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функция ]), (2), образованная для этих концов, удовлетворяет условию 
(16), то лемма 2 будет доказана, так как функция Ё (2) имеет почти 
всюду на [0;2ж] конечную производную. В силу (6), достаточно показате, 
что выполняется условие 


2" 


ЕЕ С. 
оо 


д ь— 
где = шш {2 — 6), а, 1 =“) — произвольное положительное число. Так 
как ] (2) =0 при 2 [0, а] - [, 2*|], то Г можно представить в виде 


а т РУ, 1) 
а-—Е0 а-=0 5-Е 0 1—1 


где [; означает двойной интеграл, стоящий на #{-м месте в разложении /. 
Оценим /,. В силу (15), имеем: 


0—= 
и: 
6—2 = 
Г( 


- АЕ аа < о < оо. (18) 


а-= 0 


ео —оР ие 
ЕО 


Остается оценить Г, и [,. Так как их оценки аналогичны, то проведем 
оценку, например, для /,. Интеграл [, можно представить в виде 


а == 
о \ ее А ео - т 
= а—{ м = а 
= (ле+д-ле- да) +9 (\ле+д-ле др 
о а—е о а—1 
+ ( еле драг) = У СА. (19) 
0 а 1 


( х + . 
где 1% означает двойной интеграл, стоящий на 7-м месте в разложе- 
нии /\. В силу построения функции }: (52) и выбора е, для интеграла 


1 0) имеем: 


= а— 


0—4 (\ ле+д-л@-драа) 50. (20) 


а— 
Далее, в силу выбора е и условия (15), для интеграла 1® имеем: 


а+Е 


т ле+о-ле-9ра) = 


иво 1944) << ее 
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Рассмотрим интеграл 1. Так как Л (2) =0 при 26 [0, 4], то 
= а 


9-4 ( ле+9-л@-9р4) = 
= те И = а--# 
- = Е ира 


К аа 


т 4 ) |112) Раз + 1 (2) Раз ок, {22) 


Е 


© 
где 2 таково, что для всех 0< 1 < вц выполняется условие 
а 


Е Ире |<, 


где Ч может быть как угодно малой, в силу выбора точки а и вели- 
чины &. Объединяя (20), (24), (22), (19), (18) и (17), получаем условие 
(16). Лемма 2 доказана. 

Следствие. Пусть } (2) удовлетворяет условию 


У (2) 21 (2) 162 (0,2 =). 


Если 
2п 2к 5 ] ф 
№ 11 (= - = ) | 445 < со 
оо 
и 
у [ (2) при Е [а, с (0,2*), 
И 0. при 16 [а,Ы, 
то 


111 ео -леоЕ 44% < со 


> .—3 


2" 
для всех а и 6, принадлежащих интервалу (0,2 *). 


Доказательство. Анализируя доказательство леммы 2, замечаем, 
что для доказательства следствия достаточно показать, что 


= а 
и: + а Ра о 


для любого а (0,2). Но К можно представить в виде 
= 2 
ф 
К 1“ (( |1@+ 2) Раз). 
0 0 
Так как 


а Рш|/(@+2) 162 (0,2%), 


то, по теореме Харди-Литтльвуда (5) [см. также (6), $ 10.22], интеграл 
К < со, что и требовалось доказать. 
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Замечание. Если р=1, то из конечности интеграла 


2 2к 


\ \ На —1 2—9 ро 
ГА 


оо 


следует, что функция |}(т) |? ш [1 (2) [62 (0,2*), т. е. в этом случае 
в силу только что доказанного следствия, утверждение леммы @ верно 
для всех точек а и 6, принадлежащих отрезку [0,2 т]. 

Доказательство. Представим функцию } (2) в виде разности двух 
неотрицательных функций: 


#(2) = р (2) — 1, (2), 


где /: (2) = 7 (2), ]» (2) =0 при } (2) >0 и ] (2) =0, }(=) = —1(2) при 
1 (2) < 0. Очевидно, что 


(2+) —1(2—1|<|7@-+0—1@—9| @=12). 


Следовательно, 
2п Эк 2п п 
\ \ [а+)-в@-9| фах < \ О оо (Е =1, 2) 
оо : оо 
и 
25 25 2п 


|174 < \ 9 д 06—42) 
0 
где } И функция к функции }, (2), т. е. }+ (2) интегри- 
руема. По теореме Рисса [см. (), стр. 152], из интегрируемости функции 


Я (2) следует, что функция (2) ты 1: (2) интегрируема. Следовательно, 


11 (<) | | 7 (2) | — интегрируемая функция, что и требовалось доказать. 

Теперь мы можем доказать теорему 2, которую сформулировали во 
введении. Покажем, что условие (5) влечет условие (4). В силу леммы 1, 
из условия (5) следует, что 


= 
Ь'—= ра 


АИ, Ио 


а’+5 0 


Поэтому, если а” — ав 6 — В" < в, то 


6— 


ве 
| 1 Пай БоНЫИ. 4 4х < со 
0 


а-+2Е 


для достаточно малых е. Это и есть условие (4). Покажем, что условие 
(4) влечет условие (5). В силу теоремы 4 при р=2, для >00 
существует функция }, (2) 6 [2 (0,2т) такая, что } (5) = }(5) при 
хЕ[а--2в, 6—2] и 

2 2п 

\ \ - (2—0? 4141 < оо. 


оо 
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Применяя к функции 1, (2) лемму 2 при р=2, имеем: 

28 2к 

Ее (23) 

0’о 
для почти всех Р (а", 6"), принадлежащих квадрату [а -- 2е<а” <6—2ь, 
а+2е<” 36—2:], где 

1+ (2) при я Е [а", 6'|, 

Ь (2) — И и 
О при д Е [а', 6'|. 


Пусть ах и В, — коэффициенты Фурье функции р}, (2). Тогда, по теореме 
Плеснера, в силу (23), имеем: 


Ум шАх о. (2%) 


Е—2 


Но условие (24) можно еще записать так: 


ть" 2 ъ" 5 
№ ((\ 1 (1) со рае) + \ 1 (<) эт Ах “:) ШАХ с, (25) 
Е=2 ` \ а” а” 

а так как => 0 — произвольное число, то условие (25) имеет место для 
почти всех Р (а”, 5"), принадлежащих квадрату [а < а” <а<Ь’ <. Тео- 
рема 2 доказана. 

Замечание. Как указал мне С. Б. Стечкин, в формулировке тео- 
ремы 2 слова «для почти всех точек Л (а’, $’), принадлежащих квадрату 
[@<а' <, а< <8}, можно заменить словами «Для всех точек а’ и 
Ь, принадлежащих интервалу (а, 6)». 

Доказательство. В силу следствия к лемме 2, достаточно пока- 
зать, что условие 


шА<® (= Ы) (*) 


№ 


#—=2 


+ 
влечет за собой интегрируемость функции } (1) ш|}(х)|, где ак и — 
коэффициенты Фурье функции } (2). Сначала покажем, что из условия (*) 
следует 


во т 
эй бк ш-— <. 
= Рь 


Не ограничивая общности, можно предположить, что рк<_е\*. Предота- 
вим ряд 


Е 1 

м 0% Ш — 

#=2 РЕ 
в виде суммы двух рядов: 


со (1) со (2) 


е ь. 1 “Л 2 1 2 1 
— = шп — Ш, 
2 ры * 2 = ый зы 2 ; бк 
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4 
где первая сумма берется по тем №, для которых р» <-р, и вторая сум- 


4 
ма — по оставшимся #. В силу монотонного убывания функции 2* ш — 
при х->0 и разбиения ряда, имеем: 


Уньа< УИ ИШЕ о. 


Но, принимая во внимание частный случай теоремы Мюльголланда [см. (`”), 
стр. 288] и беря в формуле (8.142) работы (?) 4’ = 2, А (1 =1, мы полу- 
чим, что сходимость ряда 


Уж 
=0 Рк 


+ 
влечет интегрируемость функции } (1) ш](2) на отрезке [0,2*], что и 
требовалось доказать. 


Поступило 
29.ХП. 1952 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
17 (1953), 595—538 


А. В. БИЦАДЗЕ 


ПРОСТРАНСТВЕННЫЙ АНАЛОГ ИНТЕГРАЛА ТИПА КОШИ 
И НЕКОТОРЫЕ ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ 


(П редставлено академиком (. Л. Соболевым) 


Теория одномерных интегралов типа Коши играет важную роль при 
решении так называемых плоских задач математической физики [см. (15)]. 
В настоящей работе строится аппарат двумерных интегралов типа Коши 
и даются приложения этого аппарата к задачам теории ньютонова 
потенциала. 


1°. Интегральная формула Помпею для гладкого век- 
тора. Пусть О — трехмерная область, ограниченная поверхностью Ляпу- 
нова 9, а 


4(2, у, 2) = 9, (2, 9, 2) 4 (2, 9,2) 7+ 43 (в, 9,2) 


— заданный в этой области вектор, компоненты которого имеют первые 
производные, непрерывные в этой области всюду вплоть до границы. 
Обозначим через р(& т, С; х, 9,2) расстояние между точками (‚0 и 
(1, у, 2} и применим формулу Гаусса-Остроградского 


|2. по —=КСаз рак 


р 
для векторов: 
р: = ((—2) «— (1—9) 9,—©—9 +) (--у)7 + 
+ [&— 2) 43+ С—2 491%}, 
Ра = в ([&—2) 4 + фай @-)а-+(и-—у%-(-—2 7+ 


= 


+ [9 — 9) 43 + <— 2) 9}, 
= —2) 4% + ©—1) 91 + (9—9) + 27+ 
+ [-— &— 2) &— (1—9) 4 + (— 2) 9з\}. 


 -- 


Если полученные тождества перемножим соответственно на $} й и 
сложим, то будем иметь: 
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= М (1,5; % у, 2)а4® ЗЕ Е № (у 4. тада + това х ога@ >) @<= 
р 


{9 У, 2), (у, ЕЛ, (1) 
0, (удЕЛ 


где О” — область, внешняя относительно 9, х — знак векторного умно- 
жения, а М (& 1,6; 2, 9, 2) — матрица вида: 


ге ева), ао 
5 || @ (1—9) —8&—=), о«(@Е—2) +В(ч-—у), 1@-У-ВС—2) 
а) 16-2 Ве) 


| го Од 0 
+! 0, 10—22), 0 
0, 09, 1—2) 


(2) 


здесьп = а -- 87 - т обозначает внешнюю относительно области 0 нор- 
маль поверхности 5 в точке (& , (). 

Формула (1) является пространственной аналогией известной фор- 
мулы Помпею (!) для функции одного комплексного переменного. 

2°. Интегральная формула Коши для потенциального 


вектора. Вектор 4 называстея потенциальным в области ), если в 
этой области имеют место равенства: 


@а=0, гоа=0. 


Для потенциального вектора 4 из формулы (1) непосредственно полу- 
чается интегральная формула Коши [см.(?), (3)]: 


1 ге а Х, › 8), Х, ‚5 6.0% 
М © %6; 2 У, где |9 р е ЕВ о 
5 


о = 

3. Интеграл типа Коши. Теперь предположим, что вектор 4 
задан лишь на поверхности 5 и его компоненты удовлетворяют условию 
Гельдера: 


| 4, (2, у’, 2’) — 41 (2, 9, 2) | Зе (аз - угу“ + |2 — 2, 
[42 (=, у’, 2') — 4» (т, у, 3) | Зе (1—2 - у’ бу |2 — 28, 
[43 (2', у’, 2’) — 93 (х, у, 2) [Зе (| — вру уе 8, 


где с и я«— постоянные, причем 0<с, 0% «<. Это условие можно 
записать в эквивалентной форме: 


14(2', у’, =’) — 9 (т, уе) Ву 


Рассмотрим вектор 


Оу, = АМС зуда 9 4, () 


8 
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где (2, у, 2) — точка, не лежащая на поверхности 5. Непосредственная 


проверка показывает, что компоненты вектора О являются гармони- 
ческими функциями и что 


9015, 9,2) =0. 
Если точка (л, у, 2) = (2%, Уз, 20) лежит на поверхности 5, то интеграл 


1 ма = ра 
=) М С 2 у 3) 96 % 040 
8 


с обычной точки зрения не имеет смысла. Но для класса векторов, 
удовлетворяющих условию Гельдера, этому интегралу можно придать 
определенный смысл. В самом деле, выделим точку (2о, Уо, 20) из по- 
верхности 55 сферой с. радиуса ‹ с центром в этой точке. Рассмотрим 
интеграл 


й ’- 
= М (Е, т, Е 70» Уо, 20) Ч (Е, "р 0 4о, (5) 
8 


где 5.— часть поверхности 5, лежащая вне сферы о.. 
Если при =—0 интеграл (5) стремится к определенному пределу, то 
этот предел мы будем называть главным значением интеграла по Коши. 


Для вектора 4, удовлетворяющего условию Гельдера, этот предел 
существует. В самом деле, интеграл (5) представим в виде 


1 р о :. 
М (5, т 4 20, У» 20) [4 (5, 7 ©) 0! (хо, У» 20)] ао -- 
8: 
ат № М (1,5; 2о, Ус 20) 4 (2%, Чо» 20) @® — 
З=Е54е 
4 


—2АМЕтС 2 и» 29 (в уь 4) 4%, (6) 


РЯ 


где с!: — часть сферы с, лежащая вне поверхности 5. 
Выражение (6) перепишем в виде: 


т) 2 У» 24) [9 ® % 9 — 9 (2 уе, 2) Фо 9 (2 Уь 20) — 
1 й 7 2. 
= Аи (5% С; 2% 0,20) 4 (7% Чо 20) @Ф. 


Предел этого выражения, очевидно, существует при е—>0, и его в даль- 
нейшем будем обозначать обычным символом интеграла: 


АМ (5 т С То, Ус» 2о) Ч (6, ", 0 до = 
5 


== не" Ус» 20) + АМ (5 т, йе 1%, Ус» 20) [4 (5, т, 9 29 (2%, Ус’ 20)] 45. (7) 
5 


528 А. В. БИЦАДЗЕ 


В случае разомкнутой поверхности Ляпунова главное значение инте- 
грала в смысле Коши определяется опять как предел выражения 


1 > > 
ЕАМ, 2 уь 2) [9 1,9 — 9 (2 Ук 2] ао + 


8: 
1 = 
и. Фъбж У» 2) 4 (25, У 20) до, 


когда =е-—>0. Этот предел всегда существует, если плотность инте- 
= 
грала 4 удовлетворяет условию Гельдера. Очевидно, что интеграл 


$ М ($, 1, 5; 2%, Уо» 20) ао 
5 


вообще не выражается в элементарных функциях. 


Вектор О(х, у, 2), представленный формулой (4), естественно называть 
интегралом типа Коши. 


Когда точка (х, у, 2) не лежит на поверхности 5, из (4) получаем 


/-_.- | Ч1 42 43 \ 
> й 9 1 
| о та а 8 1 ыы (8) 
и га 


Выражение (8) вообще отлично от нуля. Если вектор 4 дополнительно 
удовлетворяет условию: 


я Ч 42 ы 4 \ 
я. 83°З У (9) 
8 22 1- у в 2 

то будем иметь гов 0=0. Следовательно, интеграл типа Коши (4) плот- 


ностью 4, удовлетворяющей условию (9), дает нам вектор, который потен- 
циален как в области /), так и в области ШО’. 


о 
4. Граничные значения интеграла типа Коши. Пусть 
плотность 4 (я, у, 2)! интеграла типа Коши (4) удовлетворяет условию 


Гельдера. Обозначим через (5%, У» 20) точку поверхности 5. Вектор 
О (1, у, 2), представленный формулой (4), перепишем в виде: 
- 1 - = 
==) МЕ ъезу 2 9% 9 — 9 % 9) 46 + 
5 
мес а а 
+ж)\ (1,6%, =) 9(2% У» 20) @®. 
8 
Очевидно, что 
Ору =) МЕ ъел у 9) 96% 9 — 9 (в %» 54) 45 + 
5 


+9 (> У» 2), (2, У, 2) 62, (10) 
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Оу -чт И баня 9 В 9 9% № 9146 

9260“ (11) 

Обозначим через 0+ (хи Ук» 20) и 0- (1, У» 20) предельные значения 


О (1, у, 2), когда точка (х, у, 2) > (2%, У, 20), находясь в области Ш) 
или О’ соответственно. В силу (7), получаем из (10) и (41): 


= 1 = - 
9" (ть, Ух 20) = 54 (%% У 20) =) М С + % 20) 4$ % 94%, 
5 
(12) 
в 4 = а 
@ (ть у» 5) = — 5. 9(2% У» 20) +=) м (5% С; 2» У 20) 9 ($, т, ©) 4®, 
5 
(13) 


причем можно показать, что стремление к пределу равномерно по отно- 
шению к положению (2%, Уз, 20) на 5. 
Из (12) и (13) получаем: 


0*(2ь Уь 20) —0-(2» Ух 20) = 9 (ть У 29), (14) 
0+ (20, У» 20) д- (25, 90) 26) = 


==) ме № 6; 2 % 20) 4 (& т, О ао. (15) 
8 


Формулы (14) и (15) являются обобщениями известных формул Со- 
хоцкого из теории функций комплексного переменного. 

Очевидно, что вектор, представленный интегралом типа Коши с за- 
данным скачком (14), определяется единственным образом по формуле (4). 

5°. Формула перестановки особых интегралов. Пока- 
жем, что имеет место следующая формула ‘перестановки особых инте- 
гралов: 


1 = 
=. ЕС 4ь % 24) 4 И (В 9% %ь 6) 4 = 


т 1 
= Ф (о, У 20; Фо, Ус, 20) НЕ ур \ \ ао \ \ М С; 7, й То, Ув» 20) я 
8 5 


М (, Тр» ; 5, 7, 9 $ (6 7, о 5, Тр, С) ао, (16) 
где 5 — поверхность Ляпунова, а  (& 7, С; 6, \ь @) — заданный на о 


вектор, удовлетворяющий условию Гельдера по ($, %, @ и (5, ть 9). 
С этой целью рассмотрим следующие выражения: 
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Ф (5, У, == М 7, ая У, 2) @®. 
Г 


Ам» т» а; 5 т 93 ", С: 8, Чт С) 4о, 


8 

Фи = (4 Мб бий. 
5 5 

Е М (&, "ть С 8, т, 9$ 7, & 8, "п, в) 4, 


где (5, у, 2) — точка, не лежащая на 9. Легко показать, что 


Фу =ТФ (а, у 2. (17) 


В силу формулы (15), имеем: 


Ф: (2 У» 20) Е Ф- (2, У» 20) = 
1 с , Е — 
= ов МК № 6 2 У 20) 4 М ьчь о: 9 96% СЫ, ть С) да. (48) 
5 5 


=> 


Перепишем выражение для ЧФ в виде 
Я (2, У 2) = 4«, м (5, т, С; 1, 3, 2) М (2, "т, С; Х, У, 2) ь 
5 8 


СЫ 1 60+ 1} (МЕ ъоху д. 
5 


5 
[М (5, Тр ; о т, 9) — М (5, Тъ а; т, У, 2)] $ (Е, т, С; бы, Та, С) 41. (19) 
На основании (12) и (13), из (19) следует: 


Ш (2х Ухо) РФ (0, 9ь_ 30) = 20 6 У У, 20) + 


1 
я | (96 ОМ, 1 6 2 У 2) М ©, Ль 56% 994. (20) 
5 5 

Приравнивая (18) и (20), получим формулу (16). 

6°. Обращение одного интегрального уравнения. Пусть 
ищется решение следующего особого интегрального уравнения: 


1 = =>. 
=). М № бак у» 2) 2% 94% = Фа у в) 
5 
где 9 — замкнутая поверхность Ляпунова, т заданный на 65 вектор, 


удовлетворяющий условию Гельдера, ах — искомый вектор, также удо- 
влетворяющий условию Гельдера. Легко видеть, что решением уравне- 
ния (24) является вектор 


> Л — 
Ф (то У 20) = 2 М © 1 ао уь а) 9 94%. = (22) 
5 


В самом деле, рассмотрим вектор 


Отт) МЕ тез у 396 1, 94. (23) 
8 
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В силу (15), имеем: 


0: (20, У, 20) 0- (20, У» 20) = ум р 20) е (6, 1, 9 4®. (24) 


8 
На основании (24), из (24) находим: 


0+ (30, Уо› 20) -Е 0- (т, Уь» 20) = Ф (ть, о» 20). (25) 

При помощи вектора 0 составим другой‘ вектор В: 
Рау = Офиа, @у2 60, (26) 
Б(х, у, 2) = —0(4, и 2), (а, у, )ЕГ,. (27) 


В силу (25), (26) и (27) заключаем, что вектор Б удовлетворяет 
условию: 


= 


Р*(1%%, 90, 20) -—Р (2 У» 25) = (25, У 5): (28) 
На оснований результатов и54, имеем: 


ВБ (т, 9, 2) ==) м (Е, 7, 6; Хх, у, 2) (Е, "» 9) фо, (29} 
5 


откуда, в силу (26), (27) и (14), получаем (22). 

Точно таким же образом можно показать, что из формулы (22) 
получается формула (21). Следовательно, (21) и (22) являются форму- 
лами обращения. 


Подставляя значение ° из (22) в (24) и применяя формулу переста- 
новки (16), получим: 


4 с | й 
=) М (&, 7, С: Фо, Уо, 20) а" (&1, "ль С; С т, ©) ий (&:, ие т, 0 4® = 


=. Н : : 
= (со, Уь 9) д 461 М т, о У 9) М быть БО. 
5 5 


у (5, Та» С) до > р (2%, Ус, 20). 
Отсюда имеем: 


уе, М, ть 5 о У 25) М м 5 9 Ч чь 6) 46 =0 
5 5 


и, следовательно, 


Ам С 2 у» 29) М р ть бы; & 1 94 =0. (30) 
8 
Предположим, что 5 совпадает с плоскостью &=0, а О — верхнее 
полупространство 2>0. Так как в этом случае ВО, = —{, 
2 О ато 


2 0 —(—2) 
в (| 


7-59 2 


1 
Е — 2) + (пу 


т 


(31) 
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Предположим, что 
д д ео ыы. 
=, =, Ф:=0; 91=$,, 9.29» Фз3=Р: 


Перепишем уравнение (21) в развернутом виде: 


= | (Е —2) ра® _ _ 9] ==) (и— у) ра — _ 9/ 
Сохо и’ 2 ) о® Е, 1, 0; =, 9,0) 90°” 


(мои 7 
2" \\ е° (Е, т, 0; х, у, 0) 98 =0. (21,) 


`Решение уравнения (21,) получается по формуле (22): 


0 0 — (Е — о) 
. = 
ты о о. Ва 
Ф (хо, о) 2" № 3 Е, т, 0; то, Чо, 0) (&, 7) $ \ 
или 
1 (Е — 20) ТЕ + (1 — %%) 1 
Интегрируя по частям (32), получим [см. (*4)]: 
Е ке 33 
Е > \ [(& — 20)* + (п— %)*] № 05° д 65) 


Легко видеть, что (33) является решением уже проинтегрированной 
системы (241): 


= \ в = (то, о). (34) 
5 [(6 — 20)* - (п — у)*] 

’ Следовательно, (33) и (34) являются формулами обращения, причем 
предполагается, что функции } и р удовлетворяют условиям, достаточ- 
ным для сходимости несобственных интегралов. 

Теперь нетрудно получить решение следующего линейного интеграль- 
ного уравнения первого рода: 


4 "| 4 
мм ‚ ) &ач = 
ы УТЕРЕ ЕЕ}? 041 
=] (х, У), (35) 
где 5 — круг 2? -- у? <1 а ](1, у) — заданная на 5 дважды непрерывно 
дифференцируемая функция, 
Заметим, что левая часть (35) определена для всех точек (х, у) пло- 


скости &=0. В качестве значения правой части (35) в дополнении &5' 
области 5 до полной плоскости 2 =0 примем выражение 


и ЕЙ 2 у 
У за у (+, БИ 
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После преобразования переменных в правой части (35) это уравнение 
можно заменить эквивалентным уравнением: 


и Р1 (Е, 1) ых 
ия 99) ы 
где 
[1 5) (+, 965, 
Ю 37) 
7 х, Ев. 1 д Й ( 
1 ( 9) | Ее. и’ га у ) , {2 9) Е , 
[р (1, У), (т, у 65, 
Ри (®, у) = 1 ть - : 
реки. из). в ие 


Решение уравнения (36) получается непосредственно по формуле (33), 
которая в данном случае примет вид: 


р(т, у) = 
й д; У + А У 1? (Е, ч)] 
ре аы Чт. 
ЕЕ ЕЕ | с 


7°. Формула Пуассона для сферы. Хорошо известная форму- 
ла Пуассона 


1 2 —^ ы 
Иру =) 9 № 94%, (38) 
5 


где с обозначает сферу радиуса / с центром в начале координат, 
г = 2 У 2”, р? = (Е —4)? - (1—9)? -+ (— 2)", определяет гармони- 
ческую в области 0), внутренней относительно сферы в, функцию, удовле- 
творяющую граничному условию: 


ив =$ (39) 


где х — заданная непрерывная функция. 
Мы здесь даем новый простой вывод формулы (38). Обозначим через 
0 вектор $ ы Е 
(у том у ау ра УЗЛЕ 
где и — искомая гармоническая функция, а 9, ®& — произвольные (пока) 
регулярные гармонические в области О функции. Доопределим вектор 


О во внешней относительно сферы с области О’ по формуле 


—< 1 Ре Ч ПО ПИ И ПРО Е 
О (ти =- "(7 5, 78. (=, Е ВУ т К. (40) 


г А т 
Вектор 0 будет удовлетворять граничному условию: 


0+ (2% У 20) 0- (1, У» 25) = 2$ (2% Ус 20), 


Е 
т, 


(61) 


С 
Одно из решений граничной задачи (41) дается интегралом типа 
Коши (7): 


4 известия АН СССР, . серия математическая, № 6 
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=> 


9, (5, У, 5) == Аи (6, т $; 2, У, 2) (6 т 9 4, (2, У, 2) ЕР, (42) 


а 1 = > и р ' 
0, (5, У, 2) = ме т, ъ; 9, У, 2) $ (5, 7, О 4», (2, У, 5) ЕО. (43) 


Из тождества 


— В ое ПЭ 1 1 = Е: 
орион. т, я) = М, ба и) 94, 


где 


х а и Е и м, у 
М: (56 т, у, 2) =М 2 $, [2 т, 2 и Я, 9,2] 0 вр №6 1, У, =], 


заключаем, что вектор О не удовлетворяет условию (40) и, следовательно, 
первая компонента этого вектора не будет удовлетворять условию (39). 
Очевидно, что условиям (40) и (41) будет удовлетворять вектор 


2 0, (& у 2) — 0» (№ у 2)] = О, у, 2): 


1 00 
О10| (12 — „2) 
- 1 001 с 
бы и=ы, м6 4 94» щи зЕ6Р, 
“о поо (44) 
010 || (12 — 2) 
а, Й | з 
Оку =-Е 2 % 94% (в у ЕР" 


[е1 


Из формулы (44) непосредственно следует формула Пуассона (38). 
Конечный результат показывает, что можно ограничиться лишь непрерыв- 
ностью функции о (5, У, 3). 

8°. Задача Дирихле (0) для полупространства. Требуется 
определить гармоническую в полупростпанстве 2 > 0 функцию 4 (х, у, 2), 
ограниченную при 5 >. 0, по граничному условию 


< (2, У, 2) |5 = (т, У), (45) 


где /— заданная на плоскости 2=0 непрерывная и ограниченная 
функция. 

Известно, что задача (0) всегда имеет единственное решение. 

Для построения решения задачи (0) рассмотрим гармонический в 
полупространстве 2 > 0 вектор 


Ф=и хи а то ие г % (х, У, 2) К, (46) 


где (т, У, 2) —— искомое решение. Доопределим вектор Ф (х, у, 5) в ниж- 
нем полупространстве < 0 по формуле: 


Ф (я уда=ащ у то (1, у, —2) т (1, у, — 2) К. (47) 


ПРОСТРАНСТВЕННЫЙ АНАЛОГ ИНТЕГРАЛА ТИПА КОШИ 585 


Вектор Ф должен удовлетворять граничному условию 
Ф*(2ь Ук 0) Е Ф` (2 у» 0) = 21 (аъ и), 
= УК. 


Пока будем предполагать, что функция } удовлетворяет условию 
Гельдера. 


(48) 


Вектор Ф (2, у, 2), представленный интегралом тина Коши: 


д 09 — (Е 2) 
0 —(и— 9 
Вы 9) 5 
[(Е — 2) + (п— у) + 2] 


а 


Ф (+, у, д 


(Е 7) 44 


где знак плюс берется при 2>0 и знак минус — при 2< 0, очевидно, 
удовлетворяет условиям (47) и (48). Следовательно, первая компонента 


вектора Ф дает нам хорошо известное искомое решение задачи (0): 


1 я ‚ 1) аа 

НЫ \\ Е Е — 
Конечный результат показывает, что в основных условиях достаточно 

предположить лишь непрерывность функций ]. 
9°. Задача Дирихле для пространства, разрезанного 
по круговому диску. Обозначим через 2 пространство, разрезанное 

по диску 9: 

РЕ < а. (50) 


Требуется определить гармоническую в области О функцию % (х, у, 2), 
равную нулю на бесконечности и удовлетворяющую граничному условию: 


м (т, у, + 0) | == у (2, у), < (т, У, —0) |8 =/ (т, У), (51) 


где Ли — заданные на 5 непрерывные функции. 
Рассмотрим вектор 


Фу =и( у Эро у ую уд (52) 


м 
где ® (2, у, =) — искомая гармоническая функция, а® (х, у, 2), щ (т, у, 3) — 
пока произвольные гармонические в области Г) функции, непрерывные 
во всем пространстве. Составим два вектора: 


УТ у о у у фи 
— (ху 7-ю ( у -ЭИ, (53) 


= Ты (а, и ЗЕ о(, у Эа (в, и Ви (а, и 9+ 
| Чо(ь у шуй. 654) 
д* 
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На основании (51), (53) и (54) заключаем, что Фи О удовлетворяют 
граничным условиям: 


++ 0-=} на 5, (55) 
ОО Е на 5, (56) 
где 
=) № (57) 
в=(/—Г) &. (58) 


Если нам удастся определить Фи ©, то Ф непосредственно получится 
из равенства 


ит, (59) 


Вектор ©, удовлетворяющий условию (56) и исчезающий на беско- 
нечности, строится по формуле (4): 


- 1 а 
== М1 0:5 и 256 7) 4 ат, (60) 
5 
где 
д д 
Эн 9 чыаЕ 
д д 1 
М (0; х у, 2) = 0 9 -коа |1 ор. аа: 
д д 
Е мт 95 


Рассмотрим многозначную гармоническую функцию [см. (5)]: 


ь УЗ со8 = 9 
УС 7, 6: Х, у, 2) — а, , (61) 
Ея о 
где 

и азН ©: э% а В в: ь в азт 0 
и О и сво, — с0$0’ 

2% а ЗВ ро а а ЗВ о : о а м 6, 
х С05 Ф,, Я = СВ р, — 603 6% 5Ш Ф,, 5 > 


— СВР — с03 6, — № — с0$ 6%, 


сВо = сВр, сВрь — Вр, $В р. с0$ (Ф — Ф)). 
Под арктангенсом здесь подразумевается та ветвь этой функции, кото- 


рая минимальна по абсолютному значению. \ (& *, -- 0; х, у, 2) является 
многозначной гармонической относительно х, у, 2 функцией, которая при 


1 
В —= 0 имеет особенность вида г и на диске К удовлетворяет условию: 


У ($ т, - 0; Х, У, 0) -ь М (5 7, + 0; т, у, — 0) =0. (62) 


= 


В силу (62) заключаем, что вектор \, удовлетворяющий условию (55) 
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и исчезающий на бесконечности, дается формулой: 


д д 
Е 0 с 
[4 ИЗ 1 
в но БЕРИ, 
7 Е пр 8ГС 5, 1) ЧЕ ал. 
Ат Е 05 97 и - о % к 
т к (63) 
дЕ 99 05 "б=+о 
В результате вычислений из (61) получаем: 
97 г 28 У2- 2 У а? — — УИ ау = 
= з агсфо 
06 [5+0 пр Иво уи | п Ув } 
97 Е 25 БЕ реет: 
ЗЕ к Е 
$=+0 о РУ ура 
д Оо ИЕ. 
Е агсо У2 =Иа Е т 
пр 55 РУ ету 
1 а а ЗЕЕ ТЕТЕВ 
и ИЕ. -У) ато И 2 Иа — 2 
| б=-о пр Ув ера 
д Те 
о 7% агс 2 =Уа Е т | 
пр бт РИ тура 


где В =У (4?— 12 — у? - 22)? + 4421? причем берется арифметическое зна- 
чение корня. 


Подставляя выражения ОиТ из (60) и (63) в формулу (59), полу- 
чаем искомое решение задачи Дирихле: 


а ЗВЕНЕ 
> Е, нар 
И? Иа? — 22 — 12 


7 м — =: -- 
аа у 22 ы у 
+= \\ (Е — 2)? + и— уз" (РЕ Л) 4 41 
4 Убе г >) 
(Е—2)* И. 4 ал. 4 
О +) & 44. (64) 


В частности, при ==}, из формулы (64) получается известная фор- 
мула Гейне-Гобсона [см. (5) и (6), стр. 127—132]. 

10°. Обращение одного интегрального уравнения, 
встречающегося в приложениях. При решении контактных 
задач пространственной теории упругости и в теории крыла встречается 
интегральное уравнение [см. ("), (3), (з)]: 


1 \ р (Е, з) аб ал _ 

—=9(%, Уо) + с (65) 
27 ЗУ (Е— зо) + (п — " 

где 5 — диск 4?- у<а?, с — произвольная постоянная, 4 — заданная 

функция, первые производные которой удовлетворяюг условию Гельдера, 

а р(2, у) — искомая функция, также удовлетворяющая условию Гельдера. 
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Вместо уравнения (65) рассмотрим уравнение: 


0 0 = 
0 о 
- и Е Оно 66 
з т г. “ мВ ) 9), ( ) 
2к \\ (Е — 2)? нае у)? [2 ( 7) 1 ф 
а =-&, = 5, фз =0, 9: ==, $2 = $», 9 =Р. 
Связь между уравнениями (65) и (66) очевидна. Введем вектор 
Ору =А МЕ Се, и 2) 56 949. (67) 
8 


В силу (12) и (13), уравнение (66) можно заменить эквивалентным 
условием: 


0+0 =3 (+ У) на 5. (68) 
Вектор 0, удовлетворяющий условию (68), дается формулой (63). 


После того как вектор О найден, решение уравнения (66) получается 
непосредственно по формуле 


2 (в; у) = 0* (=, у) — 0` (в у. (69) 
В частности, из (69) получаем: 
1 д 1 У (а*— Е — 1?) (28 — 2— у) 4 
й = 1 |8 д _- 
В ЕВ „УЕ 
д . У (4 — #— 17) (1 —2*— у) 04 


А а аи 
Предположим, что 4 имеет непрерывные вторые производные. Тогда 
в результате интегрирования по частям из (70) получаем, что 
ви 44 (Е, 1) Ув: 2-м @— у) 
Е А 0 
Очевидно, что произвольную постоянную, входящую в уравнение (65), 
всегда можно подобрать таким образом, чтобы функция р(х, у), определен- 
ная по формуле (71), была решением этого уравнения. 
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3. Я. ШАПИРО 


ОБ ОБЩИХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА 


(П редставлено академиком С. Л. Соболевым) 


В статье рассматривается краевая задача с заданием на грацыце 
дифференциальных операторов произвольного порядка для дифференци- 
альных уравнений эллиптического типа и для систем таких уравнений. 
Устанавливается разрешимость такой задачи для полупространства и 
показывается, что для произвольной области задача сводится к интеграль- 
ному уравнению. 


Настоящая работа посвящена исследованию общей краевой задачи для 
эллиптических уравнений и систем. Эта задача, представляющая собой 
обобщение первой и второй краевых задач, состоит в следующем. На 
границе области, в которой определяется решение, задается линейный 
дифференциальный оператор произвольного порядка (или система таких 
операторов). Ищется функция, удовлетворяющая уравнению внутри обла- 
сти и такая, что заданный дифференциальный оператор от этой функции 
принимает в каждой точке границы предписанные значения. 

В работе показано, что для широкого класса граничных операторов 
задача разрешима при наложении конечного числа условий на значения 
оператора. Для доказательства строятся отвечающие краевому условию 
специальные решения уравнения, зависящие, как от параметра, от гра- 
ничной точки О. Эти решения (которые мы называем фундаментальными 
решениями краевой задачи) подобны потенциалу простого или двойного 
слоя для уравнения Лапласа. 

Решение уравнения, удовлетворяющее краевому условию, ищется в виде 
интеграла по границе области от фундаментального решения, умноженного 
на неизвестную функцию р (0), заданную на границе. Выполнение крае- 
вого условия дает для функции (0) интегральное уравнение типа 
Фредгольма, правой частью которого является заданное значение гра- 
ничного оператора. 

Использованный метод является распространением на более общие 
краевые условия и на системы эллиптических уравнений общеизвестного 
метода сведёния задач Дирихле и Неймана к интегральным уравнениям. 

Общие краевые задачи для уравнений и систем с двумя независимыми 
переменными исследовались многими математиками. Наиболее полные 
результаты в этой области были получены И. Н. Векуа (*). Для урав- 
нений с большим числом независимых переменных вопрос о разрешимо- 
сти общих краевых задач рассматривали М. И. Вишик (°), (3), (4) и Я. Б. Ло- 
патинский (6). Их результаты в известной степени пересекаются с нашими. 
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Чтобы возможно яснее и проще изложить способ построения фунда- 
ментальных решений и суть предлагаемого метода, мы в $ 1 ограничи- 
ваемся случаем одного уравнения 2-гс порядка, т. е., по существу, урав- 
нением Лапласа. 

В $2 дается постановка и решение общей краевой задачи для эллип- 
тяческих систем произвольного порядка. Некоторые доказательства, ничем 
принципиально не отличающиеся от аналогичных доказательств для 
уравнения Лапласа, мы в этом параграфе опускаем. 


$1 


Дано уравнение второго порядка эллиптического типа с тремя неза- 
висимыми переменными и постоянными коэффициентами: 


У и - =. = =10. (1) 
К —1 
Кроме того, задана выпуклая область Ш) с достаточно гладкой границей 
и на Г задан линейный дифференциальный оператор А произвольного 
порядка { с непрерывными коэффициентами: 


9Р-+9+5 
Ди ЗЕ № Ст, а, $ (0) р $ (© Е Г). (2) 
дхР д29 дх 
о-+а+з< к 
Продолжив коэффициенты ср, а, :(0) непрерывно внутрь О на некоторую 
полоску, мы определим оператор Л внутри Д по крайней мере в точках, 
достаточно близких к границе. 
Требуется найти функцию и(ть 5», 23) =и(Р), удовлетворяющую 
уравнению (1) внутри О) и такую, что при приближении к точке О 


И Аа (Р) = / ©) (3) 


где /(0) — заданная ‘на границе функция. 

В п. 1 мы напишем явное решение нашей задачи для случая, когда 
область [) совпадает с полупространством 2. >0, коэффициенты опера- 
тора Л постоянны и этот оператор не содержит производных ниже 1-го 
порядка. В п. 2, воспользовавшись полученным решением, мы сведем 
краевую задачу для произвольной области к интегральному уравнению. 

1. Построим решение уравнения (1) в области х; > 0 такое, что 


` ди 
Шор ь брат а (4 
› 4, $ „Юа„.Ч 2,3 С.Д ) 
х.—>0 ИЕ 0% 955015 
где /(хь 1.) — непрерывная функция, достаточно быстро стремящаяся 
к нулю на бесконечности, а именно, удовлетворяющая условию 
К 
|7 (хь нЕ (5) 
2 2) 2 
(= - 28) 
Для решения этой задачи мы сначала выберем частное решение 
Ф (5; х, + $2, + 2 (5) 23) уравнения (1), зависящее от $ иот а; 5, $), 


КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА 541 


где $ — вещественный параметр, а # (5) — комплексная функция. Проинте- 
грировав выбранное решение по всем вещественным значениям $, мы 
получим функцию Г (2, 2., 2:), представляющую собой фундаментальное 
решение или аналог функции Грина для поставленной краевой задачи. 
Это значит, что решение уравнения (1), удовлетворяющее условию (4), 
определяется формулой 


и (оу) Е= \ | Е (2, ст 2, — 6, 23) } (61. 6) 48, Ё.. (6) 


Итак, окончательное решение задачи определяется выбором частного 
решения Ф (5; х, - 5х, + 2 ($) хз), зависящего от параметра $. Чтобы вы- 
брать это решение, заметим, что, как легко убедиться подстановкой, 
всякая дважды дифференцируемая функция ф (х, - $. + 1 (5) 13) уловле- 
творяет уравнению (1), если (5) определяется из уравнения 


ал: -- 2415 -- 425? - 2 (@лз - а,5$) & -- аззЁ = 0. (7) 


Эллиптичность уравнения (1) означает, что существует постоянная К такая, 
что |112 ($) | > К при любом вещественном $5. Из двух решений уравнения 
(7) возьмем то, для которого Ши & (5) > 0, и выберем комплексную функцию 
Ф; (2) = ®; (21 -Е $25 - 2 (5) 23), зависящую лишь от порядка краевого усло- 
вия [, следующим образом: 


Л 
в: (@) = за 2 в 
Де 
ое ПЕ" (9 
об: и-о. ) 


Ветвь логарифма при />.2 фиксируется произвольно *. Чтобы получить 
Ф (5; х, + 52, - 2 (5) 23), разделим функцию $, (2, + $2. + ($) 123) на не- 
который многочлен от $ и 1 ($), определяющийся в зависимости от кон- 
кретного вида краевого условия (4). 
Предварительно преобразуем граничный оператор (4). Для этого, 
воспользовавшись уравнением (1) и всевозможными уравнениями, полу- 
Ш Ш ° ди 
ченными из него дифференцированием, выразим —т, аи я 
з 3 Е 


* При хз > 0 и вещественном $ выражение х, - эх» + # (5) хз не может обратить- 
ся в нуль в силу комплексности функции 2 (5). Поэтому мы можем зафиксировать 
и 2 (5) ®з 
я, + $2, + Веё (5) хз 
полупространства х:>0. Различный выбор ветви логарифма даст функции 
Фу (2, + 52, + # (5) 2з), отличающиеея на многочлен (7— 2)-й степени от 231, %», тз. 

что несущественно для дальнеишего. 


для всех значений $ и точек 


ветвь логарифма, т. е. агс 8 
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через производные по 4; и 2, и через первую производную по х. от этих 
производных. Заменив после этого в операторе Л производные по 2; вы- 
ше первого порядка их выражениями через производные по 2; их., мы 
запишем оператор Ли в следующем «каноническом» виде: 


9'и 9 о 
== к > о Е | ЕЕ 
—- — и д210.1 9 >. 073 х ба дед 9 тэ => Ви. — 


а=0 4=0 1 


Предположим, далее, что либо оператор А содержит производную И. 
2 
91 


либо В содержит ‚ т. е. хотя бы один из двух коэффициентов 4 


и % отличен от нуля. Этого всегда можно добиться при помощи линей- 
ного преобразования переменных 2, и х, не меняющего характера 
уравнения. 

Поставим оператору краевого условия Л в соответствие многочлен 
от 5 и 2 ($), заменяя дифференцирование по 7, умножением на 1, диффе- 
ренцирование по 2, — умножением на $ и дифференцирование по хз — умно- 
жением на (5). Полученную функцию ‘от $ обозначим той же буквой, 
что и самый оператор, т. е. положим 


1 11 
и и ОЕ © (10) 
4=0 а=0 
Определим вещественное частное реш@ние уравнения (1) формулой 


Ф ($; 2, + $2, + Е(5) 1.) = Ве ыы: ее В - (11) 


2. Чтобы определить фундаментальное решение поставленной краевой 
задачи, мы, как было указано выше, проинтегрируем функцию (11) 
всем вещественным значениям $, т. е. рассмотрим 


Пт = \ Ф ($; х, + 52, + Е ($) 2.) 4$. (12) 


Выясним вопрос о существовании интеграла (12). Так как, в силу 


Е ($ 
эллиптичности уравнения (1), модуль отношения 2) при |$| > 1 остается 
5 


ограниченным, то в любой точке области х. > 0 
[21-Е 52, +1(5) |< М.В-|[$ | 
где. М — некоторая постоянная, а В = Ух, + 45 + 43. Отсюда следует, что 


|9, (2, + 52, (5) 23)| < КВ 


[=> 


5215]. 


Так как знаменатель функции Ф растет как 5 то при достаточно боль- 
ших |$| справедливо неравенство 


Фа, + зы 52 (5) все. (13) 


При /=1 и /=0 оценку можно еще улучшить, отбросив в правой 
части ш|$ |. 
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Во всяком случае уже из неравенства (13) следует, что интегралы 
—м 


} Ф(5; 21+ 52, + 29) 25) @5 и \ (5 + 52, 2 (5) 23) @ 
М 


— о 


при М > оо стремятся к нулю, и остается рассмотреть вопрос о сходи- 
мости интеграла от Ф (5; 2; + 52, +- # (5) 2.) на любом конечном интервале. 

Если многочлен Л (5), определенный формулой (11), не имеет вещест- 
венных нулей, то функция Ф непрерывна и, следовательно, интегрируема 
на любом конечном интервале. В любой конечной части полупространства 
хз > 0 сходимость интеграла равномерна по х;, 4», 4; и он определяет не- 
прерывную функцию от этих переменных. 

Предположим теперь, что многочлен Л (5) обращается в нуль в неко- 
торых точках а,, а»,..., аь,..., @ на вещественной оси. Функция 
Ф (5; х, + $2, | (5) 23) обращается в точках ах в бесконечность, и инте- 
грал (12) становится несобственным. Определим функцию ЁР (5, х., т.) 
для этого случая следующим образом. Заменим вещественную ось ли- 
нией С., совпадающей с вещественной осью при | $ — ак | >в, А =1,0,..., п, 
и обходящей точки а; по окружностям радиуса в, лежащим в верхней 
или нижней полуплоскости. Для каждой области вида М >45 >58, 
|2, |< М, |1.|< М можно указать настолько малое в, чтобы выражение 
1-82, +2 ($) х. не обращалось в нуль, когда точка 2, 1, дз лежит 
в этой области, а $ — внутри или на границе круга радиуса з с центром 
на вещественной оси. Действительно, 112(5) >А и, следовательно, 
Пи 2 (5) х, >К, а | (2, + 52.) |< Ме. Поэтому при достаточно малом = 
Пи (2, + 52, + 2 (5) 23) 0 и, следовательно, 2, - 82, {+ #($) 2, + 0 в дан- 
ной области. 

При таком выборе з у функции 


(д Е зж, 2 (8) 23) * 11 (2, + 52. Е # (6) 23) 


не будет особенностей на контуре С. и между этим контуром и веще- 
ственной осью. Так как при достаточно малом = функция Л (=) не обра- 
щается в нуль на С. и, следовательно, функция Ф (5; 2; - $2, + 1 ($) #3) 
непрерывна на этой кривой, то интеграл 


‚ | Ф6; а 50-29) 23) @8 (14) 
Се 


существует и сходится равномерно в области |2:|< М, 15, 
3<з.< М. Будем уменьшать, е. При этом интеграл (14) не будет 
меняться, так как функция Ф ($; 2, - 52, -- # (5) 23) в промежутке между С. 
и вещественной осью является однозначной аналитической функцией 
без особенностей. Поэтому в любой точке (ху, х», 23) полупространства 


1. >0 существует 


Па ] Ф (5; м: + 52. -Е 1 ($) хз) 4$. 


==> 010 
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Положим 
(ивы 2) = И ) Ф (5; 2, - $2, - 2 ($) 23) 4$ (15) 


=—0 (Е 


и будем обозначать предел, стоящий справа, через 
[>=] 
\ Ф ($, д + 52. + ($) <.) 4$. 


Таким образом, формулу (12), определяющую фундаментальное решение, 
мы будем считать справедливой также тогда, когда функция Л (5) имеет 
вещественные нули, только в этом случае интеграл понимается 
в смысле (15). 

Заметим, что ` предел (15) зависит от того, с какой стороны мы 
«обходим» вещественные нули, т. е. по какую сторону от вещественной 
оси в 5-плоскости лежат окружности радиуса ев, обходящие точки @х- 
При различных обходах получаются различные фундаментальные решения 
и, соответственно, различные решения данной краевой задачи. 

Приведем пример. Пусть для уравнения Лапласа Ди = 0 поставлена 
в полупространетве задача 

04 р 
СЯ 
Соответствующая этой краевой задаче функция Ф (5, х - $9 - 2 ($) 8) имеет 


вид 
1 


Ве ——__^ 
$ (и зу-+ЕИ1-Я 2) 


и фундаментальное решение 


С а 
5 
Ра Ве ат 
` $ (®-- зи -2($) =) 
—с 
В точке 5 =0 подинтегральная функция имеет полюс. При обходе этого 
полюса сверху и снизу мы получаем различные фундаментальные реше- 


ния, отличающиеся друг от друга на вещественную часть интеграла от 
1 


$ (#+зу-+:И1+®) 
подсчитать, что интеграл по такой окружгости равен 


по окружности с центром в начале координат. Легко 


2 


- т: и веществен- 
ная часть интеграла (разность между двумя различными фундаменталь- 


ными решениями) равна а При различном выборе фундаменталь- 


ных решений (т. се. различном выборе пути интегрирования) мы получаем 
решения краевой задачи, отличающиеся на функцию 


@ ® (Е, т) аа 
ея, 


т. е. на гармоническую функцию переменных $, 2, принимающую при 
со 


2 =0 граничные значения | а, гам. 


522 
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Мы определили фундаментальное решение Р (2, х„, 43) для краеього 
оператора Л, заданного формулой (9). Очевидно, что все сказанное 
о сходимости интеграла (12) в такой же мере относится к интегралам 
от производных функции Ф (5; 2, -- 52, -- 2 (5) 23) по т, 1, и т.. Порядок 
роста числителя при этом или понижается (при дифференцировании по 2), 
или не изменяется (при дифференцировании по 1, или 23). Поэтому 
сходимость интеграла на бесконечности может только улучшиться. Что 
же касается того случая, когда знаменатель, т. е. Л (5), имеет вещест- 
венные нули, то интеграл от производных в этом случае надо понимать 
в том же смысле, как интеграл от самой функции Ф. 

Таким образом, функцию Р(хь х», 23), определенную формулой (12), 
можно дифференцировать под знаком интеграла любое число раз. 

Так как функция Ф (5; х, + 51, + (5) 2.) удовлетворяет уравнению (1), 
то отсюда следует, что функция Р (ть, 2., 2;) также удовлетворяет этому 
уравнению. При В = У - 22-- 22->ю и 1>2 функция ЁР (ль т», 2) 
неограниченно возрастает. Оценим порядок возрастания этой функции. 
Так как 


[2 - 32. + 2() |< ВМ |$|, 


то 


[21 (и - вл, 1 (5) 23| СВ ш В |5 | 


И, < СВ ЗВ. 


3. Покажем, что решение уравнения (1), удовлетворяющее условию (4), 
определяется формулой 


со 


и (ть ть 2) = \ | Ра, а 2), Ч. (6) 


— 60 — © 


В силу того что функция }(&, &) достаточно быстро стремится к нулю 
при # + &—0 [см. условие (5)], этот интеграл сходится при любых #1, 
х., хз. В любой ограниченной области вида | 2 | < М, |1›|<М, 8 <*.< М 
его сходимость равномерна. Дифференцируя функцию (6) по 2, х., 23 
под знаком двойного интеграла, мы понижаем порядок роста подинте- 
гральной функции, т. е. улучшаем сходимость интеграла. Поэтому такое 
дифференцирование возможно. 

Отсюда следует, что функция и (5, т, 23), определяемая формулой (6), 
удовлетворяет уравнению (1) в полупространетве 2. > 0. 

Покажем, что функция и (7, х„, 23) удовлетворяет краевому условию (3}. 
Для этого возьмем произвольную точку Р в полупространстве 2, >0 и 
вычислим Л и (Р). В более подробной записи имеем: 


и (Р) =и(хь т» 23) = 


1 т [г жзшх 
= виа | | ) ве 4Е, 4&,, 


где. Х =. —& + $(2. —&) 2 ($) хз. Производя дифференциальную опера- 


546 3. Я. ШАПИРО 


ЦИЮ А под знаком всех трех интегралов, получим: 


) © © — к 
Аи (Р) = — 5-8 Ве ) | ео) Е {а (16) 


— © — < ‘— © 


Найдем Пи Ли(Р), где О, — точка плоскости 1: =0 с координатами 
Р> 0, 


0 о . Й -— 
2, 2. Для этого рассмотрим подробнее внутренний интеграл по $. Обо 
значим 


О: г. 


9 Мы + $ (2, — 5) +2 ($) 2]* ^ 
Вспоминая, что #(5) есть лежащий в верхней полуплоскости корень урав- 
нения 


ал - 24155 + 4525? + 2 (а1» + @135) & - аззй = 0, 


мы можем вычислить этот интеграл в конечном виде. В результате вычи- 
слений получается 


З 7 
т 


где А;х — алгебраическое дополнение элемента а» в матрице 


\ 
(аи 412 @1з 
21 @>2 @эз |, 
@з1 @32 @3зз 
а ДА — определитель этой матрицы. 
Исходя из этого явного выражения для функции К (5, х., %.), непо- 


средственным вычислением легко убедиться, что когда точка (11, %», 13) 
стремится к точке (29, 2%, 0) плоскости ®, = 0, то 


Ли (Р) = | \ К (1—6, >, 23) 1 (6, Ь) аа 


— 05 —050. 


стремится к } (2%, 20). 

Тем самым доказано, что функция и(х, 5, 13) формулы (6) есть 
решение поставленной краевой задачи для полупространства. Решение 
это заведомо не единственно. Если граничный оператор имеет порядок [, 
то к решению можно добавлять любой многочлен не выше /— 1-й сте- 
пени, удовлетворяющий уравнению. Само построенное решение имеет 
порядок роста на бесконечности такой же, как построенное фундаменталь- 
ное решение, т. е. оно растет как АГ*ш А, где В =У?+ да 28. 
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4. Перейдем к общему случаю, т. е. предположим, что область О — про- 
извольная выпуклая область с гладкой границей Г, а коэффициенты кра- 
евого условия (2) — непрерывные и дифференцируемые на Г функции. 
При этом мы уже не будем требовать, чтобы все входящие в оператор Л 
производные имели в точности порядок ‘1, а будем считать, что в каждой 
точке границы оператор Л разбит на сумму дифференциальных операторов 


Л = д — де? ыы -Ь А®, 


причем Л® содержит только производные #А-го порядка. Чтобы свести 
в этом случае решение поставленной краевой задачи к решению инте- 
грального уравнения типа Фредгольма, построим решение уравнения (1) 
в области 0, зависящее, как от параметра, от точки границы, и затем, 
интегрируя это решение с некоторой плотностью вдоль всей границы Г, 
будем искать решение поставленной краевой задачи. 

Обозначим через Р произвольную внутреннюю точку области 0), через 
@ — произвольную граничную точку, через Го — касательную плоскость 
к границе в точке О. Введем отнесенную к точке О аффинную . систему 
координат 81, &», &;,, причем оси & и &, предположим лежащими в плос- 
кости То, а ось &, — направленной внутрь области Ш. 

Заменим краевой оператор А оператором с постоянными коэффициен- 
тами, взяв в качестве этих постоянных коэффициентов их значения 
в точке О. После этого запишем дифференциальное уравнение и краевое 
условие.в координатах &,, &,, &,. Мы получим некоторое уравнение 


т, 2 
и краевое условие 
др-+а-з 
И ен, 
р-+а+3< 91 955 93 


где 48 и с ,— постоянные, зависящие от отнесенной к точке () системы 


р, 4, 
(п 
координат. м из этого краевого условия главную Часть Л`” (часть, 
содержащую только производные [-го порядка по различным комбина- 
и 
циям переменных) и запишем оператор ЛО в том же каноническом виде, 


в каком мы записывали краевое условие для полупространства [см. фор- 


мулу (3]]: Е 


(в 

Ао д ® Е д 

Ло и = ЕЕ + — ЕЕ 
х д ты Е, ^ 

По этому уравнению и краевому условию можно решить граничную 

задачу для полупространства & >0, содержащего область Р. Решая 

такую задачу, мы должны построить функцию 


а 


1 вв Бе Е ое, В, 6) +6] 


— 22 (1—2)! 


Ве 


ЕЕ 


58 Хан 9+ ($) я = 
а=1 а=0 


(17) 
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— 


являющуюся функцией от точки Р(&, &, 3) полупространства &3 > 0, 
точки 0’ (&, 2, 0) плоскости & =0 и зависящую от точки 0, так как 
эта точка определяет выбор системы координат в пространстве и, следо- 
вательно, вид функции. Обозначим эту функцию сокращенно через 
Ро (Р, 0’). Заметим, что функция Ро (Р, ©’) не существенно зависит от 
того, как именно выбраны координатные оси &, & в плоскости То, так 
как если в интеграле 


8 


(& зу (5) 2)? [2 + зу 2 ($) 2| $ 
1 а: 


55 о. +2($) о ть 


9—0 9—0 
произвести линейную замену переменных 


у ох’ - Ву’ 


д 18 
и преобразовать к соответствующим переменным дифференциальный опе- 


ратор 
| 1—1 


1 1—1 
В а а 
ЕС ея а ЦИИ? 
Ее 959 ду! 2 03 = дх9 дуг 9—1 
>. й 5 + $В 
то, выбрав подходящим ооразом новую переменную интеграции $ = у за , 
ы / 


мы можем записать наш интеграл в виде 


11 =] 45' НЕ 8 (т', у, 2'), 


т 
> «а ’ А 1-91 
Уаз О (5) У, 84 з 
9=9 9=0 


со 
\ [= ее "у НЕХ (5") 2]? п [2’ ыы у ии (5”) 


где аа и 6. —коэффициенты преобразованного дифференциального оператора, 
а (х’, у, 2’) — многочлен степени [— 2, представляющий решение одно- 
родной краевой задачи. 

Из построения следует, что по координатам точки Р функция Ро (Р, 0’) 


удовлетворяет уравнению (1). Положим 0’=0О и рассмотрим интеграл 
по поверхности Г: 


(Р) = \ Ро (Р, 0) 6 (0) зо. (18) 


В 


Здесь р (0) — пока произвольная функция на поверхности. Так как при 
любом фиксированном значении О функция Ро(Р, 0) удовлетворяет 
уравнению (1), то и функция и (Р), определенная интегралом (18), удовле- 
творяет этому уравнению при произвольной интегрируемой функции р (0): 
Определим фуницию р (0) так, чтобы выполнялось краевое условие (2). 
Для этого применим дифференциальный оператор Л к функции и (Р)}, 


определенной равенством (18). Взяв точку Р настолько близко к границе, 


КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА 549 
Е ИА ОНУ 
чтобы граничный оператор был определен в этой точке, применим опе- 
ратор А к функции и(Р) под знаком двойного интеграла и к функции 
Ро (Р, ‚9) — под знаком интеграла по $ [см. формулу (17) при О=О,, 
т. е. Я = = в = = 0]. При этом под знаком интеграла по $ мы получим сумму 
нескольких слагаемых. Производные порядка /, входящие в оператор А, 
дадут выражение вида 


1—1 


© >. (Р) 9+: (8) Ув (Р) 191 


1 4=0 а=0 45 
2 Ве РТ 11 Е [Е + 5 +1) ЕР’ (19,) 
— © а Уре 
9=0 9=0 


где а. (Р) и 6а(Р) — значения коэффициентов оператора Л® в точке Р, 
а а4 и 6, — значения этих коэффициентов в точке О. Производные по- 
рядка / —1 дадут выражение вида 


1—1 


со У (Р)1—9- + У# (2) 


ьь а=0 а=0 ь 45 
2? Ве у а У Е Е: - 36, + 2 ($) Е ’ (19) 
5 аб - 2 (5) АЙ 
9=0 а—0 


где а, (Р) и ь, (Р) — коэффициенты ЛЧ в точке Р, производные порядка 
/—2 — выражение вида 


1—2 {—2 
со Е 
р, т Ша, +94, (19) 
— © Уча +15) о А. 
а=0 а=0 


где а, (Р) и ь, (Р) — коэффициенты Л“? в точке Р, ит. д. При этом 
в точке Р оператор Л рассматривается также в координатах &, 6», &3. 
Обозначим функцию (19,) через Ку (Р, 0), функцию (19,) — через А1_, (Р, 0) 
и т. д., а сумму 


К а А а 
— через К (Р, 0). Тогда 


Аи(Р) = | К(Р, 0) (©) 49. 
Сы 
Чтобы удовлетворить краевому условию (3), найдем предел 


ит \\К(Р, 0)р(0) 90. 

Р-—>% Г 
Для нахождения этого предела разобъем поверхность интегрирования |А 
на две части: через Г. обозначим ту часть поверхности, которая проек- 
тируется в плоскости Го в круг радиуса ® с центром в точке Ох; осталь- 
ную часть поверхности обозначим через Г — Ге. 


5 известия АН СССР, серия математвческая, № 6 
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Когда Р—> О а О лежит на Г — Г., то подинтегральная функция не 
имеет особенностей и 


шт О К(Р, 0) ©) 40 = |} К» 0) (©) ав. 


Р>о0 гг. РГ. 


Рассмотрим 


КС, 0)» (@) ао. 


Г, 


Ядро К (Р, 0) этого интеграла состоит из слагаемых А\ (Р, 0), К. 1 (Р, 0), 
Ку-›(Р, 0) и т. д, которые при Р=0О имеют особенности различных 


порядков. Интегралы 


\ Кьа(Р, 0) (0) ао, 
\\ К (Р, 0) (©) 9зо 


и т. д, подинтегральные функции которых имеют. особенности не выше 
первого порядка, стремятся к нулю при =->0, как бы ни была распо- 
ложена точка Р (в том числе и при Р = 0.). Что ‘же касается первого 


интеграла 
у} кь(Р, 0) в (©) ао = 
Г. 


/ 


1 1—1 
(> а’ (Р ) 5 Ш . (Р) те 4$ ] 
— = | Г = в (©) 434, (20) 
ее и (> ыы (БН ба-1(5)3) | 
0 


то его предел при Р— 0% равен в (0%) { $ (=), где х(=)->0 при =->0. 
Докажем это. Для этого заметим, что при Р, близком к О, дробь 


ОЕ в 
о ты. +2 (5) № а 5 4—1 


сколь угодно мало отличается от единицы, и мы можем записать ее 


в виде 
1 (В, 05, 


где ф (Р, 0, $) 0 при Р->0. Следовательно, при вычислении предела 
интеграла (20) мы можем заменить указанную дробь единицей. 
Преобразуем функцию - в к координатам, связанным с точ- 
(Е. - 3» 2 (5) 8, 
кой О» а интегрирование по Г. заменим интегрированием по Ге проекции 
Г. на плоскость То, Если в достаточно мало, то интеграл (20) изменится 
при этом сколь угодно мало, т. е. мы можем утверждать, что 
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со 


\\ у (Е т (5) Е.) и о (0) 4зо = 


= 


( 4$ 
© А дНЕОИ Фа 
№ = 1) +10) и ©), 4% +х (©), 


ТМ 


где & — координаты точки Р в системе, отнесенной к точке О» Е, 0) — 
координаты проекции точки © на плоскость Тод, в той же системе, а под 
р (Е, №) понимается просто. В (©). Дифференциал поверхности 40 мы за- 
меняем при этом на @, 4 также совершая малую ошибку, так как 
поверхность предполагается гладкой и, следовательно, на’малом участке 
она сколь угодно мало отклоняется от касательной плоскости. Таким 
образом, можно утверждать, что у (е) >0 при =->0. Но из результатов 
п. 3, в котором приведен явный вид функции 


| еее 
2х2 а. Е —& +3, —&)+:(5) 8” 


следует, что 


Таким образом, наше утверждение доказано. 
Заставляя = стремиться к нулю, мы получим окончательный резуль- 
тат: 


Бш, АСР, 0)р(@) Чао = } } К (@» ©)р(@) 4аа + р (@,- 


Р->®. т 


Итак, если функция р (0) выбрана таким образом, что удовлетворяется 
условие 


р (@%) | К (0, 0) в (0) 4зо = 1 (0), (21) 


то решение и (Р), заданное формулой (18), удовлетворяет поставленному 
краевому условию. 

Условие (24) представляет собой интегральное уравнение Фредгольма 
относительно функции р (0). Это уравнение разрешимо, если его правая 
часть ортогональна конечному числу функций (решениям сопряженного 
интегрального уравнения). Таким образом, мы можем утверждать, что 
поставленная краевая задача имеет решение, если функция удовлетворяет 
не более чем конечному числу условий. Этот результат следует из работ 
М. И. Вишика (2) и (3), относящихся к одному уравнению. 
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$2 


Перейдем к рассмотрению общей краевой задачи для эллиптических 
систем уравнений. Мы будем рассматривать линейные системы произ- 
вольного порядка № с постоянными коэффициентами, причем будем тре- 
бовать, чтобы эти системы были однородны относительно операции диф- 
фёренцирования, т. е. содержали только производные наивысшего К-го 
порядка. Такие системы удобно записывать в виде 


ии (1) 


р ЗЫ 
а 
где и — п-мерный вектор с компонентами и?, и?,..., и’,..., ип и А, в, — 
квадратная матрица и-го порядка из коэффициентов при производных 
дих 


ЧА а 
9х. 9%. 913 


Эллиптичность системы, как известно, означает положительную опреде- 
ленность формы порядка Ап от переменных $5\, 57, $3: - 


У Ар ыыы (9) (8) | (2) 


ыььек 


её 


Очевидно, что для эллиптической системы произведение порядка системы 
К на число уравнений и неизвестных п должно быть четным числом. 


й = 
Предположим, что на границе Г области Ш) задано 5 АП линейных 


дифференциальных операторов [-го порядка над вектором и: 


< а ны де -Аз и Ё 
Аш = > > вы м вол (4-62...)  @ 


УАА, + АК <1 


Если граница области Р — достаточно гладкая поверхность, а коэффи- 
циенты скк,к, — непрерывные функции, то мы непрерывно продолжим 
заданные операторы на некоторую граничную полоску внутрь области. 

Общая краевая задача для системы (1) ставится следующим образом: 
найти решение системы в области 0) такое, что 


Пил, Ды(Р) = 7 (0) (в=52...52), () 


где Р — точка области О, О — точка границы Г, а }, (0) — произвольные 


непрерывные функции, заданные на границе. Более компактно можно 
записать краевое условие (4) в форме 


И _ 


где Л — прямоугольная матрица дифференциальных операторов с — 
К 
строками и п столбцами, а / — > -мерная вектор-функция. 


4 
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п 
В статье М. И. Вишика (4) для некоторых классов эллиптических 
систем (так называемые сильно эллиптические системы) рассматривается 
краевая задача, в которой дифференциальный оператор, заданный на гра- 
нице, имеет достаточно низкий порядок. Для таких краевых задач дока- 
зывается справедливость трех теорем, аналогичных теоремам Фредгольма, 
и ряд других результатов. 

1. Анало! ично тому, как мы делали это в случае одного уравнения, 
предположим сначала, что область Д совпадает с полупространством 
хз >0, а операторы Л„ содержат только производные [-го порядка с по- 
стоянными коэффициентами. При этих предположениях мы построим ма- 
трицу РЁ фундаментальных решений для задачи (4). Под этим понимается 
матрица с п строками и =. столбцами из функций от 1, —&, 2, —& и 


х,, каждый столбец которой при 1. >0 дает решение системы (1), а 
вектор 


(ть ть 23) = \ \ Р(а В, м 23) ь Ы) Ч. 4 (5) 


удовлетворяет как системе (1), так и краевым условиям (4). 

Для построения матрицы фундаментальных решений заметим, это для 
системы (1), в силу ее линейности и однородности относительно операции 
дифференцирования, естественно искать решения вида: 


з 
=2 (> 215% 81 52, *), 


= 


где с — п-мерная вектор-функция, а $51, 5?, 53 — постоянные, Подетановкой 
в систему легко убедиться, что такое решение существует только для 
тех значений 5, для которых матрица 


> Ани, ($) (52) (53) 


иыы=Е 


| (6) 


вырождена, и оно равно в этом случае 


3 
Ф р 2х ") 3 5-53), 


$=1 


где $ — произвольная скалярная, достаточное число раз дифференцируе- 
мая функция, а и, — вектор, аннулируемый матрицей (6). Соответствую- 
щие значения параметров 5* должны при этом удовлетворять уравнению 


Е 


У А, (| 50, (т) 


и-на-Нь=Е 
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определяющему, например, переменную 53 как функцию от 5! и 5?. В силу 
однородности уравнения (7), 53 фактически зависит только от отношения 
52 
г и, полагая $: =1, 5, =5 И 53 = мы получаем уравнение 

2 (1,50 =0, (т) 
определяющее переменную 2 как целую алгебраическую функцию 5. Из 


эллиптичности системы следует, что при вещественных $ #(5) может при-, 
нимать только комплексно сопряженные значения. Обозначим их через 


(9, 66,66, 5, ©, ..-, 


причем будем предполагать, что Ни &» (5) > 0, а Па&» (5) 0 на всей ве- 
щественной оси. Как и в случае одного уравнения, мы можем предпо- 
лагать даже, что 
Ша (5) К О ‘а пар, (< В. 

Каждому корню #, (5) уравнения (7’) отвечает по крайней мере один, 
определенный с точностью до множителя вектор, переводящийся в нуль 
матрицей (6). Обозначим этот вектор через и». В силу вещественности 
системы можно также считать, что комплексно сопряженным корням 
уравнения (7’) отвечают векторы с комплексно сопряженными компонен- 
тами. 

Таким образом, для каждого вещественного $ мы получаем Ап попарно 
сопряженных нуль-векторов 

па (5) = и ($ а (5)), и, (5) = и (5, в) (&=1, 2,..., 1%). 

Для определенности предположим компоненты и ($) равными многочленам 
относительно $ и #, а именно алгебраическим дополнениям фиксирован- 
ного столбца матрицы (6) при $, =1, $, =5, 53 =41. (5). Функцию 
ф (2, + 52, + 1 (5) 2) выберем, как и в случае одного уравнения, в зави- 


симости от порядка краевого условия, а именно положим: 
1 2 
фи: (2) = жи” 182 при 2—2. 
Л 1 
Ф; ($) = 2. — при 6=1, 


Ат 5 


1 
=: при 1—0. 


Таким образом, 7-я производная от функции $, (2) при любом [ равна 
1 
212 
строчное примечание на стр. 541). 
Для дальнейшего удобно записать полученные решения в виде произ- 
ведения матрицы И, каждый столбец которой состоит из компонент нуль- 


вектора 


. >. Ветвь логарифма при {>2 фиксируется произвольно (см. под- 


Ще аа Пе и | Е 
ит и ИЗ. .. Ить ит [7 Из. их ИЕ 
ат > 
2 А м. 
и? и (3... Ик Ил Из Из. .. Ик 


И = 2 2 , (8) 


. 


а о пт С 
_ И Но НЫ бт Но бы 
> 5 
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на диагональную матрицу Ф, на диагонали которой стоят функции 
$1 (2, - 52, -- &, (5) 2,) с различными значениями а: 


9, (2,52, а (5) т.) 0 5% 0 
= 0 Ф1 (2,52, + & (5) 1.) ... 0 
0 0 9: (2,52, ($)2,) 
| 2| / 


(9) 

Ап столбцов матрицы ОФ представляют собой Ап попарно сопряженных 
решений системы (1). Произвольную п-строчную матрицу, каждый стол- 
бец которой есть решение системы, мы будем называть для краткости 
«матрицей решений». Легко проверить, что умножение матрицы решений 
справа на произвольную, не зависящую от 21, Х., 2. матрицу, дает снова 
матрицу решений: Поставим себе целью подобрать такую матрицу В, за- 
висящую только от $, чтобы интеграл 

во 

\ ОФВ 


—© 
по всем вещественным значениям $ дал нам матрицу фундаментальных 


== Кп 
решений. Очевидно при этом, что у В должно быть —— столбцов и п 


строк. 
Так как мы ищем вещественные решения, а у матрицы ИФ столбцы 


Ап, Кп 
вы 1 до Ап комплексно сопряжены столбцам от 1 до > соответствен- 


но (в силу комплексной сопряженности соответствующих значений &#, (5)), 


кп 
тож матрицы В последние > строк Должны быть сопряжены первым. 


Каждая из этих матриц состоит, таким образом, из двух комплексно 
сопряженных «половин». 
Ёп ‘ 


Легко видеть, что матрица ОФВ с > столбцами и п строками может 


быть получена как удвоенная вещественная часть произведения «левой 
половины» матрицы ИФ на «верхнюю половину» матрицы В. Мы будем 
поэтому понимать под 0 матрицу нуль-векторов. отвечающих значениям 
1. (5), для которых Па& (5) >0, а под ИФ — матрицу соответствующих 


п 
решений (с п строками и -- столбцами). Тогда в качестве В мы должны 


Я 
Е 
взять квадратную матрицу порядка 5 и искомая матрица фундамен- 
тальных решений будет иметь вид 
Е (т, 1», 23) =2 Ве \ ОФВаз. (10) 
— со 


Для выбора матрицы В рассмотрим результат применения краевого 
оператора Л`к матрице решений ОФ. 

Предварительно преобразуем граничные условия при помощи системы 
(1) и всевозможных систем, полученных из нее Гдифференцированиями, 
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исключив из всех операторов производные по 2. выше (й — 1)-го порядка. 
Краевой оператор в этом случае приобретает вид 


д бы 
Аи= Аш + Але Е, 


Ки 
й З 


где А — матрица дифференциальных операторов порядка р относительно 
переменных 21 и 12. 

Применим этот дифференциальный оператор к матрице ОФ, т. е. к каж- 
дому из столбцов этой матрицы. Дифференцирование решений по 2, хо, хз 
означает дифференцирование каждой функции 91 (2, -- 52, Н& ($) хз) 
по ее аргументу и умножение на 1, $ и {+ (5) соответственно. 

Если обозначить через А›(5$) матрицу из многочленов, полученных 
заменой в дифференциальных операторах А, дифференцирования по 2; и 1, 
умножением соответственно на 1 и $, а через Т — диагональную матрицу 


порядка ^^ из функций &#, (5), & ($), ..., т ($), то после применения опера- 
а 
тора А к матрице решений ОФ мы получим матрицу 


(АИ А. 0.Т-+ Ав, ($ Т?+... + 4, (9 О.Т) ФФ, 


где Ф‹) — диагональная матрица из производных 1-го порядка от функций 
Фа (21 + 52, + 2 ($) 1), т. е. из функций 


1 1 
4 [ж; + вт» 2 ($) т} ° 


Матрица 


1 
Ат ($) 0 + А1-, ($) ОТ + ...-+ А, ($) ОТЕ1 = > Ар ПОТЕ? (11) 
р=1 
, 
Ап 
5. 

Мы предположим, что определитель этой матрицы не равен тожде- 
ственному нулю. Это предположение выделяет класс краевых задач, ко- 
торые мы назовем нормальными и рассмотрением которых ограничимся. 
Заведомо не будут нормальными такие краевые условия, которые противо- 
речат системе. Так, например, для уравнения Лапласа Ди = 0 нельзя 
ставить краевое условие Ди |г =}, так как задача не может иметь решения 
при } =Е0. Могут ли не быть нормальными задачи, в которых ни один из 
операторов, заданных на границе, не является комбинацией уравнений 
системы или производных от их уравнений, мы не знаем. 


— квадратная матрица”порядка 


Предположим, далее, что при $ -> со определитель матрицы (14) растет 
ао 

не медленнее, чем $ ‚ где / — порядок краевого оператора Л, а ®— 

наивысший порядок роста при $-> со элементов матрицы 0. Это предполо- 

жение не является ограничением на систему и на краевые условия, так 


как при произвольных $5", 5* и 53 этот определитель есть форма порядка 
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Ап 
- ч) -- . Произведя надлежащее аффинное преобразование переменных 


51 и 5? (и одновременно сопряженное преобразование переменных #21, 22), 
мы можем добиться того, чтобы преобразованная переменная 5? входила 
в определитель в наибольшей возможной степени. 

Для нормальной краевой задачи определитель имеет конечное число 


нулей в точках а, а.,..., ам и для всех значений $, отличных от ау, 
1 


матрица У А» ОТ!-Р имеет обратную. Положим 


р=0 
} сои 
ы (3 А от») | (12) 
р=1 
Элементы матрицы В (5) — рациональные функции от $1, &1,..., „„› Которые 


2 
могут иметь полюсы только в точках а}. 


Матрица фундаментальных решений Р (2, 2», 1.) определится тогда 
формулой 


со 


1 
2 —ь 
Е (ть ть 23) = 28е | 0® ( А: от?) 45. (13) 
—© р=1 з 
При этом, если среди чисел а., а»...ам нет вещественных, то интеграл 


понимается в обычном смысле, а если у подинтегральной функции име- 
ются вещественные полюсы, то под интегралом (13) понимается предел 
интеграла по контуру С., обходящему эти вещественные полюсы по полу- 
окружностям радиуса е так же, как это делалось в случае одного 
уравнения. 

2. Докажем, что интеграл (13) существует и действительно предста- 
вляет собой матрицу фундаментальных решений для системы (1). 


[®.5) 


ТЕОРЕМА 1. Интеграл | ИФ В 45 существует и представляет со- 


— со 
бой матрицу непрерывных функций в любой области вида [2.|< М, 
[2,|<М, 8 <1,< М, где 8 — как угодно малое, а М — как угодно большое 
положительное число. 

Для доказательства теоремы выберем путь интегрирования следующим 
образом. Если ни один полюс элементов матрицы В (5) не лежит на 
вещественной оси, то за путь интегрирования примем вещественную ось, 
а если у В (5) имеются вещественные полюсы, то «обойдем» их по окруж- 
ностям настолько малого диаметра, чтобы ни для каких х., №» 23 из 
рассматриваемой области на линии С. не обращалось в нуль выражение 
21 + 32» -- 1 ($) хз. (Доказательство того, что это возможно, ничем не отли- 
чается от приведенного на стр. 543—544.) При этом подинтегральная функ- 
ция будет непрерывна в любой конечной точке контура интегрирования, и 
остается только доказать, что сходимость интегралов на бесконечности 
равномерна по 2, Ф», 7. 
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Действительно, так как определитель матрицы (11) по предположению 


* 
(+в) 
растет не медленнее, чем 5 (см. стр. 556), то элементы матрицы В, 


обратной к (11), убывают не медленней, чем 


ных Так как через ‹х обо- 


значен наивысший порядок роста при $ > со элементов матрицы (0, то 
У У и 

отсюда следует, что всякое произведение и» на %, где их и бы — эле- 

менты соответствующих матриц, при больших $ удовлетворяет неравенству 


15) Г 


Оценим теперь $1 (2, + 52, + 2 ($) 23). Очевидно, что в рассматриваемой 
области 
[2 + 52, + #($) |< К (М)-|$5|. 
Отсюда получим оценку 
|1 (21 + $25 - & (5) 13 |< 


= 


та) |(@1 + 525 + 1) 2)? 11 (2 + 32, + 1 (5) 23) [< В [5 [21 | $ |, 


где постоянная В зависит от выбранной области. Для [=1и [=0 
получим соответственно 


| а (а, + з2, + # (5) 23| < 8. 


В 
| 91 (2, + 52. + 2 (5) 23) | -=. 
Для элементов матрицы ОФВ при [>.2 получаем оценку 


| и\ 1 (21 - 52, -- & (5) 2з) - 6 


“ 


11| 5| 
а: Щь 


при { =1 и / =0 оценка еще улучшается за счет отсутствия логарифма. 
Следовательно, интегралы от всех элементов (ФВ абсолютно и равно- 
мерно сходятся в рассматриваемой области. Так как при е->0 эти 
интегралы вообще не меняются, то тем самым теорема полностью до- 
казана. 

ТЕОРЕМА 2. В любой точке (х, т, 23) области хз >0 производные 
любого порядка интеграла (13) могут быть найдены дифференцированием 
под знаком интеграла. 

Доказательство теоремы 2 проводится аналогично доказательству 
зоремы 1. А именно, продифференцировав формально функцию (13) 
под знаком интеграла, мы доказываем равномерную сходимость полу- 
ченных интегралов в любой конечной области полупространства 23 >0. 

Из теоремы 2 следует, что полученная матрица есть матрица решений. 
Действительно, так как каждый столбец матрицы ОФ при любом $ есть 
решение системы (1) и матрица ОФВ обладает тем же свойством, то 
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и матрица ГР (21, 2, 23), полученная из матрицы решений интегрированием 
по параметру $, также есть матрица решений. 

Найдем теперь результат применения граничного оператора к матрице 
Е (2, %., 13) (т. е. к ее столбцам). Как было найдено выше, применяя 
граничный оператор к матрице ОФ, мы получим матрицу 


1 
№ Ар ОТЕ-рФ (0, 
0—1 
где Ф@ есть диагональная матрица из функций 


1 1 


д (Ч зжь 1, (8) 2)" ^ 


5 


Таким образом, 


ЛЕ (21 х», 23) = 


со 1 ‹ 1 —1 
— 28Ве (> Ар в Ф' (2, - 52, + & ($) 2) (У Ар от 45. (14) 


Элементы матрицы (14) совпадают с интегралами, полученными в рабо- 
те (5). В этой работе в несколько иных обозначениях доказано, что если 
7 (&,, &) — некоторая вектор-функция, то 


со © со 


та \ \ [2ве \ ВЕ я $ (2,— 65) + ($) гАвба|уьбуаьае, 


УЖ — Це). (15) 


1 
Тот факт, что матрица о А›ОТГ?Р совпадала в указанной работе 
р=1 
просто с матрицей [/, для доказательства не является существенным. 
Исходя из этих соображений, мы можем считать, что если вектор- 
функция 


(ть 2, 23) = | | РВ + 5 (4, — 6) +28) 1, а, (46) 


где Р(хь, о, 23) определено формулой (13), существует, удовлетворяет 
дифференциальному уравнению и если можно применять к этой функции 
дифференциальный оператор ЛА под знаком двойного интеграла, то 
и (т, т., 13) представляет собой решение поставленной задачи. 
ТЕОРЕМА 3. Если вектор-функция }(8, 8) удовлетворяет условию 


[1 (&,, 5») к т: 


@+9" 


то интеграл (16) сходится и производные любого порядка от функции 

и (2, %., 23) можно находить дифференцированием под знаком интеграла. 

Для доказательства теоремы оценим порядок возрастания функции 

2 2 2 = 

Е (21 — &, 22 —&, 23) при (1, — 81)? - (7, — 6)? | 22-> оо. Вводя обозна 
чения 
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У —5)*+@,—&)+ = В, 


11 —&: р —& 7 Е 
Пи а В 
и пользуясь тем, что 
м — +5 (1,— №) + & ($) 2: = В (2+ 32, + # (8) 23), 
мы можем положить 
1 (ти + 525 - 4 ($) 13) = 


= — т (т, + 52, в ($) 13) 21а (2, + $2. + 2 ($) хз) = 


ее 
— 4 (1—2) 


1 Зы ы 
— вай * 9 (2152, +1 (2) 1»). 


В В. (2, + 5х, + в ($) 2) * „= 


Так как интеграл 


[> =) 
28е \ И ($ (2,+ 52, +2 (5) 2) В (5) 4 
—© 
ограничен при любых 2, 2, и 2. (2 + 12+ 22 =1) и тем более ограни- 
чен интеграл, в котором вместо матрицы Ф (21 | 52,+ 2 (5) 2.) стоит ма- 
трица из функций 


| о о 
8—5) (1-2 4 (5) 23) *, 


Е(— В -$(2, — &) + 2 ($) 23) < В "Ш ВР (2, ть 23) , (17) 
где РЁ — матрица из функций, ограниченных при любых 2, —&, 2. —& 
и 2. >0. С другой стороны, для всякой области вида | 2; | < М, |1.|< М, 
< т.< М существует постоянная А такая, что 


Ие-+е АИ ба а, 


где &1 и &, произвольны, а точка (ть 2», 23) принадлежит области |2, |< М, 
|2.|<М, 8<+:< М. Для данной области изменения 2, 2», и Хх; 
мы имеем, следовательно, 


с 
КЕ, ®) < пдга (18) 


Пользуясь оценками (17) и (18), мы убеждаемся, что подинтегральная 
функция в формуле (16) при |2.|< М, |2,|< М, $<+т. < М по абсо- 
лютной величине не превосходит некоторой постоянной умноженной на 


1 В : 
в И, следовательно, интеграл от этой функции по в и ба сходится 


в данной области равномерно. 

После каждого дифференцирования Ё (2, —&, 2, —&,, 23) по %., 2. и хз 
порядок роста этой функции уменьшается на единицу, откуда следу- 
вт, что производные функции (16) можно находить дифференцированием 
под знаком интеграла. 
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Так как РЁ (2, —&, 1, —&, 13) — матрица решений для системы (1), 
то вектор и (5, 1, 23), полученный как интеграл от линейной комбина- 
ции столбцов этой матрицы, также представляет собой решение. Из фор- 
мул (14) и (15) очевидно, что это решение удовлетворяет граничным усло- 
виям (4) и, следовательно, вектор-функция и (5, Х., 1.) решает поста- 
вленную краевую задачу. 

Заметим, что из нашего построения ни в какой мере не следует един- 
ственность решения поставленной краевой задачи даже для случая полу- 
пространства. Однородным краевым условиям /-го порядка удовлетворя- 
ет, во-первых, всякое решение системы, представляющее собой многочлен 
от х, 2», 2. не выше [—1-й степени, и, следовательно, решение неодно- 
родной краевой задачи определено с точностью до такого многочлена. 
Во-вторых, как и в случае одного уравнения, фундаментальное ре- 


шение и, следовательно, решение краевой задачи в случае, когда опре- 
1 


1— 

делитель я А» ОТ „| имеет вещественные нули, может зависеть от 
р=1 | 

того, в каком смысле понимается интеграл по $ от —со до со. 


3. Предположим теперь, что область О) — произвольная выпуклая об- 


кп 
ласть с гладкой границей Г, а оператор Л — совокупность —> линейных 


дифференциальных ‘операторов /-го порядка с непрерывными коэффициен- 
тами над векторной функцией и. Аналогично тому, как мы делали это 
в случае одного уравнения 2-го порядка, мы каждой точке ОЕГ и ка- 
ждой точке РЕД поставим в соответствие матричную функцию Ро (Р, 0’), 
где О’— точка в плоскости Го, касательной к Г в точке 0. Эта матри- 
ца является матрицей фундаментальных решений в полупространстве, 
лежащем по одну сторону от Го, для краевой задачи, которую мы полу- 
чаем из имеющейся, отбрасывая члены с производными ниже 1-го поряд- 
ка и заменяя переменные коэффициенты их значениями в точке 0. Даль- 
ше, полагая 0’= 0, мы ищем решение поставленной краевой задачи в 
виде интеграла по поверхности 


и (Р) = | \ Ро (РО) в (0) ава, (19) 


Г 


„ ИП ы е 
где р (0)— некоторый —--мерный вектор, заданный на поверхности. 


Применяя к функции и(Р) краевой оператор Л и требуя, чтобы 


Ши Л и (Р) = 7 (©), 

Р- Ц 
где / (0) — заданная на границе функция, мы, так же как и в случае 
одного уравнения, получаем интегральное уравнение типа Фредгольма 
для вектор-функции р (0) (точнее систему интегральных уравнений для 
компонент этого вектора): 


Ро (@ь ©) р (@) 4за +в (©) =1 (65). (20) 


т 
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Если правая часть (вектор }(0%)) ортогональна ко всем решениям со- 
пряженного однородного интегрального уравнения (т. е. системы), то крае- 
вая задача для области ОЭ имеет решение. Вопрос о числе решений свя- 
зан с сопряженной краевой задачей и нами не рассматривался. 


Поступило 
19. ХТ. 1952 
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А. А. ЛЯПУНОВ 
О ПРИЗНАКАХ ВЫРОЖДЕНИЯ ДЛЯ В-МНОЖЕСТВ 


(П редставлено академиком М. В. Келдышем) 


В работе показано, что В”- и В*“-операции обладают жесткими ба- 
зами, и установлено, что на операции с жесткими базами может быть 
перенесена значительная ‘часть результатов теории плоских А-множеств 
при соответствующем изменении формулировок. Именно, для В„-множеств 
сохраняются теоремы о покрытии, о расщеплении и об униформизации, 
а также для них обобщаются признаки вырождения проекции. 

В теории А-множеств важную роль играют признаки, показывающие, 
что .при некоторых условиях А-множество является В-множеством. Так, 
Н. Н. Лузин показал, что если А-множество является проекцией униформ- 
ного В-множества или если оно получается А-операцией над В-множествами 
с непересекающимися слагаемыми, то оно само является В-множеством. 
Он же показал, что если все индексы решета из В-множеств ограничены, 
то это решето определяет В-множество. М. Я. Суслин установил, что два 
взаимно дополнительных А-множества суть В-множества. 

Цель настоящей работы — выяснение аналогичных вопросов для В-мно- 
жеств. Эта работа является непосредственным продолжением работ (1), 
(2), (3). Основные результаты этой работы были сообщены в заметке (“) 

В работе (2) показано, что критерий Суслина не обобщается на А-мно- 
жества. Там же установлено, что критерий ограниченности индексов для 
В-множеств является достаточным, но не необходимым. Ниже будет 
установлено, что критерий Лузина о представлении с непересекающимися 
слагаемыми в некотором смысле сохраняется в теории В-множеств. Кроме 
того, здесь будут рассмотрены некоторые аналоги теорем о накрытии 
А-множеств. В. И. Гливенко (5) показал, что униформное А-множество 
может быть накрыто униформным В-множеством. Дальнейшие теоремы 
родственной природы были получены П. С. Новиковым (6), (7), 3. И. Ко- 
зловой (8) и мною (9). Некоторые предложения этого типа удается устано- 
вить и для В-множеств. 

В теории А-множеств во всех перечисленных вопросах имеет суще- 
ственное значение понятие точек единственности, которое имеет смысл 
только для 8.-операций с жесткими базами [см.(1)]. Поэтому вначале мы 
должны подробнее изучить строение баз К- и Ю--операций и показать, 
что все операции В” и Вс имеют жесткие базы. 


& 1. Строение базы В‹-операции 


Пусть дана некоторая таблица баз{М ,..»»}. Образуем таблицу баз допол- 
нительных операций ый Мы будем говорить, что цепь кортежей 
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$ = {(7....пх)} обладает свойством (а), если она содержит множество кор- 
тежей {(т,, ..., ть Тк+1)} = №\..т» такое, что первые Е чисел ту, ..., Ть 


постоянны, а последние числа {ть+1} образуют цепь базы М№Мт. ...ту 

Рассмотрим множество всех систем {т.т} = ^, содержащихся в $, 
и обозначим через $’ цепь, состоящую, во-первых, из всех кортежей 
(т....тк) таких, что №.., © ®, и, во-вторых, из всех кортежей 
(п:...пх) 3, не принадлежащих ни одной системе ^ш,... ту. Мы будем 
говорить, что цепь 9’ порождена цепью $. Допустим, что определена цепь 
$ — порожденная цепь порядка &. Тогда если цепь 3" обладает свойством 
(а), то мы положим $**" = ($%)’и будем называть ее порожденной цепью 
порядка а -- 1. Если определены все порожденные цепи порядков в< 1, 
то обозначим через $“ совокупность всех кортежей, обладающих сегмен- 
том, входящим в %". 

Положим 


Через $" мы обозначим совокупность тех кортежей, входящих в 9" ко- 
торые не имеют сегмента, отличного от самого кортежа, входящего в 8. 
Таким образом, можно определить порожденные цепи какого-угодно транс- 
финитного порядка «< О. Так как при этом множества 9% только расши- 
ряются, а всех кортежей счетное число, то процесс образования „поро- 
жденных цепей непременно должен оборваться *. Обрыв происходит оттого, 
что в некоторый момент появляется цепь, лишенная свойства (а). Мы 
будем обозначать ее через 9. Условимся говорить, что цепь $ обладает 
свойством (с), если цепь 90 содержит пустой кортеж. Наименьшее число & 
такое, что $°5Э() мы назовем рангом цепи $. Легко видеть, что ранг 
цепи всегда является числом первого рода. Обозначим через 0, множе- 
ство всех 9-цепей, обладающих свойством (с). Тогда, какова бы ни была 
система множеств (Ел, ть}, имеет место равенство: 


СВз ((Е„,...,}) = У П СЕ (А) 


$ 60% 5 


т. е. 0 является базой операции, дополнительной к ВУ: 

Для доказательства справедливости равенства (А), опираясь на теоре- 
му А. Н. Колмогорова о строении базы дополнительной операции, нужно 
показать, что 65, состоит из всех тех цепей $, которые имеют общий элемент 
с каждой Аз -цепью. 

1. Всякая цепь 9, обладающая свойством (с), пересекается с каждой 
Еу-цепою. 

В самом деле, для цепей ранга нуль это очевидно, так как каждая 
такая цепь содержит пустой кортеж, а он входит в каждую ВАу-цепь. 
Пусть цепь кортежей 9 обладает свойством (с) и имеет ранг о {+ 1. Рас- 


* Легко видеть, что описанный процесс представляет собой в несколько другом 
виде проведенный процесс построения трансфинитных индексов для В“-операции. 
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смотрим некоторую Ву-цепь $,. Покажем, что цепи $ и %, непременно 


пересекаются. В самом деле, цепь $" не содержит пустого кортежа, но 
зато она содержит множество кортежей первого ранга Х = {(т)} такое, 
что множество чисел {т} =) образует цепь базы №. Рассмотрим цепь 
1Е^, участвующую в образовании Аз-цепи $,. Ясно, что 1’ и 3 имеют 


общий элемент, так как 96М, а \’6 №. Обозначим этот элемент 


через п’. Очевидно, (п?) 65" и (1?) 6 9,. Есть две возможности: либо 
кортеж (п?) 6$ и тогда он является общим для % и $, либо найдется 


число о < а, наименьшее среди всех чисел В таких, что (п?) Е3°. Это 
число а может‘быть только числом первого рода. Тогда $* * содержит 
систему кортежей второго ранга ^, о = {(7°, п,)} таких, что последователь- 
1 
’ 
ность чисел {п›} = о Мо. В то же время существует цепь Мо, 
1 1 


1 
участвующая в образовании цепи %, т. е. такая, что (по, п,) 63, если 


п. 61 Цепи и 7] о обязаны иметь общий элемент. Пусть это будет по 
2 То То Яо щ . ЧУ удет п.. 


Ясно, что кортеж (п, по) входит как в $, таки в $°1. Опять возни- 
кают две возможности: либо он входит в $, либо нет. Допустим, что мы 
дошли до кортежа (п, а т), входящего в цепи $, и ое и опреде- 
лили систему убывающих трансфинитных чисел а >, >... > к. Тогда 
либо кортеж (п°,..., п?) входит в цепь $ и является общим для цепей 
3 и 3, либо этого нет. В этом случае существует наименьшее трансфинит- 
ное число о»: такое, что тЫ Э (по, ..., п). Следовательно, цепь пи 
содержит множество кортежей ранга А - 1 

^ оно. по = {(т9, пб, ..., т, п, 1)} 


п.п 


0 
2 
таких, что цепь 


и с 
п } = до шо ем ВЕ 
{ Е т т -- Пу 


Кроме того, существует цепь 


{п} = Пибно... по ем 0.03 


участвующая в образовании цепи 3, т. е. такая, что все кортежи 


0 0 ь 
(п... пож) 63, если п6 мы: Тогда цепи и и Чо „о обязаны имет 


п 
ть 
общий элемент. Пусть это будет 1. Мы приходим к кортежу 


11-1 
о "11 ^ Так как система 


выбранных при этом трансфинитных чисел а >: >... ак > ка убы- 
вает, то процесс должен оборваться. Следовательно, мы дойдем до слу- 
чая, когда выбранный кортеж входит в $. Этим доказано, что каждая 
из цепей множества 6%, пересекается со всеми Ауз-цепями. ' 

2. Всякая цепь, пересекающаяся со всеми В з-цепями, обладает свой- 
ством (с). 

Докажем предварительно, что если цепь $ обладает свойством (а) и 
порожденная ею цепь $" пересекается со всеми Аз-цепями, то последним 


(п? ..., Пр 1), входящему как в $, так ив $ 


‘6 Известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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свойством обладает и цепь 9. Рассмотрим некоторую Вз-цепь $.. По усло- 
вию, она имеет кортеж (п....п,), входящий в цепь 9’. Возможны два 
случая: либо этот кортеж входит в цепь $ и тогда цепи $ и 4%, имеют 
общий элемент, либо этот кортеж не входит в 3. В этом случае цепь $ 


содержит систему кортежей и... п, = ((п....ПьПь:)}, где первые Ё зна- 
ков совпадают с кортежем (п. ...п,), а числа {пу} =” образуют цепь 
базы №, п.п’ Однако, ввиду того что кортеж (п, ...п,) 63, существует 
цепь у = {п} базы М»...”;, такая, что все кортежи (и1...п,п) входят в 3, 


если пт. В то же пре цепи 7 и 7” обязаны иметь общий элемент, 
так как ЧЕМ... п, ат ТЕМ». ..пь: Пусть это будет Пу. Тогда кортеж 
(ти, й, а) ВХОДИТ как в $, так и в 9.. Следовательно, цепь 9 пере- 
секается со всеми Ад-цепями. Всякая цепь 9, обладающая свойством (а), 
порождает некоторую цепь $7, лишенную этого свойства. Если эта по- 
следняя цепь содержит пустой кортеж, то цепь $ имеет свойство (с), в 
противном случае она лишена свойства (с). 

Покажем, что если цепь $ не содержит пустого кортежа и не обладает 
свойством (а), то существует Вз-цепь, с которой цепь $ не пересекается. 
Этим наше основное утверждение будет полностью доказано. 

В самом деле, пусть 7 = {п:} обозначает множество всех чисел п, 
таких, что кортежи первого ранга (п!) 6$. Цепь 9 не содержит никакой 
цепи 16 №. Следовательно, можно выбрать цепь т '6М, не имеющую 
общих точек с 9. Мы отберем все кортежи первого ранга (т!) такие, 
что т 67’. Допустим, что отобран некоторый кортеж (т....т»), не вхо- 
дящий в цепь $. Тогда, в силу того что $ не обладает свойством (а), 
если мы рассмотрим все кортежи (ти... тап), продолжающие отобранный 
и входящие в $, то из чисел {п} нельзя будет составить никакой цепи 
базы Лт, ..ту- Следовательно, существует цепь а не пе- 
ресекающаяся с цепью {п}. Мы отберем все кортежи (пи, т»,... 
...) Т,, Ти), где т, 6 и Ясно, что, продолжая этот процесс до 
бесконечности, мы отберем Азз-цепь, не пересекающуюся с $. 


Если какая-нибудь цепь $ порождает цепь 37, не содержащую пусто- 
го кортежа, то существует Аз-цепь 3, которая не пересекается с ты 
В таком случае цепь 9, не может пересекаться и с исходной цепью $. 

В самом деле, если некоторая Из-цепь $, пересекается с цепью $, 
то она должна пересекаться и с порожденной ею цепью $' либо по тому 
же самому кортежу, либо по кортежу, ему предшествующему. Следова- 
тельно, если бы цепи $ и $, пересекались, то цепи $ и 3, тоже пере- 
секались бы. Этим доказано, что условие (с) необходимо и достаточно 
для того, чтобы цепь $ пересекала все Ву-цепи. 

Таким образом, формула (А) доказана полностью. 


$ 2. О жестких базах 


Пусть № — база некоторой 85-операции. Если цепь \ 6 М не содержит 
никакой другой цепи 7’ 6 №, то мы будем говорить, что \ есть жесткая 
цепь базы №. Это понятие введено Ю. С. Очаном (1). Если база состоит 
из ‘одних только жестких цепей, то мы будем называть ее жесткой базой. 
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Не всякая 65-операция обладает жесткой базой. Операция П обладает 
таковой, так как ее база состоит из одной единственной цепи. Операция 
У тоже обладает жесткой базой, так как для нее базой может служить 
множество всех цепей, содержащих по одному элементу. Операции 
Ни и Ши жестких баз не имеют. 


А-операция имеет жесткую базу. Обычная запись А-операции в виде 


м П представляет собой запись А-операции В форме 5-операции 
(т... Пь...) № 


с жесткой базой. Г-операция также имеет жесткую базу, так как ее базой 
может служить множество цепей кортежей $ = {(п‚...п;)}, для каждой 


из которых интервалы Бэра {5»...„,} составляют полное покрытие про- 
странства Бэра и попарно не пересекаются. 

Легко видеть, что если все базы таблицы % = {ль} жесткие, той 
операция Вуз обладает жесткой базой. В самом деле, базу этой опера- 
ции можно составить из цепей исходных баз без добавления лишних корте- 
жей. Эта база состоит из всех цепей $, имеющих следующие свойства: 

ое 

2. Если кортеж (п:...п)6$, то существует единственная цепь 
ТЕЛ...» Такая, что (п... п, п.) 63, если УЭ п, . 

3. Цепь $ не содержит никаких кортежей, кроме тех, которые пере- 
числены в пи. 1 и 2 моей работы (1) ($2, стр. 9). 

Полученная таким образом база 0 является жесткой, так как если из 
одной из этих цепей удалить один или несколько элементов, то оЕ? 
перестанет быть ВА+-цепью. С другой стороны, всякая Азд-цепь содержит 
цепь описанного типа, следовательно, 


Е 


360 (та...) 63 


для произвольной таблицы множеств {ЁЕРш,.. пу}. 


я о 
Если каждая из конечного или счетного числа 05 - операг :.и Фу 


в Е | адают 
обладает жесткой базой, то операции У/Фм; и [| Фм; тоже облад 
} : 


жесткими базами. Для операции УФ, это очевидно. Для операции 
й . ш 
ПФму нужно воспользоваться базой, построенной в моей работе (*) (гл. ПТ, 
. т 
ъ 
$ 3, лемма на стр. 40—41). } 
с 
Мы докажем, что если все базы {М№ь.», } жестки, то Ву, операция, 
дополнительная к Ву -операции, тоже обладает жесткой базой. Для 
с 
этого достаточно доказать, что всякая Ву -цепь содержит жесткую 
Ву - цепь. 
с -, 
= и 
Мы это докажем, проведя индукцию по рангу цепи. Для В - цене 
ранга нуль утверждение очевидно, так как они содержат цепь, состоящую 


Й — так епь. По- 
останется верным и для ЕВуу-цепей ранга «--1. Пусть $ — такая ц 
“ “_ 
Рожденная цепь $" имеет ранг 1. По предположению, цепь $3" содержит жест 


6* 
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кую Аз-цепь. Пусть это будет $°. Теперь мы построим жесткую Ву- 
цепь, содержащуюся в $. Мы сохраним все кортежи, входящие в $*.$, а 
каждый кортеж цепи $* — $ мы заменим системой кортежей, ему подчи- 
ненных и образующих Ву-цепь ранга « относительно него. При этом 


мы ограничимся одной единственной цепью. 

Ясно, что полученная нами цепь обладает свойством (с) и что она 
жесткая. В самом деле, порожденная ею цепь имеет свойство (с), а в 
силу того, что все базы а } жестки, из данной цепи нельзя вы- 
кинуть ни одного кортежа без того, чтобы она не перестала быть 
Ву-цепью. 

Пусть теперь 1 — число второго рода. Цепей ранга 1 не существует. 
Мы докажем, что если наше утверждение верно для всех цепей рангов < 1, 
то оно верно и для цепей ранга 1-1. Пусть $ — такая цепь. Тогда 
() ЕЗти () 63". Следовательно, 9" содержит систему кортежей первого 
ранга {(п!)} = такую, что {п} = №. В силу того что база № — жест- 
кая, цепь 7 тоже жесткая. Выбросим все кортежи, сегмент первого ран- 
га которых не входит в в. Каждому из кортежей системы № подчинена 
некоторая цепь кортежей, входящих в $. Ясно, что эта цепь имеет свой- 
ство (с) и ранг < 1 относительно данного кортежа ранга 1. По допуще- 
нию, такая цепь содержит жесткую цепь. Легко видеть, что объединение 
всех этих жестких цепей, продолжающих кортежи системы 1, образует 
жесткую Ау-цепь. Этим доказано, что каждая Ау-цепь содержит жест- 
кую Ау-цепь. 

Обозначим через 0, множество всех А з-цепей, а через 0 — множество 
всех жестких Иу-цепей. Ясно, что для всякой таблицы множеств 


{Ет... пк} 


Ев... пу а № П Ет,.. пу» 
3* 60 (п:..тк) 63* 369. (п... пр) [2 


потому что с 6%, и если 3° < $, то непременно 


ыы РО ка 


(п:...п к) 63* (та... ты ) 63 


Однако в каждой цепи $ содержится цепь $* и каждая цепь $* является 
цепью $. 

Этим доказано, что В-операция имеет жесткую базу. Сопоставляя 
все, что было изложено о жестких базах, мы покажем, что все опера- 
ции А" и Ас могут быть построены так, что у них будут жесткие базы. 
Для этого нужно показать, что если исходить из жестких баз А- и Г-опе- 
раций, то на протяжении всего индуктивного процесса построения В“ и 
Ве-операций будут возникать 85-операции с жесткими базами. Действитель- 
но, если операции А” и Не имеют жесткие базы, то это верно и для 
операций А", В: и В" -- Ве которые лежат в основе построения опера- 
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[В &-—-1 &--1 
ний Аи ДТЬ Следовательно, эти последние тоже обладают жесткими 
базами. Наконец, если все операции А“ и Не, где «< и {— число 


второго рода, обладают жесткими базами, то и операции ПА” и У В*, 
[< «У 
лежащие в основе построения операций А" и В", также обладают этим 


свойством. Следовательно, и операции А" и ВУ, в свою очередь, обла- 
дают, жесткими базами. 

Отметим, что две эквивалентные между собой 05-операции не обязаны 
одновременно иметь или не иметь жестких баз. В самом деле, А-операция 
обладает таковой, а операция Аиш, получаемая при помощи А-процесса, 


исходя из таблицы баз операции Иш, очевидно, не может иметь жест- 
кой базы. 


$ 3. Точки М-однозначности 


Рассмотрим некоторую 05-операцию Фм с жесткой базой №. Пусть 
{Е„} — некоторая цоследовательность множеств. Будем говорить, что точ- 
ка х является точкой /№-однозначности последовательности {Е„}, если 
существует одна единственная цепь 7 © /М такая, что 6 П Е,. 

пет 

Мы покажем, что в случае А“-операций точки М-однозначности обла- 
дают некоторыми свойствами, аналогичными свойствам точек единствен- 
ности А-операции. 

В этом параграфе будем считать, что В“-операции заданы жесткими 
базами, существование которых установлено в предыдущем параграфе. 

Пусть % = {М»...„,} — некоторая В-база. Обозначим 


Фмо ((Е»...птда}) =ЕФм ({Фм„, (Фу и, ({..- м... (Е. мунда })})})}. 
Ти: И пз па 

Здесь множества Ёи,..п:»;;, занумерованы кортежами ранга # 1. 
ЛЕММА. Пусть % = {М№...т,} есть база некоторой В-операции, состо- 
ящая из жестких баз 85-операций, и © = {Нъ,..ту} —некоторая таблица 


множеств, и пусть каждая точка множества Ф а ((Н».. путь) яв- 
т | 
ляется точкой и -однозначности для последовательности множеств 


{Нь.. „пт . Тогда 


со 
Вх (Ни) = ПП Фысо ((Н».. чина) 
1—0 

Доказательство. Обозначим левую часть доказываемого равен- 
ства через у, а правую — через у’. Пусть 6у. Тогда существует А д -цепь 
$ такая, что хе Нр,.. пу, если (пл... Па) 63. Эта цепь $ образована при 
помощи некоторой системы цепей = {\и...м»} баз М т... пк: Ввиду того 
что каждое из множеств 


Фу. п, ((Нт... пупа} 


.П 
п Г 


состоит из одних только точек М,..„,-однозначности последовательности 
{Ни „путь а» все цепи \и,..», определены точкой + единственным обра- 
зом. Ясно, что 
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хе П Ни... лу — П П Нь,...путуа == 


(п... пк) 69 т... пк ВА ПКЕ 7п,.. ль 
= П Я: П На. П П ва П Ним... пет (= 
т. бт п бт "67, т: бт п2бти, пк-+1 Е 7м.... пу 


нь Нм о ори ВВ. 


тЕМ п, 6” т6М п, 67 тп, Мп, 67а, 
® 
И 
я6 п, 67 ти, 6, "з67п, ТЕМ п, --Пк Пк+16т 


= НФм ({Н»,}) Фи ({Фм,, ({Н»,т.})}) ... 


-.. Фи (Фи. и, (Ни мата} = Н ПФмо (Ни... пн) = У. 


#=0 


Этим доказано, что уб у’. Пусть теперь 26’. Тогда 2 ЕН и, каково бы ни 
было натуральное число 1, найдется цепь 7/6 (1) такая, что 


хе П Н»ь...м; : 


(пу... пу) бт 


Отметим, что в правой части < Е- 1. 

Рассмотрим строение цепи 7’. Согласно определению операции Фх(.), 
цепь 7 состоит из кортежей ранга <Е--1. Множество всех чисел {п.} = 
= (1) таких, что (п) 671, составляет цепь базы №. Если некоторый 
кортеж (пи, п»,..., пк) 6}, то множество всех чисел {пк41} = Мм,., пу (@) 
таких, что (7;...ИхИх+1) 6 %р, образует цепь базы М№,,.„, (тут непременно 
К <. Заметим, что построение цепи 7й совпадает с построением Аз-цепей, 
с той лишь разницей, что оно продолжается до кортежей ранга #- 1. 
В нашем случае, так как мы имеем дело лишь с точками №, и,-одно- 
значности, цепи р... (1), отвечающие одному и тому же кортежу (п;... к) 
и разным значениям #, между собой совпадают. Таким образом, цепь с” +1. 
Следовательно, объединение всех цепей 7? составляет Ву-цепь. Обозначим 
ее через $. Ясно, что 


У е:. 
(т...) 63 


Таким образом, ус у. Следовательно, У = у. Лемма доказана. 

Если ЛМ — какая-нибудь база 05-операции, то через №” мы обозначим 
множество всех цепей, каждая из которых содержит по крайней мере две 
различные цепи базы №. Через № мы попрежнему будем обозначать 
множество всех цепей базы М, которые содержат число п, а под №М— №" 
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мы будем понимать множество-разность. Тогда для любой последователь- 
ности {Е„} каких угодно множеств имеет место равенство: 


Фк. ({Е„}) = УФи» (Е) Фик» ({Е„)). 


В самом деле, каждая цепь базы М" содержит по крайней мере две раз- 
ные цепи базы №. По крайней мере одна из них содержит элемент, не 
входящий в другую, т. е. найдется такое п, что одна из этих цепей входит 
в №, а другая не входит в это множество, т. е. входит в М — М,. 
С другой стороны, всякое объединение двух цепей, из которых одна 
входит в №, а другая — в М— №", всегда составляет цепь базы №". 

Мы будем говорить, что класс множеств = и жесткая база М находятся 
в правильном отношении, если: 

1) класс Фу (=) инвариантен относительно счетных сумм и пересечений; 

2) для всех натуральных п и р имеет место: 


Фи (=) =) Фу" (=) =) Фупр (=) с 
а также 


Фм (=) =) Фи_мь (=) и ЧФ» (=) => Фит мпь (=) р 


3) [Вгм: (=) ]‹ = Фм ([Ем (=)]°). 
Здесь М№"?Р обозначает множество всех цепей базы М, которые содержат 
числа п и р одновременно. 

Если = есть какой-нибудь А.- или СИА„-класс, а Фх — какая-нибудь 
В- или ВЁ-операция [см. (^)], то данные условия выполняются (предпо- 
лагается, что база М является жесткой базой, построенной по индукции), 


если В< а. 


Отметим некоторые свойства правильного отношения. 
1. Если класс & и жесткая база М находятся в правильном отношении, то 


Фи. (=) (2 Фил (=) ь 


2. Обозначим через М" множество всех цепей, которые входят в № и 
содержат номер п. Тогда легко видеть, что 


Фн*и ((Е»)) = Фит ((Еи}) Фи-м» ((Е}) + У) Фыть (Е) - Фи" мть ((Ет}). 


рт 


Таким образом, в случае правильного отношения между = и № имеет 
место равенство: 


3. Опираясь на лемму о трансфинитных индексах [см. (3)], мы полу- 
чаем следующее предложение. 
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Если класс множеств = обладает индексами, удовлетворяющими 
принципу сравнения индексов, и если он находится в правильном отно- 
шении к жесткой базе №, то для него имеет место следующее предложе- 
ние о кратной отделимости: для всякой последовательности {Е} множеств 
класса & найдется последовательность {Н»„} множеств класса [Ф„ (=) ]с 
такая, что 


Н,„ 2 Е. < Фи (Е „}) 


Фил ({Н„}) = 0. 


Ввиду того что отделители выбираются из класса [Ф,„ (=)]‹, здесь не 
делается никаких предположений о природе класса =. 

Теперь мы можем доказать теорему о строении множества точек 
однозначности В-операции. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть М№ — жесткая база, находящаяся в правильном 
отношении с классом множеств =, и пусть © = {Ел,.. пу} — некоторая 
таблица множеств класса =. Тогда множество точек В(м1-однозначности 
таблицы © входит в класс [В м1 (=) с. 

Доказательство. Положим И = Ам; ({Е»....»,}) и обозначим 
через О»... „, множество всех тех точек, которые входят в ядра Ам1-цепей, 
содержащих кортеж (п:...пж). Покажем, что все множества Ин....п 
входят в класс В:м1. Положим 


К 


М = №", Ми, = М, ..., Ми. ть М®. 


Если же кортеж (т, ...т;) не является сегментом кортежа (п... п»), 
то Мт..т; = М. Обозначим = {Ми т}. Ясно, что операция Ем 
мощнее, чем Изу, так как операция Фу мощнее, чем все операции 
Фи 


‚ в применении к классу =. Однако очевидно, что 
т... 1 


От. пу == Ау ((Е»,..”;)). 


В самом деле, по построению, в @ш входят те и только те цепи из 
9. которые содержат кортежи (п!), (п:п,), ..., (п1...п»ж), но это то же 
самое, что цепи из бу которые содержат кортеж (п:...п»). Следова- 
тельно, все множества От. ..пь входят в класс =. 

Применим к последовательности множеств {О путх 41, где ранг Аи 


числа п....пк остаются неизменными, а число пь\: пробегает все нату- 
ральные числа, приведенную выше теорему о кратной отделимости по 
отношению к операции Фу». В классе [Фи (В1м! (=))]‹ существуют мно- 
жества 


т 
Ти. тута `е8) тута — Ф ть (Ишь, ..ти}) 


та ((Тт,...пн)) == 0. 


Отметим, что классе В+; (Я) инвариантен относительно операции Фх. 
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ы 
Следовательно, все множества Тт ...тутьда входят в класе [Вум: (=)]с- 
Положим 


Нл... ту = И вь Ей... пу при би Н=Е. 


Ясно, что все множества Нь....”, входят в класс [Вим (=)]с. 


Обозначим через & множество точек [М№]-однозначности таблицы ©. 
Мы докажем, что 


© —= В м (Ни... иж}. (В) 


Обозначим правую часть доказываемого равенства через ’. Допустим, 
что Ем. Тогда существует единственная Ауу1-цепь $ такая, что 
Е если (п,...п,) 63. Но тогда цепь $ будет единственной, 
имеющей такое свойство: 


де Ол... ть тогда и только тогда, когда (п, ве) 9. 


В самом деле, если 260», ...н„, то это означает, что существует В:м-цепь 
3*9 (п... пк) такая, что 


а Ея 
(ту... ту) [3 53* 


однако, в силу того, что х есть точка [М№]-однозначности таблицы ©, 
цепь 9” совпадает с 9. 


Следовательно, если зафиксировать первые # индексов п,...П, 


что (п....пх) 63, то числа {пьу1} такие, что (Пл... Пикпь1) © 3, составят 
цепь базы №. Обозначим ее через 7}... пу, Она является единственной 


так, 


цепью базы М, имеющей такое свойство: 
2 ЕТО» тогда и только тогда, когда Пл1 Е и... пк. 


Следовательно, 


1°-* ПВП 


26 Фи (т... пить} 
А-а 


х Фи» ( {н.. пить 
ПА 


таким же образом, 


КЯ [® я (О, тх п 11}, 
каково бы ни было т. Поэтому 
ия Е От... ппу тя Феи 11 ( (т. путьа 
т 
если ТОЛЬКО Пь11 © м...ть. Но тогда для этих номеров Илл 


ТЕ Ть,.. пупа ели (пл... Папк) 6 9. 
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“Следовательно, 


ЕН если 63, 


"1. .. ПкТ-1? 


ее П Нь,... ть `: Вим ((Нь....пь} ) = 9, т.е. ис м”. 
(п1,-- пк) 6 9 


Пусть теперь хе’. Тогда существует Ам]-цень 9 такая, что 
хе Ни, „ту› если (п1...пл) © 9. При этом условии т е Т»... ль: Следова- 
тельно, если числа А, п:..!пк фиксированы, то точка 2 является точкой 
/У-однозначности для  последовательности множеств {Он пк }, где 
(п: ...пь) 6 3. Поэтому х является также точкой [М]-однозначности для 
таблицы множеств {Ч т;.. ть } Однако 


П Оп, ..пь 7 П Ею, .. ть 


(пт...) © $ (тт... Пк) 3 


для всех А м1]-цепей 9. Следовательно, х является точкой [М№]-однознач- 
ности для таблицы множеств (Ел... пу}, т.е. хе. Этим доказано, что 
и < м. Следовательно, и’ = ®. Таким образом, равенство (В) доказано. 

Отметим, что каждая точка множества 1 является в то же время 
точкой [М]-однозначности таблицы множеств (Ни. лу }, потому что 
Я в, > Ч 


..пь- Рассмотрим некоторую А1м1-цепь $. Пусть 


зе П Нь и’ (+... @%) 69. 


(т ...П р 63 


Рассмотрим совокупность всех множеств Нь...пуль ., Где первые К ин- 


дексов имеют отмеченные выше значения. Ясно, что существует цепь 9 6 № 
такая, что Хх еНь...пупьуь если пк: 7. Следовательно, 


хЕФх ((Нт. пить} )- 
Па 


Однако 


0 = Фи» ((Т»,. пупка} >2Ф (СН. пктьча}). 


ПА Па 


Таким образом, х является точкой М*-однозначности для последователь- 
ности множеств Ни... пуль |1 И, следовательно, выполнено условие лем- 


мы. Итак, множество Врм ({Н»...пь}) может быть получено, исходя из 
множеств таблицы {Н»,.»,} при помощи многократного применения 


операции Фу и операции П. Однако, так как множества Н» входят 


1*-.ПЕ 
в классе [Вм; (=)]‹» который, по определению правильного отношения 


{см. условие 3, стр. 573), инвариантен относительно операции Фк, а так- 
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же относительно операции П, то все перечисленные выше операции не 
выводят за пределы класса [Вум: (=)]‹. Следовательно, множество 
входит в этот класс. Теорема доказана. 

Как отмечалось выше, условия предыдущей теоремы выполнены для 
Н®-классов и В“-операций. Поэтому из нее вытекают следующие теоремы 
об В-множествах. 

ТЕОРЕМА П. Если [№ есть жесткая база В“-операции и 
© = (Е»...”,} — таблица ВЕмножеств (или ВЕв-множеств), то мно- 
жество точек Вту]-однозначности таблицы © входит в класс СВумно- 
жеств (или СВв-множеств). 

Особый интерес представляет случай, когда каждая точка множества 
В м: ({Е»...т,}) является точкой В1у]-однозначности таблицы {Е»,. пу}. 
В этом случае множество < входит в оба класса В м: (Е) и [Вим (=). 
Поэтому имеют место теоремы: 

ТЕОРЕМА П1. Пусть [№] — жесткая база, находящаяся в правильном 
отношении с классом множеств =, © = {Ет,.ту} — таблица множеств 
класса В и множество Вум: ({Ет,..пу}) = состоит из одних только то- 
чек [М№]-однозначности. Тогда множество И входит в класс [В м (®)\]ь. 

В применении к А-множествам это дает следующее утверждение, 

ТЕОРЕМА ТУ. Если [№ есть жесткая база В“-операции, 
© = {Е»...”,} — таблица ВВ.-множеётв (или ВВев-множеств) и множест- 
80 Втм: ((Еь,..ть}) = О состоит из одних только точек [М№]-однозначности 
таблицы ©, то И является ВВ-множеством (ила ВЕВов-множеством). 

Теорема П является аналогом теоремы Н. Н. Лузина о проекции то- 
чек единственности плоских В-множеств, а теорема ТУ — обобщением 
критерия Н. Н. Лузина в теории В-множеств, согласно которому А-опе- 
рация над В-множествами с непересекающимися слагаемыми всегда дает 
В-множество. 

В связи с полученными результатами возникает вопрос о том, всякое 
ли ВВ... 1-множество может быть получено НА„+1-операцией над СВ.-мно- 
жествами с непересекающимися слагаемыми. 

Мы установим еще одну теорему о распространении А”-операции, ко- 
торая аналогична теореме В. И. Гливенко о накрытии плоского униформ- 
ного А-множества таким же В-множеством. 


$ 4. Дальнейшие свойства точек однозначности 


Результаты этого параграфа частично являются приложением резуль- 
татов предыдущего параграфа, частично — приложением теорем о кратной 
отделимости [см. (3)]. Мы изложим их, ограничиваясь В-множествами и 
В*-операциями, хотя их нетрудно получить и для более общего случая, 
однако изложение оказалось бы излишне громоздким. 

Обозначим через В» операцию, которая отбирает точки, входящие 
более чем в одно ядро Вим]-цепи, т. е. точки, получаемые Вру]-опера- 
цией, но не являющиеся точками В: у}-однозначности. 

Если [№] есть жесткая база И“-операции, то классе А“-множеств ин- 
вариантен относительно онерации Ам, а также относительно всех опе- 
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раций вида А1\]*и..п» ОТбирающих ядра тех цепей операции Ву», ко- 
торые содержат кортежи (п... пл). Следовательно, для класса А„-мно- 
жеств и операции Ву» имеет место первая теорема о кратной отдели- 
мости [см. (2), стр. 524—525]. Это дает возможность установить следую- 
щую теорему. 

ТЕОРЕМА У. Если. [№ есть жесткая база В*-операции в 
@ = {Е„...п} — таблица Во-множеств (или Вов-множеств) такая, что 
каждая точка множества Вим} ({Ёт,..пь}) есть точка Вм]-однозначности 
таблицы ©, то существует таблица ©’ = {Ни,..ту} ВВо-множеств (или 
ВВов-множеств) такая, что Нъ,..п, > Еъ,..п» И каждая точка множе- 
ства Вим ({Н»..лу}) есть точка [М№]-однозначности таблицы ©’. 

Доказательство. Составим операцию Вгм1* и применим к табли- 
це множеств @ и этой операции первую теорему о кратной отделимо- 
сти, так как 


Вим» (Е...) — 0) 


Существует таблица ©’ = {Нь....,} ВЕВа-множеств (или ВЕав-множеств) 
такая, что 


Нь,..пу “) Н»,..лу и В м} (и. — 0. 


Но это означает, что каждая точка множества Вум: ({Нь...л;,}) является 
точкой Вм1-однозначности для таблицы ©. Теорема доказана. 

Изложим обобщение теоремы предыдущего параграфа. 

Пусть М есть некоторая жесткая база 05-оцерации. Точку х мы на- 
зовем точкой [/М]-р-значности последовательности множеств {@«„}, если. 
существует р и только р различных цепей базы №, в ядра которых 
входит точка т. Все точки [№]-р-значности, где р — какое угодно натураль- 
ное число, мы будем называть точками /М-конечнозначности. Имеет 
место 

ТЕОРЕМА У1. Если [№ есть жесткая база ЕВ®операции в 
@ = (Еп..-тк} — таблица ВВ -множеств, то множество точек [М№]-р-знамч- 
ности таблицы © есть СВо-множество. 

Доказательство. Рассмотрим р различных цепей базы [№]. Мы 
всегда можем указать р(р — 1) кортежей, попарно не подчиненных друг 
другу, которые можно разбить на р групп по (р—1) кортежу таким 
способом, что в каждой из указанных цепей содержится одна и только 
одна из этих групи. 

Рассмотрим какую-нибудь систему из р(р — 1) кортежей, из которых 
ни один не подчинен другому и которые разбиты на р групи но (р— 1) 
кортежу. Для данной системы мы рассмотрим р множеств, входящих 
в базу [№] и обладающих тем свойством, что каждое из них содержит 


все цепи этой базы, содержащие кортежи одной из указанных групп. Пусть 
эти множества будут 


[№, [м№2,..., [М]. 
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Обозначим через М" множество точек [М№“-однозначности таблицы @ 


Оно является СА,-множеством. Составим таблицу множеств @*, которая 
отличается от Ф только тем, что в каждой из зафиксированных нами 
групп кортежей, кроме {-й, выбрано по одному кортежу, и множество, 
отвечающее выбранному кортежу, заменено пустым множеством. Всех 
таких таблиц — конечное число. Для каждой из них рассмотрим мно- 
жество точек [М№]*-однозначности и возьмем их пересечение — пусть это 
будет [Г:; оно является тоже СВ.-множеством. Наконец, для тех же та- 
блиц Ф' составим множества точек [/Л]-однозначности и рассмотрим их 


пересечение — пусть это будет [1; оно также является СА-множеством. 
Пусть Ё есть множество точек, входящих в ядра [№]-цепей, содержащих 
все кортежи нашей системы. Это — Н„-множество. 

Рассмотрим множество 


Е= ]Е/л— А. 


Оно является СА„-множеством и состоит из всех тех точек, каждая из 
которых входит в ядра р и только р различных А |м:-цепей, соответ- 
ственно принадлежащих множествам [М№]1... [№]. Ясно, что множество Г, 
зависит от выбранной нами системы из р(р— 1) кортежей и от ее раз- 
биения на р групп и что оно состоит из точек [М№]|-р-значности табли- 
цы ©. Если мы составим сумму всех множеств Г, получаемых опи- 
санным путем, то мы, получим множество всех точек [№] -р-значности 
таблицы ©. Эгим доказано, что это множество является всегда СВА.-мно- 
жеством. 

Следствие. Если в условиях предыдущей теоремы каждая из то- 
чек множества Вум\ ({Е»,..пу}) = является точкой [М]-конечнозначно- 
сти, то множество И входит в класс ВВ. В этом случае каждое из 
множеств [М№]-р-значности тоже входит в класс ВВ -множеств. 


Поступило 
26. ГУ. 1952 
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473—484 
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13—30 
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499—542 
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Количест- 
во номе 
ров в год 


Астрономический журнал 
Биохимия 
Ботанический журнал . 
Вестник Академии наук 
СССР 
Вестник древней истории 
Вопросы языкознания . . 
Доклады Академии наук 
СССР (без переплета) . 
Доклады Академии наук 
СССР (с 6 папками, ко- 
ленкоровыми с тисне- 
нием) 
Журнал 
химии 
Журнал высшей нервной 
деятельности имени 
И. П. Павлова ....| 6 
Журнал общей биологии .| 6 
Журнал общей химии. .| 12 
Журнал прикладной химии| 12 
Журнал физической химии| 12 
Записки Всесоюзного ми- 
нералогического  об- 
щества 
Зоологический журнал .| 6 
Известия Академии наук, 
Отделение литературы 
и языка 
Известия АН СССР, От- 
деление химических 
наук 
Известия АН СССР, Ог- 
деление технических 
НИЗ об ооо в 
Известия АН СССР, серия 
биологическая .... 
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ПОДПИСКА ПРИНИМАЕТСЯ 


на 1954 год 
Подписная 
цена Название журналов 
в руб. 
54 Известия АН СССР, серия 
72 географическая,. ... 
90 Известия АН ССВ, серия 
геологическая а 
96 Известия АН СССР, серия 
96 геофизическая .... 
02. Известия АН СССР, серия 
математическая. ... 
360 Известия АН СССР, серия 
физическая. ..... 
Известия Всесоюзного гео- 
графического общества 
384 Коллоидный журнал... 
Математический сборник . 
36 Микробиология ..... 
Почвоведение ...... 
Прикладная математика и 
90 механика... ... 
45 Природа ею 
180 Советское государство и 
126 правое ее За 
216 Советская этнография .. 
Успехи современной био- 
Ре а о ов . 
30 Успехи химии. ..... 
135 Физиологический журнал 
им. И. М. Сеченова. . 
54 РЕФЕРАТИВНЫЙ 
ЖУРНАЛ 
96 Астрономия. .... 
Математика..... 
180 Механика ев 
Ее о 00 бою х 
72 ими ве со 
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